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PRÉFACE   DE  M.  II.  1  EH ï; . 


1 1 m-  ceux  (in i  oui  eu  à  s  occuper  < I * •  Géométrie  vectorielle  onl  été 
Frappés  par  l'élégance  el  La  simplicité  «!<•  la  méthode.  Mathématiciens 
et  Techniciens  \  trouvenl  un  instrumenl  singulièrement  précieux 
pour  résoudre  de  nombreux  problèmes  de  Mécanique,  de  Physique  el 
•  I  Electrotechnique.  La  supériorité  de"s  notations  vectorielles  sur  les 
procédés  de  la  Géométrie  analytique  ne  peul  guère  être  niée  el  ne 
résulte  |>;^  seulemen'  de  leur  brièveté.  I .  analyse  ue  mel  pas  toujours 
suffisamment  en  lumière  le  sens  géométrique  des  propriétés  qu'elle 
étudie;  au  contraire,  la  méthode  vectorielle  réalise  un  < Ion {>[<•  bénéfice, 
celui  de  simplifier  considérablement  l'écriture,  <i  de  resserrer  le  lien 
([in  existe  cuire  les  propriétés  synthétiques  el  analytiques.  AJgé- 
briques  par  leurs  symboles,  les  transformations  du  calcul  vectoriel 
onl  une  signification  géométrique  intuitive  ti n i  permel  d'interpréter 
constammenl  les  opérations  el  leurs  résultats. 

Ces  avantages  expliquent  la  place  toujours  |>ln-  grande  que  les 
auteurs  accordenl  aux  méthodes  de  Grassmann,  d  11 uhi.-iha  el  de 
leurs  nombreux  disciples.  Les  progrès  réalisés  dans  ce  domaine 
entraînent  des  besoins  nouveaux  donl  on  n'a  mine  tenu  compte 
jusqu'ici  dans  l'enseignemenl  élémentaire.  El  1  on  peul  -  étonner  de 
l'absence  des  notions  de  Géométrie  vectorielle  dans  les  programmes 
de  mathématiques  destinés  aux  Physiciens  el  aux  Techniciens.  Il 
suffirait  cependanl  de  quelques  notions,  rattachées  au  cour-  de  Géo- 
métrie analytique,  pour  donner  l'initiation  permettant  d'aborder  les 
monographies  spéciales  ainsi  que  la  lecture  >\r^  mémoires  el  traités 
faisant  usage  des  méthodes  vectorielles.  Ou  connaît  les  efforts  faits 
<lc  i<-  côté  en  France,  il  \  a  plus  de  ■'<  ans,  par  M.  Carvallo  dans 
conférences  <\r  l'Ecole  Polytechnique. 


VI  PHEF  Ml.    DE    M.    II.    KEIIR. 

M.  R.  Li-xcii^lc  ,i  de  frappé,  lui  aussi,  de  l'ignorance  dans  Laquelle 
se  trouvenl  1rs  géomètres  el  les  physiciens  <'n  matière  de  Géométrie 
vectorielle,  malgré  1rs  grands  secours  < | u •  cette  théorie  esl  susceptible 
de  leur  prêter  tanl  pour  la  recherche  que  comme,  moyen  d'expression. 
Il  s'esl  proposé  de  remédier  à  ce  déficïl  el  a  -u  utiliser  à  cel  effet  les 
ru  des  el  longues  heures  de  sa  captivité  en  Allemagne.  Il  en  a  rapporté 
un  Ouvrage  élémentaire  limité  à  I  essentiel,  aux.  questions  qui  forment 
la  substance  de  la  Géométrie  vectorielle,  \  compris  les  applications 
pratiques.  Les  nombreux  problèmes  el  exercices  qui  illustrent  son 
< -x j m > >«'•  familiariseront  le  lecteur  avec  la  méthode  vectorielle  el  lui 
laisseront  aussi  entrevoir  la  portée  considérable  il»-  la  nouvelle  ana- 
lyse qui  s'applique  d'une  manière  remarquable  aux  domaines  les 
plus  divers  des  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Au  moment  où  les  Sciences  techniques  vont  prendre  un  nouvel 
essor,  le  présenl  Ouvrage  esl  appelé  à  rendre  de  nombreux  services. 
Je  ne  doute  p;is  qu'il  ne  rencontre  tout  le  succès  que  je  lui  souhaite. 

En  terminant,  je  tiens  à  remercier  le  Lieutenant-Colonel  Leveugle 
de  l'aimable  insistance  avec  laquelle  il  a  voulu  inscrire  mon  nom,  à 
côté  du  sien,  en  tête  de  cel  Ouvrage.  Je  «lois  siib  doute  cel  honneur, 
auquel  je  mus  très  sensible,  au  souvenir  que  l'auteur  ;i  conservé  de 
nos  brèves  relations  épis tolaires  lors  de  >;i  captivité  en  Allemagne, 
et,  plus  tard,  pendant  son  internement  en  Suisse.  Qu'il  me  permette 
de  s.iisjr  l'occasion  qui  m'est  offerte  pour  lui  exprimer  les  sentiments 
d'admiration  que  m'inspirent  l'énergie  et  la  persévérance  dont  il  a 
fait  preuve  en  rédigeant  ce  Livre  au  milieu  de  conditions  particuliè- 
rement difficiles. 

Genève,   io  décembre  1918. 

H.  Fehk. 
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La  première  nier  d'un  Calcul  géométrique^  c'est-à-dire  d'une 
méthode  <l  V-lgèbre  générale  qui  permette  de  faire  entrer  directemenl 
dans  le  Calcul  les  éléments  géométriques  des  figures,  ^.m-  l'aide  de 
nombres  étrangers  à  la  question  que  l'on  a  en  vue,  tels  que  Les 
coordonnées  cartésiennes  ou  autres,  semble  due  à  Leibniz.  C'esl 
dans  une  lettre  de  Leibniz  à  Huygens  en  date  du  <s  septembre  i<>7«i 
que  ce  penseur  parle  de  son  projet  dans  les  termes  suivants  :  «  Je  ne 
suis  pas  encore  contenl  de  I  algèbre,  en  ce  qu'elle  ne  donne  ai  les 
plus  courtes  voies,  ni  les  plus  belles  constructions  de  La  Géométrie. 
C'esl  pourquoi  lorsqu'il  s'agit  de  cela,  je  crois  qu'il  nous  faul  encore 
une  autre  analyse  propremenl  géométrique  ou  linéaire  qui  nous 
exprime  directement  Situm:  comme  l'Algèbre  exprime  magnitu- 
dineni.  »  Il  envoyait  en  même  temps  à  Huygens  un  «  Essay 
contenant  le  développement  de  ses  idées  sur  une  ..  Nouvelle 
<  araclévistique  ».  Cel  •<  Essaj  •  a  été  réimprimé  dans  le  premier 
volume  des  Œuvres  </<•  Grassrnann,  qui  contient  I  lusdehnungs- 
lehre  de  1844. 

Leibniz  ne  paraît  pas  d'ailleurs  avoir  poussé  plu*  loin  le  dévelop- 
pement de  celle  idée  <le\euue  plu-  tard   si    lecunile.    et    a    un    moment 

où  la  uouvelle   analyse,  alors  a  son  début,  attirail  I  attention  de  tous 
le-  mathématiciens,  son  idée  ne  lui  pas  remarquée. 

Il  faul  attendre  le  commencement  «lu  siècle  dernier  pour  rencontrer 
de  nouveaux  chercheurs  sur  la  voie 'à  peine   indiquée.   L'orientation 

de  ces  nouvelles   reelierclies  ne  lut  d'ailleurs    nullement    suggérée  par 

l'idée  de  Leibniz,    lucii  qu'il  puisse   peut-être  résulter  des  écrits  de 
Grassmann  que  celui-ci  \  ait   puise  la  pensée  de   travailler  dans  ce 
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sens.  De  sorte  qu'il  faut  considérer  Leibniz  comme  ayant  pressenti 
plutôt  qu'indiqué  le  chemin  que  l'on  devail  suivre. 

Le  premier  pas  dans  cette  direction  fui  fail  par  Argand,  qui 
donnait  en  1806  dans  un  opuscule  intitulé  Essai  sur  une  manière 
de  représenter  les  quantités  géométriques  .  réédité  en  1874  |>-"" 
./.  Houël,  chez  Gauthier-Villars,  la  construction  bien  connue  de 
l'imaginaire  x -\- y  \/ — 1,  à  laquelle  les  travaux  de  Cauohy  ont 
donné  une  importance  décisive  et  qui  esl  maintenant  entrée  dans  le 
domaine  de  l'enseignemenl  élémentaire,  ^.rgand  regarde  une  expres- 
sion telle  que  x  —  y  \  —  1 .  ci  un  nie  re  pré -entée  par  la  droite  qui  joint 
1  origine  au  poinl  du  plan  dont  les  coordonnées  -ont  x  et  y.  Il 
établit  les  règles  de  la  multiplication  de  ces  quantités  el  montre 
que  \  1  peut  être  regardé  comme  un  facteur  qui  a  pour  effel 
de  faire  tourner  la  droite,  représentée  par  l'expression  x-\-y\j —  1, 
d'un  angle  droil  dan-  le  sens  positif  1  c'est-à-dire  de  x  vers  y  >  et  que 
le  facteur  i  fail  de  même  tourner  cette  droite  1  qu'Hamilton  appellera 

plu-  tard  un  vecteur)  de  l'angle-  dan-  le  sens  positif.  C  était  un 
premier  pas  important,  mai-,  ni  Argand,  ni  ses  successeurs  [en 
particulier  Mourrey  ('),  Warren  et  Cauchy  lui-même]  ne 
parvinrent  à  étendre  à  l'espace  la  multiplication  complexe  ainsi 
définie  dans  le  plan.  Du  moins,  l'essai  de  Warren  manquail  des 
qualités  de  simplicité  nécessaires  à  un  calcul  pratique. 

Môbius  lBarycentrische  Kalkul,  1827),  considérant  1"  question 
a  un  autre  point  de  vue,  pril  comme  «dément  de  calcul  le  point , 
et  montra  qu'on  pouvait  regarder  un  poinl  quelconque  de  l'espace 
comme  barycentre  de  quatre  points  déterminés  et  fixes  de  l'espace, 
en  affectant  ceux-ci  de  masses  con>  enables  qu'on  appelle  coordonnées 
barycentriques  du  point . 

Bellavitis  {Méthode  des  Equipollences  «  i83a-i  83^-1854  »)  •  -  > 
introduit  directement  la  somme  géométrique  des  vecteurs  et  fonde  une 


MoURREY,   Vraie  théorie  des  </uantités  négatives  et  des  quantités  prétendues 
imaginaires.  Pari-.  1828.   Réédité  par  Gauthier-Villars,  Paris.  1861. 
(2)  Traduit  par  C.   Laisant.  Gauthier-Villars,  Paris,  1874. 


NU  I  \<  I     ni     L  AUTEUR.  l\ 

méthode  de  Calcul  applicable  à  certaines   questions  de  Mécaniq 
de  Géométrie  plane,   sur  une   proposition   que  l'on   pourrait  actuel- 
lement   énoncer  de   la    manière  suivante  :  Soient  x,    i.  y  iini- 
teurs  situés  dans  un  même  />/a//.  Il  existe  toujours  huis  nombres 
réels   / .  r.   3.  tels  que  l'on  ail 

■'"'   •  y  -       SY 

Il  introduisail  de  plus  une  notion  nouvelle,  celle  de  V inclinaison 
des  vecteurs  par  rapporl  à  un  axe  de  référence  arbitrairement  choisi, 
de  sorte  que  l'équal  ion 

signifie  que  l'on  a 

tr.CD.er.EF 


grandeur  de  A  H  — 


«r.GIt 

miiis  avec  la  condition  supplémentaire 

ii7i         inclinaison  il.'  A.B  sur  l'axe  =  incl.  CD  -+-  incl.  EF  —  met.  OH. 

Enfin  Bellavitis  employait  le  ramun  v;  (contraction  d«-  racine 
de  —  1)  qui  n'es!  autre  chose  que  le  symbole  i  d'Argand.  Il  faut 
reconnaître  que,  grâce  à  la  condition  1  <i  >,  certaines  questions  concer- 
nant principalement  les  figures  semblables  sont  traitées  par  la 
méthode  de  Bellavitis  plus  facilement  que  par  aucune  autre. 

Par  un  hasard  singulier  el  qui  n'est  pas  unique  dans  l'histoire  des 
sciences,  la  question  de  l'établissement  'lune  analyse  géométrique 
à  la  fois  simple,  claire  el  féconde  fui  résolue  presque  en  même  temps 
par  deux  mathématiciens,  de  deux  façons  d'ailleurs  tout  à  fait  indé- 
pendantes. L'un  est  le  mathématicien  anglais  Sir  William  Rowah 
Hamilton,  professeur  à  l'Université  de  Dublin;  le  second  est  le 
mathématicien  allemand  Hermann  Grassmann,  professeur  à  I  l  niver- 
sité  de  Stettin.  C'est  en  effet  en  i843  que  paraissent  les  premières 
communications  d'Hamilton  sur  le  Calcul  qu'il  a  appelé  Calcul  des 
Quaternions   et    c'est    en    i844    qu'est    publiée    la    première     tus- 

>l<htiun"slehrei\v(  rrassmann.  Les  deux  méthodes  sont  essentiellement 

o 

différentes,  el  n'ont  guère  de  contact  que  par  leur  base  commune  : 
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la  théorie  des  nombres  supérieurs.  Tandis  que,  Hamilton  n'a  en  vue 
nue  le  Calcul  de  l'espace  euclidien,  Grassmann  s'attaque  immédia- 
temenl  à  l'espace  le  plus  général  à  //  dimensions.  Hamilton  prend 
comme  base  le  Vecteur,  lundis  que  Grassmann  mel  à  la  base  de  son 
Analyse  géométrique,  le  Paint.  Tous  les  systèmes  de  Calcul 
vectoriel  actuellement  en  usage  dérivenl  de  lune  ou  de  l'autre  de 
ces  méthodes  dont  notre  Précis  a  pour  hui  de  donner  un  exposé 
suffisant,  mais  cependanl  réduit  à  ce  qu'elles  contiennent  d'essentiel 
pour  les  applications  géométriques  et  mécaniques. 

La  met  h  ode  de  Grassmann  ne  se  répandit  pas  tout  d'abord  et,  dans 
la  Préface  de  l'édition  de  (86a,  l'auteur  se  plaint  avec  un  peu 
d'amertume  ^\\\  peu  d'attention  que  le  monde  savant  a  apporté 
jusque-là  à  son  œuvre,  en  affirmant  pourtant  avec  énergie  sa  foi 
inébranlable  dans  le  triomphe  de  ses  méthodes,  «  car,  dit-il,  la 
vérité  est  éternelle  et  divine  ».  Le  peu  de  succès  de  la  conception 
géniale  de  Grassmann  tient  à  plusieurs  causes.  La  plus  importante 
est  certainement  que  1  ius'lehnungslehre  de  1 844?  écrite  dans  ud 
langage  philosophique  d'une  portée  très  générale,  sans  qu'aucune 
application  en  vienne  montrer  le  maniement  el  l'utilité  immédiate, 
contenait  un  nombre  trop  considérable  d'idées  el  de  notions  complè- 
tement nouvelles  au  moment  où  elle  parut,  pour  qu'elle  ne  semblât 
pas  à  cette  époque  une  théorie  purement  spéculative.  Ajoutez  à  cela 
que  le  texte  de  Grassmann  est  difficile  à  lire,  même  aujourd'hui,  alors 
qu'un  grand  nombre  de  ces  idées  nouvelles  sont  entrées  dans  le 
domaine  public,  et  devait  l'être  doublement  à  celte  époque,  à  cause 
de  la  généralité  même  des  propositions  qu'il  énonce.  \JA  usdehnungs- 
lehre  de  1862,  mise  s,his  une  forme  plus  didactique,  échappait  en 
partie  à  cet  inconvénient.  Mais,  comme  elle  ne  s'appliquait  pas  non 
plus  uniquement  à  un  domaine  déterminé  et  familier  tel  que  celui 
delà  Géométrie  analytique  ordinaire,  on  \  accorda  peu  d'attention. 
Au  contraire,  le  Calcul  des  Quaternions  d'Hamilton  était  présenté 
immédiatement  par  son  auteur  comme  une  Analyse  géométrique 
appliquée  par  lui  dans  de  nombreux  exemples  à  diverses  questions  de 
Géométrie  analytique  ou  différentielle,  et  de  Physique  mathématique. 
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La  lecture  des  Ouvrages  d'Hamilton  esl  facile  e!  même  attrayante  à 
cause  de  la  grande  érudition  de  l'auteur,  qui  semble  avoir  pris  ;i  Lâche, 
dans  chacune  des  questions  qu'il  aborde,  de  faire  connaître  impar- 
tialement l'historique  succincl  de  la  question  et  les  antériorités  exis- 
tantes, en  sorte  qu  on  ;i  pu  due.  non  sans  quelque  raison,  que  les 
ci  Eléments  a  ^>m  une  sorte  d'encyclopédie  mathématique  résumant 
l'étal  de  la  science  ;'i  l'époque  de  l'auteur.  \u^i  sa  méthode  plus  ou 
moins  modifiée  se  généralisa-t-elle  assez  rapidement  à  l'étranger. 
L'usage  que  Maxwell  en  fil  le  premier  dans  son  1  raité  <l  Electricité 
ri  de  Magnétisme  semble  avoir  heureusemenl  contribué  à  ce  résultat. 
Parmi  les  disciples  d'Hamilton  qui  contribuèrent  le  plus  à  répandre 
s;i  doctrine,  il  faut  citer  ensuite  P. -G.  Tait,  professeur  au  Royal 
Collège  de  Cambridge,  donl  le  <<  Traité  élémentaire  des  Quater- 
nions  »  (Oxford,  iS6n)  a  eu  en  Angleterre  deux  éditions  e!  a  été 
traduit  en  France  par  (1.  Plarr,  qui  I  ;i  «'■  <  1 1 1  <'•  chez  Gauthier-Villars 
•  en  deux  volumes  parus  en  1882-1884- 

\  partir  du  moment  <>ù  parurent  les  Eléments  de  [866,  donl  la 
publication  avait  .d'ailleurs  sujvi  de  peu  telle  <le  la  seconde  édition 
de  VAusdehnungslehre  en  i<S(iv,,  le  publie  mathématique  commença 
à  s'intéresser  à  ces  nouvelles  méthodes  qui  apportaient  dans  plusieurs 
questions  une  clarté  toute  nouvelle.  Toutefois,  comme  les  points  de 
départ  <le>  deux  fondateurs  étaient  essentiellement  différents,  attendu 
que  l'un  d'eux  (Hamilton)  ne  supprimait  qu'en  apparence  les  axes 
fixes  de  coordonnées,  puisqu'il  conservail  l'origine  et  établissait  en 
réalité  trois  axes  i, y,  X",  de  directions  indéterminées,  tandis  <|u<  le 
second  ((  rrassmann  |  arrivail  à  supprimer  tout  système  <le  référence 
et  même  à  se  passer  d'origine,  il  se  forma  deux  courants,  et  l'on 
pourrait  même  dire  deux  partis,  si  ce  mol  ne  paraissait  |>;i^  en  con- 
tradiction avec  Iji  nature  précise  des  spéculations  mathématiques. 
I  andis  qu'en  Angleterre  <-i  en  Amérique  on  se  ralliait  plutôt  à  la 
méthode  d'Hamilton,  en  Ulemagne  on  développail  et  I  on  appliquait 
de  préférence  les  idées  de  Grassmann.  La  querelle  ainsi  engagée 
entre  <<  mono vectoris tes  a  ou  rlamiltonniens  et  «  bivectoristes  a  ou 
Grassmanniens,  esl  encore  en  cours  el    a  esl  p;is  près  de  -  éteindre. 
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Vussi  bien  n'\  ;i-i-il  aucune  raison  pour  qu'elle  ne  se  termine  jamais 
tanl  que  la  question,  <|m  divise  les  deux  partis  en  cause,  sera  posée 
sous  la  forme  un  peu  simpliste  :  «  Quelle  esl  la  meilleure  «les  deux 
méthodes,  de  celle  d'Hamilton  ou  de  celle  de  Grassmann?  ».  Sur  la 
question  ainsi  posée,  d'une  manière  à  notre  a\i>  trop  générale,  on 
peut  discuter  indéfiniment.  De  même  il  est  absurde  de  se  demander 
laquelle  de  ces  deux  méthodes  esl  l;i  plus  conforme  à  la  vérité.  La 
méthode  hamiltonnienne  esl  une  méthode  particulière  répondant  à 
un  but  défini  qu'elle  atteint  par  des  procédés  d'une  majestueuse 
simplicité.  La  méthode  grassmannienne  esl  une  autre  méthode 
particulière,  plus  générale  cependant  que  la  première,  en  ce  qu'elle 
la  contient  en  partie,  répondanl  à  un  bul  plu-  général  qu'elle  atteint 
par  d'autres  procédés  qui  lui  sonl  spéciaux.  Mais  l'uneesl  aussi  vraie 
que  l'autre;  et,  quand  l'un  des  deux auteus»  regarde  comme  essentiel- 
lement négative  une  quantité  que  le  second  considère  comme  essen- 
tiellement positive  (•),  il  n'v  faut  voir  aucune  contradiction,  mais 
seulement  la  suite  logique  de  points  de  dépari  différents  et  de  la 
mise  en  œuvre  de  procédés  absolument  distincts. 

La  question  précise  qui  se  pose  esl  d'un  ordre  tout  différent  et  ne 
laisse  pas  que  de  présenter  un  intérêl  considérable.  Est-il  possible  de 
synthétiser  les  œuvres  de  Grassmann  et  d'Hamilton  en  une  méthode 
unique  participant  à  la  fois  de  la  généralité  de  l'une  et  de  la  simplicité 
de  l'autre,  au  moins  en  ce  qui  concerne  les  applications  au  domaine 
géométrique  euclidien?  Des  efforts  ont  été  tentés  dans  ce  sens  et  les 
travaux  les  plus  importants  sont  ceux  de  Gibbs  qui,  dans  sa  «  Vector 
Analysis  »,  a  présenté  une  méthode  à  la  fois  assez  simple,  puissante  et 
féconde  où  se  résument  les  traits  caractéristiques  des  deux  Ecoles. 
On  peut  regretter  toutefois  que  les  conceptions  de  Gibbs  ne  soient 
pas  toujours  développées  avec  la  précision  désirable,  et  que  son 
travail,  écrit  dans  le  but  de  mettre  entre  les  mains  de  ses  élèves  une 
méthode  de  Calcul   directement   applicable  aux  sciences  physiques, 


(')   Pour   Hamilton,    le  carré  d'un   vecteur-unité  dans  l'espace  euclidien  est  égal 
à  — i;  pour  Grassmann,  il  esl  t'-gal  à  -+- 1 . 
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manque  en  certains  points  de  simplicité  <■!  de  netteté.  C  esl  ainsi  que 
toul  en  reconnaissant  l'avantage  de  l;i  notation  el  delà  théorie  de 
Gibbs,  sous  forme  de  Produit  dyadique,  sur  celles  qu'Hamilton 
avait  employées,  sous  le  nom  de  Fonctions  vectoriel  les  linéaires,  nous 
ne  pouvons  admettre  avec  lui  la  notation  i2  =  -h  i  qui  interdit  l'emploi 
du  quaternion  et  par  conséquent  du  verseur,  bien  préférable  cepen- 
dant à  l'emploi  des  dyadiques  el  du  vecteur  «  semi-tangente  de  >  ersion  » 
de  Gibbs,  dans  les  applications  relatives  aux  rotations.  A  ce  point  de 
vue,  la  conception  d'Hamilton  semble  s'imposer  par  sa  simplicité 
inégalable. 

Les  Ouvrages  didactiques  sur  le  Calcul  vectoriel,  sorte  de  compro- 
mis <'ulre  les  deux  méthodes,  qui  a  cours  maintenant  chez  presque 
tous  les  physiciens  el  mécaniciens  étrangers,  sont  nombreux  tant  en 
Europe  qu'en  Amérique.  En  France,  cependant,  il  existe  très  peu  de 
chose,  et  si  nous  exceptons  Y  Introduction  au  Calcul  des  (  hiater- 
nions  de  Laisant,  livre  peut-être  un  peu  trop  élémentaire,  la  traduc- 
tion du  Traité  de  Tait  citée  plus  haut,  une  Introduction  de  Sarrau 
publiée  en  addition  à  la  traduction  du  Traité  de  Maxwell  par  Selig- 
mann-Lui,  le  Calcul  vectoriel  semble  avoir  été  complètement  délaissé 
chez  nous  jusqu'à  ces  dernières  années  (').  On  se  rendra  compte  du 
peu  d'attention  apportée  à  cette  méthode  en  constatant  qu'il  n'existe 
aucune  traducl  ion  française  des  Ouvrages  fondamentaux  d'Hamilton  et 
de  Grassmann.  Cependant  le  développement  des  travaux  faits  à  l'étran- 
ger, l'importance  grandissante  qu'acquéraient  des  notions  telles  que 
celles  de  divergence,  de  tourbillon,  de  potentiel  vectoriel,  qui  trou\  eut 
dans  le  Calcul  vectoriel  une  expression  simple  el  adéquate,  ne  pou- 
vaient manquer  d'avoir  leur  répercussion.  Aussi  voit-on  les  Traités  de 
Physique  et  de  Mécanique  s'emparer  de  ces  notions  fondamentales, 
mais,  par  un  fait  bizarre,  au  lieu  de  recouvrir  ces  idées  du  vêtement 
qui  leur  convient  et  qui  leur  sied  particulièrement,  on  continue  à 
traîner   les   lourdes    notations   ordinaires    des    coordonnées  qui  dissi- 

(')  Nous  citerons  pour  mémoire  If  Volume  IV  du  Traité  des  Quantités  complexes 
de  Houel,  où  l'auteur  expose  la  théorie  des  Qualernions,  mais  a  le  grand  tort  de 
moditier  d'une  manière  plutôt  malheureuse  les  notations  d'Hamilton. 
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mulent  la  réalité  «lu  fail  lifi-même  derrière  un  formidable  appareil  de 
aotations  étrangères  au  fail  physique.  Pourtant,  il  semble  que  le 
besoin  se  fasse  sentir  de  revenir  à  *  I  «  -s  notations  plus  naturelles  et 
l'apparition  de  deux  Ouvrages  récents  (')  semble  montrer  que  le 
public  commence  a  sentir  la  nécessité  rie  se  mettre  au  courant  des 
méthodes  maintenant  si  universellemenl  adoptées  à  l'étranger.  Nous 
ne  pensons  pas  que  notre  travail  fasse  double  emploi  avec  les  bons 
Ouvrages  que  nous  venons  de  citer.  Les  conditions  spéciales  dans 
lesquelles  il  a  été  écrit,  alors  qu'étant  prisonnier  en  Allemagne,  nous 
cherchions  simplement  à  donner  à  quelques  camarades  d'infortune 
les  notions  nécessaires  pour  leur  permettre  la  lecture  des  Ouvrages 
de  Physique  ou  de  Mécanique  allemands,  les  seuls  que  nous  poux  ions 
nous  procurer  pendant  une  longue  période  de  temps,  font  que  nous 
a\  ons  dû  nécessairemenl  nous  borner  à  faire  un  petit  manuel  essentiel- 
lemenl  pratique  sans  aucune  prétention  et  d'une  lecture  très  facile.  Le 
lecteur,  déjà  au  courant  des  principes  du  Calcul,  n'y  trouvera  sans 
doute  rien  de  nouveau,  mais  nous  espérons  que  le  débutant  nous  lira 
sans  aucune  difficulté.  Dans  ce  but,  nous  avons  multiplié  les  renvois 
et  nous  avons  fail  précéder  le  travail  d'une  Table  analytique  dévelop- 
pée qui  forme  en  même  temps  un  formulaire  facile  à  consulter  quand 
il  s  agit  de  retrouver  une  formule  au  cours  de  la  lecture  d'un  chapitre. 
Un  Index  alphabétique,  établi  sur  le  modèle  de  ceux  que  Grassmann 
a  ajoutés  à  ses  deux  Ouvrages,  facilite  les  recherches.  Nous  avons 
insère  un  assez  grand  nombre  d'exercices  dans  le  texte  en  donnant 
îles  indications  sur  leur  solution  el  nous  pensons  que,  tel  qu'il  est,  ce 
pelii  ()u\  rage  peut  rapidement  mettre  le  lecteur  à  même  de  lire  et  de 
comprendre  ce  qui  s'écrit  à  l'aide  de  notations  vectorielles.  Dans  un 
volume  séparé,  nous  axons  l'intention  de  publier  de  nouveaux  exer- 
cices élémentaires,  principalement  choisis  parmi  ceux  que  nous  a\  ions 
écrits  ci  traités  pour  les  officiers  qui  partageaient  notre  captivité  et 
qui  désiraient  se  mettre  le  plus  rapidement  possible  au  courant  d'une 

(')  Buhau-Forti,  Éléments  de  Calcul  vectoriel,  traduction  Lattes,  Paris. 
Hcrmann  1910.  — Coffin,  Calcul  vectoriel,  traduction  Véronnet,  Paris.  Gauthier- 
Villars,  1914. 
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méthode  complètemenl  nouvelle  pour  eux.  Nous  j  ajouterons  La  tra- 
duction d'un  certain  nombre  de  passages  caractéristiques  des  maîtres 
qui  onl  fondé  la  Science.  Il  faudra  seulemenl  pour  cela  que  nous 
(missions  trouver  le  temps  de  rassembler  le>  matériaux  un  peu  épar- 
pillés qui  nous  onl  servi  à  cel  enseignemenl  el  permise  nous-même 
de  imiis  assimiler  les  premières  notions. 

I  11  mot,  en  terminant,  sur  les  notations  que  nous  avons  adoptées. 
Nous  avons  conservé  presque  partoul  les  notations  originales  de 
(  ïrassmann  el  Hamilton.  Exception  esl  faite  pour  le  produil  extérieur 
de  <  irrassmann  que  nous  désignons  souvent  par  (AB)  ou  même  simple- 
ment AJBau  lieu  de  |  AH)  iiinsi  que  Grassmann  le  fail  d'ailleurs  lui- 
même.  De  même,  nous  avons  pu  admettre  dans  le  cas  de  deux 
facteurs  la  notation  a[i  de  Gibbs  au  lieu  de  S  <x{3  de  Hamilton  el  de 
même  a  X  ,3  pourVa(3.  Cependant,  nous  préférons  en  généra]  1rs 
notations  primitives  qui  sont  plus  claires,  bien  qu'un  peu  moins 
simples.  Pour  le  module,  nous  ayons  adopté  la  caractéristique  T 
1  initiale  du  moi  Teneur),  tandis  que  la  caractéristique  T  d'Hamilton 
se  rapporte  à  la  désignation  <lu  module  par  le  mot  tenseur  el  que  ce 
moi  a  maintenant  dans  la  littérature  générale  un  tout  autre  sens 
(cf.  Chap.  IX,  Art.  104). 

Nous  avons  aussi  préféré  la  notation  x0  à  la  notation  1  -/pour  indi- 
quer un  vecteur  unité,  Comme  étant  plus  commode  pour  I  écriture. 
La  multiplication  (juaternionnienne  est  désignée  par  un  point,  pour 
la  distinguer  de  la  multiplication  scalaire.  Le  point  peut  d'ailleurs 
presque  ton  jours  se  supprimer  sans  ambiguïté.  La  multiplication  dya- 
dique  ne  comporte  aucun  signe,  car  il  ne  peu!  \  avoir  de  confusion 
avec  La  multiplication  scalaire. 

Szczuczyn,  i<)ifi.  HeiHelberg,  1917. 

H.  I.i :\  1:1  G  1  r. 
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On  rencontre  en  Mathématiques  pures  ou  appliquées,  par  exemple 
en  Mécanique  «ni  en  Physique,  des  quantités  de  deux  classes  diffé- 
rentes. 

Les  premières  sont  complètement  définies  en  t  «  » u  i  point  de  l'espace 
par  un  nombre  attaché  à  ce  point.  Ce  nombre  exprime  la  valeur 
que  la  quantité  variable  considérée  prend  en  ce  point  et  suffit  à 
définir  complètement  cette  quantité  en  permettant  de  la  rapporter 
aux  trois  unités  fondamentales  de  masse,  de  longueur  et  de  temps. 
Une  ([liant i te  de  ce  genre  s'appelle  quantité  scalaire  ou  scalar, 
expression  due  à  Iiamilton.  Par  exemple,  en  Géométrie,  la  longueur 
d'une  ligne,  le  volume  d'un  solide,  l'aire  d'une  surface,  l'angle  de 
deux  directions  sont  des  scalars.  En  Physique,  la  température  en  un 
point  d'un  corps,  le  travail  d'une  force,  la  densité  en  un  point,  la 
quantité  d'électricité,  la  force  vive  sont  également  des  scalars,  car  ces 
différentes  qualités  d'un  [joint  ou  d'un  objet  s'expriment  par  un 
nombre  dont  l'a  connaissance  suffit  pour  que  nous  obtenions  une 
notion  complète  de  la  qualité  considérée,  en  comparant  ce  nombre 
à  l'unité  choisie.  On  peut,  d'une  manière  générale,  dire  qu'une 
quantité  scalaire  n'est  pas  susceptible  de  direction . 

\  côté  de  quantités  de  ce  genre,  nous  avons  une  autre  classe  de 
grandeurs  qui  ne  peuvent  être  définies  complètement  au  moyen  d'un 
nombre  et  qui  comportent  Vidée  de  direction.  Par  exemple  en 
Mécanique,  les  valeurs  numériques  de  la  vitesse  ou  de  l'accélérai  ion 
d'un  point  ne  m'apprennent  presque  rien  sur  l'état  de  mouvement  du 
point  auquel  elles  sont  appliquées.  Leur  description  complète  devra 
comprendre  celle  de  la  droite  suivant  laquelle  elles  sont  dirigées  d 
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leur  sens   sur   cette    droite.    De   lelles  grandeurs  sont    dites   vecto- 
rielles, dénomination  due  égalemenl  à  Hamilton.  On  voit  d'ailleurs 
immédiatement  qu'il  \  a  des  quantités  vectorielles  de  divers  genres.. 
Par  exemple,  la  vitesse  d'un  point  est  complètement   définie  par  la 
connaissance  de  sa  grandeur,   de  sa  directien  et   de  sou  sens.  Ellr 
dépend  donc  de  trois  éléments  scalars  (^ un  pour  la  grandeur  et  deux 
pour  exprimer  la  direction  par  rapport  à  des  axes  lixes  de  coordon- 
nées). C'est  a  des  quantités  de  ce  genre,  dépendant  de  trois  éléments 
scalaires,  que  nous  réserverons  exclusivement  Le   nom  de  vecteurs. 
Considérons  maintenant  une  force.  (Test  aussi   \\\\^  quantité  dirigée, 
mais  elle  ne  peul  se  déplacer  que  le  long  d'une  droite  de  l'espace  qui 
lui  sert  de  support.  Une  droite  de  l'espace  étant   définie  par  quatre 
conditions ,  en  ajoutant  à  ces  conditions  celle  qui  exprime  la  grandeur 
de  la  force,  nous  voyons  que  la  force  est  une  quantité  vectorielle  qui 
dépend    de   cinq   éléments    scalars.    C'est    donc    une    grandeur   d'uni' 
autre  nature  que  le  vecteur,   Nous  verrons  qu'une   force   s'exprime 
par  un  bipoint,  et  qu'on  peut  la  regarder  soit  connue   une   fonction 
de  àeimpoints,  soit  comme  une  fonction  d'un  point  et  d'un  vecteur. 
D'autres  grandeurs  vectorielles  sont  encore  plus  compliquées   el 
s'expriment  soit  par  des  fonctions  de  vecteurs,  soil  par  des  fonctions 
de  points  el  de  vecteurs.  Ainsi,  l'état  élastique   d'un  solide,  soumis  à 
des  forces  extérieures  et  en  équilibre,  s'exprime  en  général  en  chaque 
point  au  moyen  de  neuf  coefficients  scalars  et  au  moyen  de  six  dans 
des  cas  particuliers.  Nous  trouverons  ces  grandeurs  sous  le  nom  de 
fonctions  vectorielles  linéaires. 

Le  nombre  des  coefficients  scalars  augmente  encore  dans  la  consi- 
dération d'autres  grandeurs  qui  interviennent  dans  certains  états 
physiques.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  l'élasticité,  si  le  corps  consi- 
déré n'est  pas  homogène  et  isotrope,  le  nombre  des  coefficients  scalars 
devient  égal  à  trente-six.  D'autres  cas  sont  plus  compliqués  encore. 
Le    Calcul    vectoriel    a     pour     but     d  établir     entre     le-    quantités 

vectorielles  des  règles  de  calcul  aussi  appropriées  que  possible  à  leur 
nature  particulière  el  aussi  simples  que  le  comportent  la  complexité 
du  sujet  et  la  diversité  des   champs   d'application.    On   doit    regarder 
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comme  les  fondateurs  à  titres  égaux  de  cette  science  uouvelle  deux 
mathématiciens  du  siècle  dernier  dont  les  œuvres,  établies  indépen- 
damment l'une  de  l'autre  h  sur  des  principes  <l  ailleurs  entièremenl 
différenl  -  (au  moins  en  apparence,  car  elles  uni  pour  fonds  commun 
la  théorie  générale  des  nombres  complexes),  onl  paru  à  peu  près  à  la 
même  époque.  Les  quatre  Ouvrages  fondamentaux  cités  ci-dessous 
forment  la  base  de  tous  les  travaux  ultérieurs.  Nous  les  citons  par 
ordre  de  date  en  indiquant  entre  parenthèses  la  rubrique  employée 
<lans  noire  texte  pour  les  références  nombreuses  relatives  à  ces  i  rai  lés 
de  fonds. 

rlermaniiGuAssMANJv,  Die  lineale  Ausdehnungslehre,  i844(^i  )j 
Sir  Kowan  Hamiltojv,  Lectures  on  Quaternions,   (853  (L); 
Hermann  Gkassmann,  Die  Ausdehnungslehre,  1862  i.Li: 
Sir  Kowan  Hamiltojn,  Eléments  of  Qualernions,  [866  (E  ). 
Les  deux  Ouvrages  de  Grassmann  ont  été  réédités  par  la  librairie 
Teubner    à    Leipzig,     dans    l'édition   des    Œuvres    complètes   de 
Grassmann,  publiées  parles  soins  de  la  Section  de  mathématiques  el 
de  physique  de  la  Compagnie  «les  Sciences  royale  île  Saxe.  Les  deux 
ouvrages  cités  forment  le  premier  volume  de  cette^édition.  Le  Lomé  I 
de   ce   volume   (1894)   comprend    l' Ausdehnungslehre  de  i844  e* 
l' Analyse  géométrique.    Le   tome    II  (1896)    comprend    l'  lusdeh- 
nungslehre  de  1 862. 

Les   Lectures  de  Hamilton  oui  été    éditées  en  l853  a  Dublin  par  les 

soins  de  l'L  niversité  de  Dublin,  chez  Hodges  and  Smith,  et  n'ont  pas 
été  réimprimées.  Le  livre  est  devenu  rare. 

Les  Éléments  ont  été  édités  en  1 866  chez  Longmans  Greén  and  C" 
a  Londres.  L'original  esl  devenu  assez  rare;  mais  Longmans  en  a  fait 
une  nouvelle  édition  en  deux  volumes  en  1^99  par  les  soins  de 
Sir  Jaspar  Joly,  qui  \  a  ajouté  quelques  noies  très  intéressantes, 
l'une  en  particulier  sur  la  fonction  Nabla. 

Il  n'existe  de  traduction  française  d  aucun  de  ces  Ouvrages. 

Nos  références  se  reportent  aux  numéros  des  articles  afin  qu  on 
puisse  les  retrouver  facilement  suivant  l'édition  que  l'on  pourra 
consulter.    Par    exemple   (A-,,  13K),    (Z?,  150)   reporteront    respec- 
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tivemenl  le  lecteur  aux  articles  138  de  YAusdehnungslehre  de  1862 
et  150  des  Eléments  of  Quaternions. 

Ni  m-  devons  ajouter  que,  autanl  les  deux  livres  d'JHamilton  sont 
d'une  lecture  facile  el  attrayante  (voir  par  exemple  l;i  Préface  des 
Lectures,  où  1  auteur  donne  un  historique  développé  el  impartial  <le 
la  question  el  un  exposé  du  processus  des  idées  qui  l'on!  conduil  à 
l'établissement  de  son  système),  autanl  la  lecture  des  Ouvrages  de 
Grassmann,  surtout  celui  de  (844j  est  pénible  et  difficile  pour  un 
débutant,  à  cause  principalement  de  leur  très  grande  généralité  et 
du  manque  complet  d  exemples  el  d'exercices  permettant  de  concré- 
tiser le>  idées.  Ceux-ci  abondent  au  contraire  dan-  les  Ouvrages 
d'Hamilton  et  se  rapportent  à  tous  les  genre-.  Nous  pouvons  conseiller, 
comme  la  meilleure  introduction  à  la  lecture  de  Grassmann,  un 
excellent  livre  de  F.  Kraft  «  Abriss  des  Geometrischen  Kalkuls  « 
I  Teubner,  Leipzig  1 893  \.  Nous  espérons  toutefois  que  le  lecteur  fami- 
liarisé avec  le-  notions  élémentaires  exposées  dans  les  Chapitres  I  à  IA 
de  notre  Ouvrage  ne  rencontrera  plu-  dans  YAusdehnungslehre  de 
difficulté  sérieuse. 
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CHAPITRE  I. 
NOTIONS   GÉNÉRALES   SIR   LES   NOMBRES   COMPLEXES. 

1  "2.   Définitions  :   On    définit   la    dépendance    numérique   entre   des 
grandeurs  &,  />,  r,   .  .  .   |>ar  une  équation  de  la  forme 

a  =  x  l>  —  y  c  -f- .  .  . , 

où  x,  y,  ...  sont  des  nombres  (ou  scalars). 
Deux  grandeurs  sont  dites  congruentes  lorsqu'on  a 

a  —  xb,         ce  qui  s'écrit  aussi         a~b. 

L'unité    absolue   est  le  nombre   -f-i.   Toute   autre   unité  est   dite 

relative . 
Définition  d'un  système  d'unités. 
Définition  de  la  grandeur  du  premier  degré i 

3.    L'addition   et  la  soustraction  des  nombres  complexes  suivent  les 

règles  ordinaires  du  calcul  algébrique 3 

i.  La  multiplication  et  la  division  d'un  nombre  complexe  par  un 
scalar  s'obtient  en  multipliant  ou  divisant  par  ce  nombre  (  --  o  > 
les  coefficients  des  unités  ou  grandeurs  dont  le  nombre  com- 
plexe est  numériquement  dérivé 5 

.">.  Définition  du  domaine.  —  Le  degré  du  domaine  est  le  nombre 
de  grandeurs  du  premier  degré  indépendantes,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  obtenir  toutes  les  grandeurs  du  domaine î 

6.  Définition  générale  de  la  multiplication  fies  nombres  complexes...  î 

7.  Principe  du  Calcul  des  quater nions  (HAMILTON    

S.   Principe  de  l' '  Ausdehnungslehre  (Grassmann) 

{Bemurque    :    Il   est  essentiel  que   le  lecteur  connaisse  à    tond    les 
articles  et  les  définitions  île  ce  court  Chapitre  auxquelles  nous 
aurons  constamment  à  faire  appel.) 
L.  h 
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il 


12. 


13. 


li. 
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Cil  MMI'I'.I.  II. 

I.    —    l.i.    POINT    l-.ï    LE   BPATH. 

Pages. 

Le  point  élément  géométrique  des  figures.  Figure  du  premier,  du 

deuxième,  du  troisième,  du  quai  rtème  degré •-. . 8 

Définitions  .  a.  Définition  du  vecteur; 

h.  Ce  parallélogramme  V.BC  et  le  parallélogramme  a$\ 

c.  Le  spath  ABCD  et  le  spatb     Jy. 
Définition  de  In  teneur  d'un  vecteur,  d'un   parallélogramme^  d'un 

spath • .•  •  •        \) 

Rapport  <!••  deux  spaths  :  Il  est  égal  nu  rapport  de  leurs  teneurs 

avec  1<-  signe     •    ou  le  signe   —  suivant  qu'ils  ont  même  signe  ou 

non. 

Equations 

ABCD  =  -  BACD  =  -  VjGB-D  =. .. 

7.  3  y  =-.  S  •'  a  —  -  -3  a  ■;  =  .  .  . 1 1 

II.  —  La  pobme  l'i. 
Définitions  :  On  appelle  forme  Fj  une  expression 
Fj  =  <i \       oB-f-  cC  -+-...", 

dans  laquelle  a,  b,  c,  ...  sont  des  scalars  et  A,   B,  C,  . .  .  des 

points. 
Egalité  de  deux  formes  Fj. 
La  somme  des  coefficients 

m  —  a  -+■  b  -+■  .     . 

s'appelle  ta  masse  de  la  forme. 
I  m-  forme  I"]  représente  un  point  multiple  ou  un  vecteur 12 

\.   La  forme  Fj  de  musse  non  nulle.   Calcul  barycentrique. 

Théorème  :  I  ne  forme  ak  -- bli,  où  a  ■+-  l>  .-  o,   peut  se  mettre 

sous  la  forme  (a       6)C,  C  étant  un  point  de  la  droite  \\i  déter- 

.     .       G  A            l> 
mine  par  la  relation  -,—  = 12 

•  .li  a 

Extension  du   théorème  précédent  à  une  F,  quelconque  de  masse 
non  nulle 

F,  -  <t  \   -  Al;      ...    -  l\.. 
on  a 

Fj  —  ni  (j  avec  m   -      K     -h         _.__,_/; 

<;  rsi  nu  point  parfaitement  défini  appelé  barycentre  de  la  I-',..        i3 
Équation  de  la  droite  Al;  : 

9    \     -  rl5  y  CA 

a  1 ^ —         avei         il  as_ 

arn    >  a  Cl; 


Irt. 
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Condition  de  col  linéarité  de  trois  points  A,  I!,  C  : 
xrA.  -+- y  B  -+-  z  C  =  o         avec         .r -t- ^ -t- .: 
Equation  du  plan  ARC  : 

(6)  O-J-jr  —  cjD  =  .r  \ -+-  rB-H  ^C. 

(  Condition  de  coplanarité  de  quatre  points  ABCD  : 
a  A  —  A  B  —  c  C  -h  rfD  =  o         avec         a  -h  b  -r- 
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Pages. 


</=<>. 


Représentation  barycentrique   d'un  point  quelconque  F  de  l'es- 
pace : 

3?  A  -+-  rli  -4-  ;C+  «D 


(C) 

On  peut  poser 

i 

(cl) 

et  alors 


tf-t-jrH- 


a?  -f-j'-t-.s  -h  u 


F  =a-A-f-^B-+-«C  -t-«D. 
x,y,  z,  u  sont  les  coordonnées  barycentriques  du  point  P..  .  . 

i6.   Applications         Rarvcentre    des     sommets,    du     périmètre    d'un 
triangle,  etc . 


'  i 


18. 


B.   La  forme  Fi  de  niasse  nulle.  Le  vecteur. 

La  forme  i  différence  de  deux  points  i 

F,  =  B-A 

représente  le  vecteur  %  équipollent  au  segment  dirigé  AH.  Géné- 
ralement une  forme  Fi  de  masse  nulle  représente  un  vecteur..  . 

Multiplication  d'un  vecteur  par  un  scalar  :  Le  produit  ma, 
où  m  est  un  scalar  et  a  un  vecteur,  est  un  vecteur  parallèle  à  a. 
qui  a  même  sens  ou  sens  opposé  suivant  que  /«>o  ou  <  o  et 
dont  le  module  est  m  fois  celui  de  a.  La  longueur  du  vecteur 
s'appelle  sa  teneur.  On  écrit 

module  de  a  =  T  a, 

a,,   représente   un   vecteur    unité   ayant    même  direction   et    sens 
que  a. 
On  a 


—  Ta.x0  =  7.,,.  Ta 


l'a 


l'.l 


19. 


Addition  des  vecteurs  :  Règle  du  parallélogramme. 20 

L'équation 

Ty.  -r  y  3  =  .?■  y.  —  y'$, 
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Art.  Pages, 

où  y.  et  3  ne  sont  pas  parallèles  équivaut  aux  équations 

x  —  t',       y  =  f- 

L'équation 

x  y.  —  y  3  -+-_  i  -;  =  x'  x-*-y$-t~x'  "jf 
équivaut  à 

x  =  x  .  r  =>'',         -  =  *'■ 

Equation  vectorielle  de  la  droite  AT! 

(a*  —  j'   p  —  xa  -h  ri. 

Equation  vectorielle  du  plan  ABC  : 

(  .r  -r-  y  —  s  )p  =  .a-  -/.  --  y  3  —  -  y 21 

21.    Décomposition  d'un  vecteur  suivant  trois  directions  non  copla- 
naires. 
Tri  pie  t  i.  /,  /.  de  Hamilton 2  '> 

C.  La  forme  F '■>.  Le  bi point. 

'2-2.    Définition  de  la  for/ne  F3  : 

Fs  =  a1A,B,-+-aîA!Bs-+-.  .  .=  la  Ali. 

Égalité  de  deux  F,. 

Définition  du  bipoint  AB  :  Il  est  représenté  par  le  vecteur  glis- 
sant allant  du  point  A  au  point  H >\ 

23.  Réduction   d'une   F...  —   I.    La  somme  d'un  nombre  quelconque  de 

bipoints  roplanaires  est  un  bipoint  situé  dans  leur  plan. 
H.   Fne  somme  de  bipoints  concourants  en  un  bipoint  passant  par 

leur  point  de  concours. 
III.   Une  somme  de  bipoints  quelconques  se  ramène  à  une  somme 

de  deux  bipoints  généralement  non  coplanaires 2f> 

I».  Les  formes  F:;  et  Y„.  Le  tripoint. 

24.  Définition  de  \a  forme  Fj  : 

F3=  S  a  ABC. 
Egalité  de  deux  Fj. 

Définition  du  tripoint  \B<.  :  Il  eSt  représenté  par  le  parallélo- 
gramme \P><;  et  peut  glis-er  dans  son  plan,  sans  changer  de 
teneur  et  d'orientation. 

La  somme  de  deux  ti  ipoints  est  un  t  ri  point >s 

25.  Définition  de  la  forme  F,  : 

F;       Sa  VBCD. 
C  est  une  somme  de  spaths .., 

Exercices  et  .Votes  sur  le  Chapitre  If >  1 

Note  sur  les  points  multiples 1 1 

Exercices  divers >> 
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PRODUIT    DES    FORMES    ENTRE    ELLES. 

Vri.  Pages. 

ï>.  Définitions  :  On  entend  par  point  à  l'infini  les  directions  d'une 
ilruite;  par  droite  à  l'infini  rensemble  des  directions  d'un  plan; 
par  plan  à  l'infini  L'ensemble  des  directions  de  l'espace.  L'espace 
géométrique  est  un  domaine  du  quatrième  degré  relativement  au 
point.  Le  domaine  des  vecteurs  de  l'espace  est  du  troisième 
degré 4  » 

A.   Complément.  Multiplication  alternée.  Produit  extérieur. 

27.  On  considère  la  multiplication  particulière  soumise  aux  règles 
suivantes  : 

i"  Un  produit  monôme  d'unités  change  de  signe  lorsqu'on  per- 
mute deux  facteurs  consécutifs; 

a°  Un  produit  monôme  d'unités  s'annule  lorsque  deux,  facteurs 
consécutifs  sont  égaux. 

On   appelle  cotte   multiplication,   multiplication  alternée,  et  son 

résultat  produit  extérieur. 

Formule  importante  : 

a  i  b  -s-  x  a  )  =  ab j  5 

18.  Complément  d'une  grandeur  :  Soit  E  une  grandeur  de  degré 
/        n  d'un  domaine  de  degré  ».  On  pose  (condition  essentielle) 

(.i)  \exe,  .  .  .  en]  =  +  i, 

et  l'on  forme  le  produit  extérieur  des  unités  qui  n'entrent  pas 
dans  E,  soit  E'.  On  dit  que  E'  ou  —  E'  est  le  complément  de  E 
suivant  que 

1 2)  fEE']  =i.        d'où        |  E  =  [EE']E\ 

Le  complément  d'un  scalar  est  ce  scalar  lui-même. 
Le   complément   d'une    grandeur    A.  =  «iEi ■+■  ocjEj-4-. . .    est,  par 
définition, 

(3)  I  A  =  y.,|  E,  +  a,  |  Iv,  — .... 

<  >n  a  les  formules 

(4)  [L,l  !•:,.]  =  .,  ' 

(5)  !  |  A  =(—i)v A       . 
q  étant  le  degré  de  A  et  r  celui  de  |  V.)  ou 

(7)  Il  A.  =  (-  D'/A, 
si  le  degré  du  domaine  est  paii •; 

(8)  |  I  -V  =  A , 

si  le  degré  du  domaine  est  impair i° 


Vrt. 
29. 
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P 

Produit  régressif  :  Il  est  défini  par  l'équation 
•      |[EF]  =  [|E|F], 

lorsque   la   somme   <Il*  degrés  de    E  et  F  eâl    .     /;.  //  n'est  pas 

associatif. 
I  h    produit   pianimétrique  est    le   résultat   de   la    multiplication 

tant  progressive  que  régressive  dans  le  domaine  du  plan. 
I  ii    produit  stéréo  métrique  est  ce   résultat   dans  le   domaine   de 

l'espace.  Un  produit  extérieur,  quand  on  ne  distingue  pas  entre 

produit  progressif  el  produit  régressif  s'appelle  produit  relatif. 

I!.  Produit  intérieur. 


4  H 


30.  Définition  :  Le  produit  intérieur  de  -deux  unités  est  le  produit 
relatif  de  la  première  et  du  complément  de  l'autre.  Cette  défi- 
nition  est  étendue  à  deux  grandeurs  quelconques  A  et  B  de 
sorte  que  le  produit  intérieur  de  A  et  de  H  est  le  produit  [  \  |  BJ. 

Le  produit  intérieur  «le  deux  unités  ruades  est  égal  à  -+-  1. 

On  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  dans  un  produit. intérieur 
lorsque  ces  facteurs  sont  du  même  degré. 

Le  produit  intérieur  de  deux  unités  différentes  est  nul j< 


C.  />a  multiplication  dans  l'espace  considéré 
comme  domaine  du  quatrième  degré. 

31.  Produit  extérieur  de  points  :  On  peut  poser  : 
(p)  [AB]     =     AB     =  le  bipoint      \B: 
(q)                    [ABGJ    =    \B<".    =  le  t.ipoint    V.BC; 
(/•)                    [ABCDJ  =  ABCD  =  le    spath    ABCD. 

L'équation 

[ABCDJ  =  o 

exprime  que  les  quatre  points  A,  B.  C,  D  sont  coplanaircs 

32.  Règle   mnémonique    pour  obtenir  le   complément  d'un  produit   de 

point- 

33.  be  complément  du   produit  de  deux   unités  d'ordre  quelconque  esl 

égal  au  produit  de*  compléments  de  ces  unités 

34.  Deux  lemmes  importants  : 

I.  Le  produit  extérieur  d'un  peint  simple  à  distance  finie  et  d'un 
vecteur  e-t  un  bipoint  équipollent  au  vecteur»  donné  et  passant 
par  lé  point  considéi  é. 

II.  Le  produit  extérieur  d'un  point  simple  et  d'un  bivecteur  (ou 
produit  de  deux  \ eeteurs) est  un  tripoint  dont  le  plan  passe  par 
le  point  donné  et  qui  a  même  teneur  et  même  -igné  que  le  l>i- 
vecteur 
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Ail. 

35.   Le  produit  régressif  de  deux  grandeurs  est  congruenl  à  leur  élé 

ment  commun >8 

3  !.    Le  produil  relatif  de  deu\  grandeurs  unies  est  nul f><> 

b7.   Quelques  énoncés  s | > . '•  •  •  i ; 1 1 1 x   des  théorèmes   généraux    précédents 

pour  le  cas  des  facteurs  parallèles <>■ 

l>.   I.n  multiplication  alternée  dans  l'espace  comme  système 
du  troisième  degré. 

38.    I  nid'-  ei,  e->,  e3  formant  un  triplet  à  droite.  Un  vecteur  s'exprime 
-"us  la  forme 

y.  =  ./■'•,  —  ye-,  -+-  ze3, 
r\   l'on  ;i 


■  i  i  n        un  m!  y.  =  T  y.  -  --  --  v  ./■-   -y'1—  3*. 

On  a  les  relations  suivantes  entre  les  unités 

C\  e>e:i  =  -i-  i,         é\  =  e\  =  <?:"  — -+-I,  ^i<?2  =  —  ''j'i, 

f2e:i  =  —  CjCj,  <3  :!<?!  =  —  ^1*3 62 

',VK    Le  produit  extérieur  de  deux  vecteurs  x  et  3  a  pour  complément 
un  vecteur  y  perpendiculaire  à  a  et  B,  dont  le  module  est 

T-;  =  TaTSsin8, 

et  dont  le  sens  est  tel  <pie  la  rotation  de  a  vers  3  soit  positive  par 
rapport  à  ce  vecteur.  [  lui  d'autres  termes,  le  triplet  (non  rectan- 
gulaire) y'yi  est  à  droite.] 
Le  produit  intérieur  des  vecteurs  z,  3  est  un  nombre 

\y.  '  p]  =  TaTScosO. 

Définition  du  bivecteur  =  [xB]  produit  extérieur  de  deux  vec- 
teurs. 
I  m  vecteur  n  pour  complément  un  bivecteur  et  réciproquement. 
Relations  entre  les  unités  et,  e2,  e:t 65 

E.  Multiplication  alternée  des  formes. 
iD.    Produit  progressif  et  régressi f  (],->  formes 67 

(.11  VPITRE  IV. 

EXERCICES   ET   APPLICATIONS.    APPLICATIONS   UÉCANIQI  ES    DES    F9. 

il .    Exercices  de  calcul  : 

III.   Règle  du  double  produit  ou  du  facteur  moyen  : 

[AB.AC|  =  [ABC]. A        (règle  du  double  produil 
[  V.C.BC  |  =  [ABC}.G  (id.  >■; 

[AB.BC }  —  [ABC  |.B        1  règle  du  facteur  moyen  1, 


XXVIII  TABLE   ANALYTIQUE    DES   HATIÈBES. 

Art.  l'.i^es. 

A,  I!.  C  étant  des  nombres,  «les  point-,  des  droites  ou  des  plans. 

et  le  produit  [ABC]  étant  de  de^ré  nul 6g 

\II.   Luc  somme  S  de  bipoints  est  réductible  ù  un  bipoint  unique 

lorsque  l'on  a  [SS]  =  o 7 "> 

XIII.  Une  somme  de  bi vecteurs  est  un  bi vecteur 7  > 

XI\  .  Formule  <lu  double  produit  vectoriel 

[*3|Yl  =  .3|>    ï]-«IPIï] 73 

1-2.    Coordonnées  barycentriques  :  Équations  entre  cinq  tétraèdres...       -\ 

k'\.   Coordonnées  pluckêriennes  de  la  droite 76 

H.    Commutativitè  d'un  produit  : 

III.   I»;in>   un  produit  de  deux  à  quatre  points  ou  plans  on   peut 

ranger  les  facteurs  dans  un  ordre  quelconque 77 

l\.  In  produit  reste  congruent  à  lui-même  quand  on  échange 
entre  eux  deux  fadeurs  consécutifs  unis    c'est-à-dire  incidents;.       7s 

43.   Perspectivité  el  projectivité  dans  le  plan.  Théorème  de  Pascal..       78 

i6.    Courbe  de  deuxième  classe.  Théorème  de  lii  ianclion.  Configu- 
ration de    Mac  taurin 82 

47.    Produits  stéYéométriques  dans  l'espace.  Surface  réglée  du  second 

o  rd  re 85 

18.    applications  à  la  cinématique  et  à  la  statique  du  solide. 

Un  bipoint  représente  une  rotation  instantanée  et  un  couple  de 
bipoints  représente  une  translation.  En  statique,  un  bipoint 
représente  une  force  el  un  bivecleurou  couple  de  bipoints  repré- 
sente un  couple.  On  déduit  de  là  une  dualité  entre  les  théo- 
rèmes de  statique  et  ceu\  de  la  ci  né- ma  tique 88 

49.  Réduction  d'un  système  de  forces.  Théorème  de  Chasles.  Sys- 

tèmes de  deux   vecteurs  conjugués.  Réduction  à  la  forme  d'une 
vis  : 

S  =  [A*]-Z-|7, 

où    7  est   la    résultante  de   translotion  et   k  le  paramètre.   Axe 
central. 
Interprétation  statique  et  cinématique  de  ces  résultats 91 

50.  Moment    résultant  :  Le  moment  d'une   force  [AB]  par  rapport  au 

point    0  '•-! 

[x=  |  [A  -  0)(B       Ai]  =  |[«y]. 

\\>'  central  d'un  système  de  forces. 
Pour  qu'un  système  de  forces  se  réduise  à  une  résultante  unique, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  moment  résultant  soit  perpendiculaire  à 
la  résultante  de  translation g5 

51.  Exercù  es  et  Votes  sut  les  Chapitres  III  et  I) 97 

5.   Théorènv  «A-  Vewton  sur  le  quadrilatère  circonscrit yo 
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7.   Relation  entre  six  points  co|ilunaires  (Formule  de  Cayley) 

i  ABC)(DEF)  — i  DBG)(AEF) 

(CDA)'i  BEF  i  — (DAB)i  CEF)  =o 9g 

l(l.    Équation  d'un  cône  du  second  ordre 
XapySsX  =  o 

ayant  son  sommet  au  point  -j.z 100 

12  et  suivants.  Système  de  Mobius 100 

51    bis.  Sur  les  produits  plani  nié  triques io5 

CHVPITRE  V. 

PRODUIT    DE    DE!  X    VECTEUR?,    ol  ATERMON. 

.*>2.    On  considère  deux  vecteurs 

t,  y,  /.  étant  un  triplet  rectangulaire  à  droite  avec  les  relations 

[A]  /*  =  /2=/,2=  (/*  =  -,; 

1    V  =  —  /«'  =  *i 

[B]  .  jk=-.-kj=i. 
!   ki  =  -îk  =y. 

/'a/-  multiplication  complète  (b)  on  obtient  pour  le  produit  z3 
la  valeur 

fP]       5t.p*  =  — (arar'-t-jy'-t-.ss'j 

—  i(y*'  —  -y')-t-y(sa7'—  **')-+■  k(xy—yacr). 

Ce  produit  à  quatre  termes  s'appelle  un  guaternion.  Soit  <?  ce 
quaternion,  on  pose 

S<y  =  —  (  ##'  -4-  y  y'  -+-  ss')         lire  scalar  q; 
i      j      k 


\q 


lire  vecteur  q 


x     y      z 
x     y'     z'  j 
de  sorte  que  l'on  a 

[Q]  q  =  Sq-t-\q i"7 

.*>:<.    Scalar  du  produit  :  <  >n  a 

S  cj  =  —  ab  cosO         (bien  remarquer  le  signe  — ), 

où  a  =  Ta,  6  =  T(J,  8  =  angle  compris  entre  o  et  r  que  font  les 
directions  des  vecteurs  y.  et  S. 
L'équation 

''m  S  aji  =  0 
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exprime  que  les.  vecteurs  a  el  3  sont  rectangulaires 109 

."i.    Vecteur  du  produit  :  <  >n  a 

(4)  Vy  =  a6sin0.s,         TVgr  =  aèsinô, 

£  liant  un  vecteur  unité  défini  comme  le  complément  du  produit 
extérieur  [a3],  de  sorte  que  (36) 

I.  équation 

Y  7  =  o 

exprime  que  a  et  3  sonl  parallèles. 

Notations  : 

C>  1.  -'    =    7.  -j  . 

V  «3  =  a  x  3 il" 


II.  Règles  de  calcul. 
aS.    Le  réciproque  d'un  vecteur  a  est  un  vecteur  3  tel  que  l'on  ait 

a. 8=  t. 


On  a 

T3 


(i)        a0  =  -  3„,  Ta=  — -  ou  3 


Notation  a-1  pour  le  réciproque. 
Quotient  de  deux  vecteurs  : 


I  ■>  i  -  =  3-y.-1  (  et  non  -   -  y.    '  B 

Formule  fondamentale  : 


(4)  6 


.  P  _ 


56.   Quaternion  considéré  comme  produit.   Verseur.  En  posant 

'- 
II)  a  =  —,  d  o u  '  =  72. 

On  a 

(3)  7  =  T  y  .  L  (/  =  module  q,  verseur  q. 
avec 

(»)  T,».|j 

(4)  U<7  =  cosô -f- s  sin8. 

Le  verseur  cosO       î  sin8  fait  tourner  un  vecteur  %  perpendiculaire 
à  î  de  l'angle  ±  '1  dans  le  sens  positif  autour  de  ; 1 1  2 

."17.    Notation   exponentielle.   Rotation  conique  :   Formule  de  Moivre 
généralisée 

(1)  (  eus  m  8  —  £  sin  mO)  =  (cos'/     -esinô)"*. 
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On  peut  alors  poser 

(  cosO  +  s  si  n  0  =  î'J, 
(   cosO  —  e  sinO  =  i  '>. 

0  étant  compté  en  angles  droits,  ou  encore 

£"'  =  cos/»  -  -f-  £  sin  m  -, 
2  -2 

m  étant  un  nombre  réel  quelconque. 
L'opérateur 

(61  Z»'(      )s-'« 

fait  tourner  un  vecteur  p  quelconque  fie    >. />/   angles  droits  dans 

le  sens  direct  autour  de  z .' i  i  i 

.'is.    i '  lualernion  conjugué  :  Soit 

•  f 

t/   =  Sq  +  Y  7. 

Le  quaternion  conjugué  est  défini  par 
i  k<7  =  S  7  —  X  q. 

Formule  fondamentale  : 
(  2  )  q  .K  q  =  K  q  .  q  —  T-  q . 

On  a 

KUq  =  UKq, 
(4)  K(x3.)=3.z. 

K.Kq  =  q         ou  K-  =  i, 

(6)  .  S*£  —  V*y  =  T»g 
ou 

(7)  (S+V)(S  — V)=.S«— V»=T«, 
(S.  S2ap  — V!ap  =  a*,8s: 

(9)  KS  =  S,         KN"=  — V ii; 

59.    Quaternions  réciproques  :  Définition  q~[q  =  qq~l  =  i  : 
(i)  Tç-i  =  (Ty)-i,         Uq-i  =  <Uq  i    '. 

Si 

q  =  T</(  cosO  -4-  £  sin  8  |, 
un  a 

ûr-1  =  ——  fcosO  —  £  sinO  ). 

(a)  Kq-i  =  =f-, 

1-7 

(3)  (K7)  -»=Kgr-«. 

(4) 


S  y  =  -(q  ■+-  Kq), 


Vq  =  -,{q  —  Kq  ). 118 
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60.  Représentation  géométrique  sur  la  sphère  de  la  multiplication  qua- 

ternionienne  par  l'addition  d'arcs  de  grand  cercle ni| 

61.  Note  sur  l'équation  [AJ 121 

Note.  Nous  n'avons  fait  aucun  usage  dans  notre  exposé  de  la  notion 
de  biradiale  (c'est-à-dire  du  rapport  de  deux  vecteurs)  ni  de  celle  de 
verseur  quadrant  (opérateur  d'Hamilton  qui  fait  tourner  un  vecteur 
d'un  angle  droit).  Nous  assimilons  ainsi  pour  le  calcul  \<:  verseur  qua- 
drant et  le  vecteur  correspondant,  chose  permise  dans  le  domaine  où 
nous  nous  sommes  limités.  Voir  à  ce  sujet  :  Enseignement  mathé- 
matique, janvier,  mars,  mai,  septembre,  novembre  190g  et  janvier, 
mars  ign,  et  Schouten,  Grundlagen  der  I  éktor  and  Ajffinoranalysis, 
Leipzig,  igi4i  p-  4^  et  suiv. 

CHAPITRE  VI. 

PRODUITS   PE    PLUS    DE    DEUX    VECTEURS.    FORMULES    (.KXEHAI.ES. 

&i.    La  multiplication  des  quaternions  est  associati>e  et  distributive. . .      12» 
6'A.    Deux  formules  fondamentales  : 

S ajâv  =  S  pya  =  S  y*  3  =  —  S  (3a-/  =  —  S  aY3  =  —  S  ,T3a, 

Y  z3-<  =  Vypa. 
On  a 

(0 

L'équation 

Sa3-/  =  o 

exprime  que  les  trois  vecteurs  oc,  3,  v  sont  coplanaires 126 

64.    Formule  du  double  produit  vectoriel  : 

(1)  YaY3v  =  -,'Sap  —  ,3 S  a-/ «27 


X 

y 

Sa3y=  — 

x' 

y 

x" 

y 

65. 


(.0 

-  0 

(7) 


A.   Formules  générales  : 

Y  *3v  =  a  S  3 y  —  3  S  Tj.  -+-  y  S  a3,  ' , 
S  V  7.3  V  yo  =  S  sc8 .  S  3y  -  S  aV  S  38 , 

V.  Va 3  V  3Y  =  —  SSapY 12* 


66.    Systèmes  réciproques  :  Le  système  réciproque  des  vecteurs  y.,  3,  Y 
supposés  no/i  coplanaires  est  défini  par  les  équations 


(1) 


Y  3v 


P'=- 


V 


V  *B 


(a) 


SaBy  '  SaSY 

Réciproquement,  a,  3,  v  sont  les  réciproques  de  a',  3',    -' 
V3'y'  «  Vy'«'  Va' 3' 


Sa'SV 


Sa'S'V 


Sa'B'Y' 


\rl. 
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On  a  les  relations 

(3)  S  <iv  S -/.' £  Y  =  i , 

(    S  xx'=  Sp?'=  Sv-;'=-  I, 

(4)  !  S«3'=Spa'=  Sciy'  =  ...  =  «». 
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Le  système  t,  /,  /.  est  son  propre  réciproque. 

Formules  de  décomposition  d'un  vecteur 
suivant  trois  directions. 

I  5  I  p  =  —  (a  Sa'p  ■+-  p  Sp'p  -f-  y  Sy'p  ». 

('  6  )  p  =  —  (  -/.'  Sap-nP'Spp-f-  y'  S  y  p  ), 

(7)  pSa§v=    *S(Jyp   +    PsYaP    -f"   YSaPp< 

(S  i  p  S  sepy  =  V  Py  s  *JR  -+"  Vya  S  P?  +V<iS  y?. 
i  g  )  p  =  —  C  i  S  i  p  -hj  S  y  p  -(-/,■  S  A'  p  )...... . 


121» 


(j7.  I».   Exercices  de  calcul. 

I\.  a,    >,    v  et    y.',    p',   y'   étant   deux  systèmes  de   vecteurs  quel- 
conques, on  a 

Sv.v.'  Spa      Syx*  I 


SaPySa'p'y': 


Sap'     S  £P'     Sypj 
Say'     Spy'     Syy' 


V.  Composantes  d'un  vecteur  p  suivant  la  direction  y.  et  suivant  un 
plan  perpendiculaire  à  y.  : 


XII.   Soit 


OP  =  y.  ïy.-iç,  =i  a-i  Sap, 
OQ  =  a  Va-'  p  =  y.-i  Vxp. 

©0  =  a  S  Xp  -H  P  S  ;jls  -+-  y  S  v  p , 

S  oX  15  U,  CSV 


S  /.;j.v 

Si  XlAOV   +-  pLVtpX  -+■  vXcpfJt  i 

SX-jiv 


Sap.ySXu-v, 

=  Si  a/.        2u  -h  yv  i i  '»< 


CHAPITRE  VII. 

DIFFÉRKNTIATION    DUS   VECTEURS. 

lis.    absence  générale  de  dérivée '36 

69.    bcs  signes  S,  V,  K  sont  interchangeables  avec  le  signe  d i  !; 
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70.   Différentielles  usuelles  : 

(I)  eJp*=aSp<*p; 

(II)  rfp-»  =  --  p-  '  rfpp-»; 

<  III  i  d(q  -4- q' ■+-...)  =  dq  +  dq'rh.  .  .. 

dqq'=  dqq'      q  dq  .    - 
dnifj  —  m  dq, 

m  étant  un  scalar  constant: 
|\   .  (//•  =  —  S;„  rfp, 

—  =  S  —  =  S  q-j  dû  : 


\  dp0=-(dp  —  p9dr}, 


rfpç  =  y  dp 

po  ? 

rfp0  =  —  poV  c/p  p-J  : 
iVI)  dx*  =  %x++  dx, 

y.  étant  un  vecteur  unité  constant l3? 

71 .    Exercices  <-t  Notes  sur  les  Chapitres  Y,  VI  et  VII '. t  io 

~-l.    Note    sur   la    définition     hamiltonienne    des    diiïérentieiles    simul- 
tanées  i  -i  » 

Exercices  sur  les  différentielles i5o 

Cil  Vl'ITRE  VIII. 

APPLICATIONS    A    LA    GÉOMÉTRIE    ET    A    LA    MÉCANIQUE. 

A.  Applications  géométriques. 

7!.    La  ligne   droite    et    le  plan  :    L'équation  vectorielle  de  la  droite 
passant  par  les  deux  points  A(st)  et  Y>(  [1  )  est 

(i)  p  =  xx  -+-  (i  —  a?)P, 

ou  [droite  passant  par  A  (a)  et  parallèle  à  )  ] 
(■i  i  p  =  a  -t-  z$, 

ou 

s 

(3)  \     p  — x)£  =  o. 

I   ■  plan  perpendiculaire  à  a  et  passant  par  lïfii  a  pour  équation 

Sa!  : 

Distance  du  point-;  à  ce  plan  : 
,7>  8=-a-iS«(T-3). 
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I  >isl  ance  de  l'origine  à  la  droite  (a)  : 
p  -        ^   «VaS. 

Plus  courte  distance  des  deux  limites  : 

P    =    P    -+"      ''  *!  ?    =     /'  -1"  ^  X'l 

dirigée  de  la  première  vers  la  seconde 

o  =  aV«*  a>ec         ;  =       T,VgJt.   ,    ". 

7  ' .    Coordonnées  radiales  et  axiales  de  la  droite .      iGo 

?.'>.    I.(i  sphère  :  Son  équation 

il)  (p  —   :■.  i-  =  —  K-'. 

Cône  circonscrit.  Plan  polaire  d'un  point.  Pôle  d'un  plan.  Trans- 
formée de  la  sphère  par  rayons  vecteurs  réciproques 1 6 1 

I!.  Applications  cinématiques. 

76.  Déplacements  finis  d'un  solide  : 

I  n   retournement  de  180  autour  de  l'axe  est  donné  par  l'opérateur 

xi      la-'         ou  x-ll      )a         ou         — x0(     )a0. 

Deux  retournements  successifs  autour  de  deux  axes  concourants 
équivalent  à  une  rotation  d'un  angle  double  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire aux  deux  premiers. 

Deux  retournements  successifs  autour  de  deux  axes  non  concou- 
rants équivalent  à  un  déplacement  hélicoïdal  . i<>4 

77.  Théorème  d' Ho  mil  ton  sur  la  composition  de  trois  rotations  linies 

autour  d'axes  concourants,  lùjuation 

yspj  a*  =  —  i,       . 

où  y.,  [3,  Y  sont  trois  vecteurs  unités  disposés  en  ordre  inverse  de 
l'ordre  i,  J,  k,  et  x,  r,  -  les  angles  dièdres  exprimés  en  angles 
droits 167 

78.  Théorème  d'Halphen  sur  la   composition   de   deux   déplacements 

hélicoïdaux  finis 1  6g 

79.  Rotation  finie  autour  d'un  point  (ixe. 
Paramètres  d'Euler  :  Formules  de  transformation. 

Expression  des  paramètres  en  fonction  des  angles  d'Euler 170 

80.  Mouvement  instantané  d'un  solide  : 
Formule  de  Poisson.  Axe  instantané. 

Formule  fondamentale  pour  la  vitesse  d'un  point  d'un  solide  : 

(S)  E  =  si  +  Vûp, 
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il  étant  l'axe  instantané  de  rotation 


£>  =  pi   h  qj  -+-  /•/.          et         tri  =  -+•  y//?2  —  <72 -+-  r-, 
en  étant  la  vitesse  instantanée  de  rotation 17  > 

Si  .    Mouvement  absolu  et  mouvement  rotatif  : 
Soient  : 

p4  la  vitesse  absolue  ; 

p,.  la  vitesse  d'entraînement: 

pr  la  vitesse  relative. 

On  a 

pa  =  pe  ~î~  p/-« 
Théorème  de  Coriolis  : 

Pu  =:  ?>'~r~  P* *~ *~  ?''• 

Expression  de  l'accélération  complémentaire  : 

pc=  aVûp, 1-5 

82.   Mouvement  central  d'un  point  matériel. 
La  courbe  est  plane.  Théorème  des  aires. 
La  trajectoire  est  une  conique. 
Loi  de  Xhodographe  circulaire  de  llamilton  et  sa  réciproque  ...      177 

C. •  Courbes   gauches. 
$'.l.    L'équation  vectorielle 

représente  une  courbe  de  l'espace. 

ds 
Angle  de  contingence.  Rayon  de  courbure  R  =  —  • 

En  prenant  l'arc  5  comme   variable  indépendante  l'équation   de  la 
tangente  au  point  p  est 

cr  =  p  -+-  z  pj         et         p£*  —  —  1 . 

Le  plan  oscillateur  est  normal  au  vecteur  Vp'p"  =  p  p*,  car 

Sp'p"  =  o. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  a  pour  vecteur  y  =  p =  et  l'on  a 

P 

Hayon  de  courbure  =  =— ï  • 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  a  pour  vecteur  y.  =  o  -f-  p; — ;  ,',  ,„ • 

'  r  S  p  : 

N4.  Trièdre  normal  (ou  de  Frenet)  :  'l'est  le  trièdre  trirectangle 
formé  en  un  point  d'une  courbe  gauche  par  les  trois  vecteurs 
unités  suivants  : 


180 
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i"  Le  vecteur  p'  sui\nni  la  tangente; 

•>."  Le  vecteur  •/  dirigé  vers  le  centre  de  courbure  (normale  prin- 
cipale); 

>'  Le  vecteur  \i  perpendiculaire  aux  deux  autres  <  I  ;■  m  s  le  sens  tel 
que 

u.  =  p'y         (  binormalc  l. 

Torsion  d'une  courbe  :  'l'est  l'angle  x  positif  ou  négatif  dont 
tourne  le  plan  osculateur  par  rapport  à  un  observateur  couché 
sur  la  tangente,  la  léte  dans  la  direction  du  vecteur  p' i  8  '> 

85.    Formules  de  F  rend  : 

,    dp'  --  Ov, 
I  !'  |  )  rfv  =  -  8p'-     -:x. 

<  lourbure  totale 

lu  =  -+-  /U^-H-t*. 
Droite  recli fiante 

(  /est  l'axe  de  rotation  instantanée  du  trièdre  normal 184 

0.   Surfaces  courbes. 

80.    I  ne  équation  de  la  forme 

ii'  |'(g).=  coup!. 

ou 

(2)  p  =  o(«,  e), 

où  F  est  une  fonction  scalar,  et  <p  une  fonction  vectorielle . 
tandis  que  u  et  v  sont  deux  paramètres  arbitraires,  représente 
une  surface 1  87 

M.  Directions  conjuguées  de  Dupin  :  Soit  A  une  droite  tangente  à 
une  -surface  au  point  I*.  On  appelle  conjuguée  de  A,  l'intersec- 
tion A'  du  plan  tangent  au  point  P,  avec  le  plan  tangent  au 
point  P',  infiniment  voisin  de  P  sur  A,  c'est-à-dire  la  caractéris- 
tique du  plan  langent  quand  le  point  de  contact  se  déplace  sur  A. 
Réciproquement.  A  est  conjuguée  de  A'. 
La  condition  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées  est 

Y  dpx  Y  n  dn\  —  o 

ou 

S  dz<i  dn\  =  o, 

dnt  étant  la  variation  de  la  normale  à  la  surface  dans  la  direc- 
tion A.  et  dp*  variation  de  p  suivant  l'autre  direction  A' 87 

88.    Trièdre  caractéristique  :    Soil    une   courbe   P   tracée  sur  une  sur- 
face.   La   trièdre   caractéristique  au    point    P  de  la  courbe   est 
F..  c 
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formé  par  trois  vecteurs  unités  :  l'un,  p',  suivant  la  tangente  à  la 
courbe;  le  deuxième,  /,  dans  le  plan  tangent  perpendiculairement 
à  la  tangente;  le  troisième,  n ,  normal  à  la  surface  et  dirigé  vers 
le  centre  de  Courbure  de  la  section  normale.  On  a  les  formules 

!dp'  ~  gj  -f-  ne  si  no, 
clj  —  —  ir p'  —  a  i  cos  -i. 
il n  =  ii  —  o'  sin<p  +-  j  cos  b  i. 

Dans  ces  formules  on  a  : 

a.  angle  de  contingence  géodésique  de  la  courbe; 

s,  angle  de  deux  normales  à  la  surface  infiniment  voisines; 

9,  angle  de  p'  et  de  sa  direction  conjuguée. 

On  a  aussi 

i  ^  =  0sinH, 

\\  i  sinç  =  0  cosH, 

(    —  Z  COSÇ  =  ~  -+-  rfH, 

0  et  t  sont  respectivement  les  angles  de  contingence  et  de  tor- 
sion ; 
H  est  l'angle  du  plan  oscillateur  de  la  courbe  et  du  plan  langent 
à  la  surface. 
Théorème  de  Meunier.  Théorème  d'Ossiàn  Bonnet 1 88 

SO.    Applications  des  formules  (L)  aux  lignes  de  cou/bure  dont  l'équa- 
tion différentielle  est 

S  n  iln  dz  =  o  avec  <p  =  - IQl 

DO.   Lignesasyjnptotiqu.es:  * 

z,  =  o.  II  =  -. 

a 

Équation  différentielle  : 

S  dn  dp  ==  o 1 g  i 

01  .    Lignes  géodésiques  : 

II  -o. 

Equation  différentielle  : 

S  n  rfp  e?*p  =  o 194 

02-95.    Exercices  et  Notes  sur  le  Cb  api  ire  VIII 19") 

Note  sur  les  formules  contrag  radian  tes. 208 

CHAPITRE  IX. 

LA    FONCTION    LINÉAIRE    ET    LA   SURFACE    DU    SECOND   ORDRE. 

07.    Définition  d'une  fonction  linéaire  par  la  relation 

(2)  ©pi-+-  «pp2  —  ®'(pi-+-  p2)i         avec  90  =  0; 

d'où 

j   ç  «1  p  =  »j  op, 


(0 


f 


do  =    rfep. 
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La  (orme  générale  esi 

(  1  )  epp  =  a  S  Xp  -t-  ';■  S  ptp  -4-  V  S  vp . 

Fonction  conjuguée  ip'  : 

i  ji  p'p      XSap   i  ■  (xS^p   i-vSyp- 

Propriété  fondamentale  de  la  fonction  conjuguée  : 

SpçO  =  S  T'-p'p, 

quels  que  soient  p  et  a •>.  i  o 

98.    Dyade.  Dyadique  :  Une  dyade  est  le  symbole 

y.  ;    À 

et  deux  dyades  a;  X  et  a';  X'  sont    égales   lorsqu'on   a,  quel  que 
soit  p, 

zSXp  =  z'SX'p  : 
si  l'on  a 

a;  À  =  a';  À', 
on  a  aussi 

X  :  x  =  X'  :  a' o.  1 1 


09.    Une  dyadique  est  une  somme  algébrique  de  dyades. 

Une  dyadique  est  dite  sous  forme  nonion  lorsqu'elle  est  ramenée  à 
une  somme  de  multiples  des  neuf  dyades 

i;  ',    ï;  J,    î;  &,   ./;  t,    — 

Elle  ne  peut  s'y  ramener  que  d'une  seule  manière. 

Théorème  1.  —  •  In  peut  toujours  ramener  une  dyadique  quelconque 
à  une  dyadique  à  trois  termes  et  cela  d'une  infinité  de  façons. 

Théorème  II.  —  Les  expressions 

SSaX     et     SVaX 

sont  des  invariants. 

La  dyadique  conjuguée  de  la  dyadique 

o  =  y~K  -+-  Su,  -t-  -;•/ 
est  la  dyadique 

p'  ==  >.a h-  |i3  •+-  vy 2i3 

10O.    Dyadique  inverse  :  La  dyadique 

o-»=  À' a' -h  u'T~  •/-;', 

où  a',  3',  y'  et  X',  u,',  v'  sont  respectivement  les  systèmes  réci- 
proques des  systèmes  a,  3,  y  et  X,  p.,  v,  s'appelle  dyadique  in- 
verse de  cp.  On  a  la  relation 


«o-1  =  □ 


■>  i  6 


\r.  TABLi:    ANALÏTIQ1  E    DES    MATIERES. 

Art.  "  P 

101.   Produit  scalaire  de  deux  dyadiques  :  Le  produit  de  deux  dyades 


est  la  <K ade 


a:  /.     et     'p; 
{y.:  fi)S).(3. 


Le  produit   de  deux  dyadiques  s'obtient  en  ajoutant  les  produits 

des  dyades  qui  les  composent. 
On  a 

(?-*/=  («p')"1 •• 

10-2.    Deu x  dyades  ç  et  i]>  telles  que  l'on  a 

tp<L  =  i|/<? 

sont  dites  homologues.  Les  règles  de  calcul  des  dyadiques  ho- 
mologues sont  les  règles  oçdinaires  de  l'algèbre. 

Théorème  III.  —  Le  produit  des  inverses  de  deux  dyadiques  ho- 
mologues est  égal  à  l'inverse  de  leur  produit 

d-1,1-1  =  (œ<J,)   1  =  C4»cp)    '  si   sp.<</  =  ùç 

103.  Transformation  linéaire  :   L'opération  ©  agissant  sur  le  vecteur 

p  =  ix  -h  j'y  -+-  kz 
donne  un  vecteur  1  : 

ff  =  iX-+-/Y-+-£Z, 

et  les  composantes  X,  Y,  Z  s'obtiennent  par  une  transformation 

linéaire 

f    \  =  p  x  -wy  y  +  r  -, 

(a)  Y  =  p'  x-+-q'y  +■  r'  z. 

I    Z  =p'x  +  q"y  +  iJ,£. 

Déterminant  de  la  transformation  : 

|  y    v    '" 
l?l  =  \p'   '/    >'    ■ 
f'    v"   '■"  ! 

Le  déterminant  de  la  fonction  conjuguée  est 

P     P      /'" 
Ir'l  =      q     >l"    7 
/•      /•'      /■" 

mais  il  faut  remarquer  qu'il  a  tourné  autour  de  la  diagonale 
principale,  ce  qui  donne  d'autres  valeurs  pour  X',  Y'.  Z',  com- 
posantes de  ?' 

104.  Un  tenseur  est  une  fonction  dont  le  déterminant  est  symétrique. 
Une  fonction  anfisy métrique  est  une  fonction  dont  le  déterminant 

est  antisymétrique. 


■219 
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Ail 


Théorème  IV.    —    Une    transformation    antisymétrique    peut    se 

mettre  sous  la  forme 

r?  =  Vep. 

Théorème  V.  —  Une  transformation  linéaire  quelconque  peut  se 
mettre  sous  la  forme  de  la  somme  d'un  tenseur  et  d'une  fonction 
antisymétrique 

DU 

1     /  -s  '     / 

r  =  -(<?-+-?)+  -(l  —  ?  ) 

=      (o  +  ojH rot  o 


lO.'i.    Invariants  de  la  transformation  :  Les  expressions 

!m  =  SçXçpxpv  :  SX (xv  =  I  (Ç. 
m{  =  S(X?fJt<pv  4-  fiçvçX  -+-  vcpXçfz)  :  SXjxv  =  I,ç, 
m,  =  S(  Àuçv  -i-  [xvçÀ  H-  vXçp  I  :  SXp.v  =  I|  9 

sont  indépendantes  des  valeurs  particulières  de  X,  [jl,  v. 

On  a  d'ailleurs 

nti  =  div  çp, 


m  =    o 


ldli.  Directions  principales.  Cubique  fondamentale  :  Les  directions 
de  p,  qui  ne  sont  pas  modifiées  par  l'opération  tp,  satisfont  aux 
équations 

(  l)  r?  =  g?  °>l  ^  pr?  —  °- 

Les  valeurs  de  g  sont  données  par  la  cubique  fondamentale 

r  —  S        <1  '' 

p'      q'—g       >•' 
/>"         '/"      '"—  è 


G  = 


Théorème  VI.  —  Les  équations  cubiques  fondamentales  en  tp  et  f' 
sont  les  mêmes. 

Théorème  VII.  —  La  condition,  pour  que  l'équation  (i)  soit  satis- 
faite par  toutes  les  directions  d'un  plan,  est  que  l'équation  (1  =  o 
ail  une  racine  double.  Si  elle  a  une  racine  triple,  l'équation  (i) 
est  satisfaite  par  toutes  les  directions  de  l'espace. 

Théorème  VIII.  —  Les  directions  qui  correspondent  à  deux 
racines  inégales  de  l'équation  en  g  sont  rectangulaires. 

Théorème    IX.  —    L'opérateur  o  —  g\   fait  disparaître  la  compo 

suite   de    p;    parallèle    à    la    direction    p|,    qui    correspond    à    la 

r.icine    gt  .    Une    fonction    <s   quelconque    satisfait   à    Y  équation 

cubique 

<1>  =  o9 —  /«jç'-f-  miz  —  m  =  o. 
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lit,  Pa- 

Équation  d' If  ami!  ton  résolvant  le  problème  <le  l'inversion  de  la 

fonction 

[H]  m»-  •  =  W|  —  m,z  —  92. 

théorème  X.  —  Le*  racines  de  la  cubique  fondamentale  d'un  ten- 
seur sont  réelles 224 

107.  Résolution  de   l'équation   vectorielle   du  premier  degré  :   On 

l'obtient  par  inversion  de  la  fonction  ■s,  car,  de  l'équation 

??  =  8, 
on  tire 

?  '-  r  ~"  '  'J  i 

o~l  s'exprime  an  moyen  de  Ml    . 
Exemples  d 'application  :  lia?  où  hi  =o 228 

108.  Forme  normale  de  la  dyadique. 

Théorème  AI.  —  Une  dyadique  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

o  =  ai'  i  —  l>  j  j  —  ck'  k, 

où  ijk  et  i' j' k'  sont  deux  triplets  ortbogonaux. 
Théorème  XII.  —  Dans  le  cas  d'un  tenseur  on  peut  écrire 

a  =  a ii  —  bjj  ■+-  ckk 23o 

10!'.  Une  dvadique  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît  les 
trois  valeurs  qu'elle  prend  pour  trois  valeurs  rectangulaires  de  p 
et  elle  s'écrit  alors 

9  =  — O,/  —  7,  /  -+-  -,,  /.  -t. 
L'équation  précédente,  dans  le  cas  du  tenseur,  peut  s'écrire  aussi 

0  =»—  (iai-i-jaj  +  kvt). 
On  a  aussi  dans  ce  cas 

\      i  7/  ■+-  j  Zj  -+-  k  7/,-  )   =  o. 

Lorsque  tp  est  sous  la  forme  du  théorème  XII  on  a 

o-1  =  —  il  -+-  -r]]  H /./. 202 

a  h JJ         c 

1 10.  Note  su  r  IVrfem-faclcu:- 2  \  > 

C.   Surface  du  second  ordre  à  centre.    ■ 

111.  L'équation  d'une  surface  du  second  ordre  à  centre  peut  s'écrire 

s???  =  '■ 
L'équation  du  plan  langent  au  point  p  e-t 

S  rj'i  :  =  1 . 
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La  distance  du  centre  au  plan  tangent  ou  vecteur  de  proximité 

8  =  «/-«=  (9?)-*. 

Plan  diamétral  de  la  direction  a.  Il  a  pour  équation 

S  TTtzy.  —  o >>  j 

112.  Diamètres  conjugués.  Plans  diamétraux  conjugue-;. 

Directions  principales.  Plans  principaux  rectangulaires.  Axes ■•>>> 

113.  Sur/aces  homothe tiques 

S  açp  =  h 23g 

114.  Ell'et  de  la  transformation  cp.  Ellipsoïde  du  tenseur >\o 

lia.    Surfaces  homofocales  : 

S  p  (a    H  X )    '  p  =  i ....      9-4 1 

116.  Sections  circulaires  :  Forme  cyclique  de  l'équation 

2  S  '/,z  S  p.3   f-  (/  —  S  a;j.)o!  ==  i .....    .      i  j  > 

117.  Exercices  et  Notes  sur  le  Chapitre  I  \ '  j  i 

118.  Note  sur  l'équation  l  II  i  d'Hamiiton %i& 

CHAPITRE  X. 
l'opkrateub  d'hamilton.  le  gradient,  dérivée  d'un  scalar. 

11!).    Une  fonction  scalaire  ou    vectorielle  du   vecteur  radial  p*  s'appelle 
fonction  d'espace.  Hamilton  appelle  nabla  le  symbole 

K  '=  i  —  -^  '  —  —  /.•  — 
1  (J./-       *  6y_   '  '  uz 

appliqué  à  un  qualernion.  \<j  est  indépendant  du  choix  des  axes.     2  5 1 

1-20.    Exemples  simples  : 

Vr  =  p0  : 
.  )  i                                     -        VSstp  =  —  a; 
i  ;  >  VV«o  =  2x.. 253 

121.    Gradient  :   Le  résultat  de   l'opération   V   appliquée  à   un  scalar  // 

s'appelle  gradient  de  «  : 

.  du         .  du        ,  du 
in  \u  =  i h  y h  A-  —-  • 

v  'J.r       -    ûy  oz 

La  propriété  fondamentale  du  gradienl  s'exprime  par  l'équation 
(a)  du  =  —  S  dp  V«  ==■     '/;  Ve«. 

Si  l'on  a 

f/«  ï=  —  SA  r/p. 


XL!  Y 
Art. 
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On  en  déduit  do:ic 
Exemples  : 


V»  =  A . 


Vr-  =  np, 
V/-   =  po. 

Gradient  d'une  fonction  de  fonction  : 

(4)  Vf(u)=f'(u)Vu. 

Exemples  : 


Pages. 


v-I 


254 


122.    Propriétés  du  gradient  :  Les  surfaces  u  =  const.  s'appellent  sur- 
faces de  niveau.  Le  vecteur  Vu  leur  est  perpendiculaire 


(2) 


l  \(u  -+-  f  )  —     V«  —      Vi-, 
1  Vue  =  p  V«  -+-  «  Vc, 

Vc/»  =  a  Xit, 


(X  tin  =  a  \  w, 
Vr/«  =-  dXu . 

Gradient  d'une  fonction  composée  a  =  /"(  r,  <r,   ...) 
(3) 


\U  =   —  Yi'  H —VI 


()U 


,  ,  ,  du  .  _  au 

4)         j-=-».Va,         — .  =— yv«,         —  =      /.  -v». 
da?  c{^  t^- 

Vu  donne  la  direction  dans  laquelle  u  varie  le  plus  rapidement..     a56 

123.    Dérivée  de  u  dans  une  dire  /ion 

du 


0) 

si  l'on  pose 

on  a 

(2) 


rfr 


=  —  Sj0  Vu 


<T0==  ÏSX  -+-JS2~h  /.V:j, 


r//f  d«  i>ll 


du 


«r  <>.r  wj'  "~ 


ou  bien,   en  posant 
on  aura 


•/// 


-  _(ff0V)H  =       S7„V". 


(4)  rfr 

124.    Intégration   :    Lorsque  7  est  le  gradient   d'une  fonction  scalar  //, 


>r>: 


\lt. 


Jf 
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!      7  t/p    =    Ut  —   «0, 


XEV 

l'ages. 


désignant  l'intégrale  curviligne  du  vecteur  7  prise  le  long  de 


la  courbe   \..  Elle  ne  dépend  donc  que  des  extrémités  et  non  du 
chemin  parcouru 2G0 

I2">.   Exercices  :  En  posa  m 


/<?*«        <y2^        à2u^ 


26 1 


CHAPITRE  XI. 

APPLICATION    DE   V   A    IX   VECTEUR.    1)1  VERGENCE    ET  CIRE 
I2t>.    En  appliquant  l'opérateur  V  au  vecteur  d'espace 
(.)  ^j'X+yY  +  A-Z, 

on  trouve 

\o^       '>-  /       J  \dz        dx  j  \dx       dy 

dX       d\        orL 
div  j  =  —  S  Vo  = 1 1 

Ox         dy        dz 

1  lire  divergence  7  ), 

rot  7  =  VV7 

1  lire  fourbi/ Ion  c  ou  curl  a). 


On  pose 
(5) 

(6) 


De  sorte  que 

(7)  V7  =  —  div  7 -H  rot  a 

On  peut  écrire  symboliquement 

i       j       k 

roi  7 


t)  d  0 

<).r      dy      dz 
X       Y       Z 


V  étant  regardé  comme  un   vecteur  symbolique  dont  les  compo- 

d       d       à 

sautes  scalaires  sont  —  ,  — ,  — a63 

Ox     dy     <)z 

127.  Calcul  de  div  et  de  rot  :  On  calcule  les  expressions  où  entrent 
div  ou  rot,  en  regardant  V  comme  un  vecteur  et  appliquant  les 
règles  du  calcul  des  vecteurs  (cf.  Note  n"  133). 
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Art  Page*. 

On  a  les  formules 

d i v  ( <7  -i-  t  )  =  d i  v  t  +-  (I i \  ~ , 
rot  (ff  -+-  t)  =  rot  z  —  rot  -, 

div  Vax  =  divçV  i~  +  divT  V  i-, 

rot  Vax  =  rotffVax  -+-  rotrVffx. 

(2)  div  Vas  =  S  7.  roi  7. 

(3)  rot  Vas  =  a  div  a  -+-  (aV)a, 

7.  c-tant  un  vecteur  constant. 
L'expression  1  7.\~j  étant  définie  par 

, .  v      ,    _  /        <>  à  à  \        .  .  .  . 

(a)        xV|  =  —«,-- - -f-  «, ^"3  —         si  a  =  axi  H-  rtjy  -f-  «:,/«-, 

\       C»J"  t/^-  0.3  / 

(6)  div  ma  =  m  div 0  —  SffVm, 

|  7  1  rot    oïct  =  m  rot  ».—  V«  V/w, 

1  s  1  rot  Vf  a  =   pdîya  +  (pV)a  —  27. 

On  a.  quel  que  soit  a.  la  formule 

(5/,)  (aV)p  =  —  a 2f>4 

128.    Dérivée  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  scalar  dans  une  direction  : 
On  a 

(1)  -7-  =  l>a07  =  —  *(*oV;X—  y(a0V)Y  —  *(a0V  iZ 

ou 

(1)  ^  =  -  (»S  a0 VX  4- ./  S  *„  v>   h  /.  S  a,  \"Z ), 

qui  s'écrit  symboliquement 

(,)  s— <"■')•■ 

Si  7.  es/  unitaire,  on  a 

''- 

en  supposant  que  le  déplacement  est 
PP'=  %tin  ; 

Si  a  «'es/  pas  unitaire,  on  n 

^  -  Ta.Daff 266 

\-D.  Différentielle  totale  d  un  vecteur  .'Supposons  que  le  point  d'ap- 
plication du  vecteur  d'espace  1,  qui  dépend  de  p  et  de  /,  se 
déplace  dans  la  direction  1  de  la  quantité  infinitésimale  idl. 
on  a 

£-■»-<•"•■ 

v     '  fit  ot 
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Ait.  Cm  pes. 

Pour  le  vecteur  t  lui-même  on  a 

En  remarquant  que  l'on  a 

V   ta  I  =  VS  x-  =  CaV)7  —  Va  rot  7. 
i  V(«tt)  =  |  tV):  _(-Vi7  —  Vï  rotT  ~  V-î  roi  - . 

On  transforme  (?.)  en 

(6)  **£*._  y  roU. 

v    '  dl         dt         i. 

I.  /,«  curl  d'un  gradient  est  identiquement  nul  : 

rot  V  =  o. 

II.  La  divergence  d'un  curl  est  identiquement  nulle  : 

div  rot  =  o .      2(>7 

ISO,    Opérateur  V-  :  11  est  défini  par  l'équation 
(a)  V^=VV, 

et  l'on  a 

1  \dx'-        dy*        dz-  J 

Pour  un  scalar, 

/  d1  u  01  II  (J1  II 

\dx-        ôv1         dz- 
Potir  un  vecteur. 

(i)  V27  = —  Vdivo  —  rol-i; 

Pour  un  scalar 


(3)  ^»  =  -(—  -t  =) 


(5) 

Y-'  M  =  - 

On  a  les  formules 

i  G  | 

V2/-  = 

(7) 

*I  = 

269 


13J  .    Définition  absolue  de  V  d'après  von  Ignatowski 270 

132.    Interprétation  des  opérateurs  V,  div,  rot. 

La  divergence  d'un  vecteur  correspond  à  la  notion  de  débit  d'une 
source.  Le  curl  ou  rotor  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
d'un  solide  à  un  instant  donné  est  le  double  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  du  solide  autour  de  son  axe  à  cet 
instant.  Si  1  =  1 ,  +  VQp,  on  a 

rot;  =  2Û. 


Xt.VlII  TAULE    ANALYTIQUE    DES    MATIÈRES. 

Art.  Fat;es. 

Notion  du  vecteur  tourbillon %"$& 

133.  Exercices  et  Note.  Note  sur  l'emploi  de  V  en  le  faisant  entrer  dans 

les  calculs  comme  un  vecteur  symbolique 275 

134.  Exercices  divers  (à  noter) .. 276 

VII.   Le  curl  d'un  tenseur  est  identiquement  nul  : 

divcpp  =  nu_. 
roi  op  —  xz  ; 
d'où 

V'^p  =  —  m-2  ■+-  2* 277 

CHAPITRE  XII. 

INTÉGRALES    MULTIPLES. 

133.  Rappel  des  définitions  de  l'analyse.  Intégrale  double.  Intégrale 
triple.  Points,  lignes  et  surfaces  de  discontinuité.  Méthode  des 
discontinuités.  Son  principe 28 iv 

136.  Théorème.  —  Si,  pour  tous  les  points  extérieurs  à  un  cercle  fixe 
de  rayon  r0,  on  a 

mod/( ar,  y)  =  ~z » 
t  ■* 

/•  étant  la  distance  du   point  au  centre  du  cercle,  et  A  une  con- 
stante, a  un  exposant  supérieur  à  deux,  l'intégrale 

I  j  mod/(x,  y)dS 

est  finie  dans  un  champ  infini  quelconque. 

Théorème.  —  Si,   pour  tous  les  points  intérieurs  à   un  cercle  de 
rayon  r0  ayant  son  centre  au  point  de  discontinuité,  on  a 

modf(x,  y)S  —, 

T  étant  la  distance  du  point  x,  y  au  centre  C0,  A  une  constante, 
et  a  un  nombre  <  1,  l'intégrale 

/   jinoàftx,  y)dS 

est  finie  dans  un  champ  quelconque  entourant  le  point  G0. 
On  a  deux  théorèmes  semblables  dans  le  cas  des  intégrales  triples, 
mais,  dans  ce  cas,  x  ,     ou  <  5,  au  lieu  de  >  ou  <  •>. 

137 .  Intégrales  vectorielles  ou  scalaires 

138.  Définitions  :  Flux  élémentaire  : 

d<\>  =  —  n  z  dS . 
Flux  total  du  vecteur  : 

9  =  *  =  —   /  /iidS, 

«  s 
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\ii.  Pages 

n  désigne  la   normale   intérieure  à   la   surface  S.  <l>  est  alors   le 
flux  total  entrant  dans  l'unité  de  temps 28"> 

139.  Théorème  de  la  divergence  :  L'intégrale  de  la  divergence  d'un 
vecteur  à  l'intérieur  d'un  volume  V  est  égale  au  flux  total  sor- 
tant de  ce  vecteur  par  la  surface  qui  limite  le  corps 


(1) 


f'&vadV  =  fnsdt, 

■A  «/s 


286 


Normale  n  intérieure. 
Expression  cartésienne  : 

V  Jy\àx       dy       ôz) 

-4-  /  (X  eus  a  -+-  Y  cos  S  -+-  Z  cosy)  dS  =  o. 
«/g 

Le  théorème  s'étend  au  cas  où  l'on  remplace  7  par  -  : 
(3)  f,\\\-d\=  fn-dS 

140.  Théorème  du  gradient  :  Normale  n  intérieure  : 

(1)  fxudV=—   f  un  dS, 

(2)  fy-dV  =  -   fn-dS. 

Expressions  cartésiennes  : 

(3)  /   — ■  dY ■+■   I    uc,osadS=o. 

dit 

(  i)  I    ~  dV  -f-   f  "  cosa  dS  =  o 289 

141 .  Théorème  du  curl  :  Normale  intérieure  : 

(1)  f  rot  s  d\  =  /  Vwi  rfS; 

Jy  J  g 

on  a  aussi 

(2)  froi-dV=  fYlILdS. 
Jy        r  J&      r 

.Expression  cartésienne  : 

/(f'-^)rfV=.(<Ycosv~Zcos?,rfS ■"■•' 
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142.    Définitions  :  La  circulation  d'un  vecteur  le  long  d'un  contour  L 
est  l'intégrale 


c=—  r*dp. 


Diaphragmes.  Espaces  cycliques,  acycliques.  Cloisons 290 

143.  Théorème  d?  Stokes  :  La  circulation  d'un  vecteur  a  le  long  d'un 
contour  fermé  L,  tracé  dans  un  espace  acyclique  est  égale  au 
flux  du  vecteur  tourbillon  de  a  à  travers  un  diaphragme  quel- 
conque passant  par  L 

(1)  §  Sadp=  I  SnrotadS. 

Expression  cartésienne  : 

(2)  f  (X  dx  -hYdy-i-Z  dz) 

Cas  particulier.  Formule  de  Riemann  : 

/«-.■^-/(S-S)- 

114.    Corollaires  du  théorème  de  Stokes  : 

I.  Le  flux  de  la  rotation  d'un  vecteur  à  travers  une  surface  fermée 
est  nul. 

II.  L'intégrale,  courbe  d'un  vecteur  le   long  d'une  courbe  fermée 
est  nulle  lorsque  rot  7  =  o.  En  particulier, 


•2«)2 


/  V  u  dp  =  o. 


III.  Si  un   vecteur  d'espace  est  dérivé  d'un  potentiel  scalar,  on  a, 
sur  une  surface  fermée  S. 


IV.   Circulation  d'un  scalar 

(a) 

Sur  une  surface  fermée  on  a 


/  V  7  n  dS  =  o. 
xlar  : 
—  —  I  u  dp  =   I  y  n  Vu  dS. 

«A  •  s> 


(b  )  /  V/i  Vm  <a?S  =  o i\)\ 

14o.    Champ  potentiel  :  Le  champ  potentiel  est  caractérisé  par 
(j  =  Vk         ou         rot  1  =  o. 
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réciproquement,  dans  un   espace  acy clique,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

roi  z  —  o. 
est 

9  =  Va. 
D.ins  un  champ  potentiel,  on  a. 

fxutdS        f~dS  :    ... 

S  étant  une  surface  de  niveau  quelconque >n(; 

146.    Le  champ  potentiel  considéré  comme  un  champ  de  sources. 
Soit  po<é 

div  7  =  \-m. 
'  »n  a  les  relations 

.-(*)  U=-f^\ 

O)  4nm  =  divcr  =  —  V*a. 

Cette  dernière(ou  équation  de  Poisson)  admet  donc  (a)  comme 
in^rale 2g8 

157.    Champ  tourbillonnai™  :  Un  champ  à  divergence  nulle  peut  être 
regardé  comme  formé  par  les  tourbillons  d'un  autre  champ. 
L'équation 

(0  rot\V=T 

peut  être  satisfaite  en  posant 

=  rot  ut, 


w  = 

On  trouve 

'     >    1                                     M   — 

i      fad\ 

**J       r 

avec  div  \i  =  o, 
ce  qui  donne  la  solution  particulière 

\\  i  =  rot  p.  =  —  — -  rot   / • 

i  ~        J        r 

Dans  un  champ  tourbillonnaire  (div  or  =  o),  le  flux  du  vecteur  à  tra- 
vers une  surface  continue  quelconque  limitée  à  un  contour  ne 
dépend  que  de  ce  contour;  elle  s'exprime  par  une  intégrale 
simple  prise  le  long  du  contour 500 

148.  Potentiel  vectoriel  :  On  suppose,  connue  en  chaque  point  d'un 
champ  tourbillonnaire  (div  »=o),  la  valeur  du  vecteur  tour- 
billon 

(0  W  =  rol<r. 


tu 

ut. 
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Il  s'agit  de  trouver  le  vecteur  de  champ.  On  obtient   par  (127)  une 
solution 

7  =  rot  y.. 

wd\ 


Pases. 


— 


avec    (11V  u        Oj 


analogue  à     a    de     126)  où  les  sources  \~m  sont  remplacées  par 
les  tourbillons  4-ic.   La  fonction  p  est   le  potentiel  vectoriel. 
<  )n  a  respectivement  : 
Pour  le  cas  potentiel  scalaire. 

i  -  m  =  —  V-  «/  : 


Pour  le  cas  potentiel  vectoriel. 

\  -a-    =r  —  V2fX. 

M  =  pot  /».  [I  =  pol  \N  . 

C     |  rfV 


Gibbs  pose 
de  sorte  que 


pot 


/M? 


149.    Variation  de  la  circulation  et  du  flux  :  On  a  pour  la  circulation^ 
lorsque  7  dépend  de  la  variable  scaîar  /  : 

7/7  ~    ~  </7 


de 


le  comme  constant,  ou 
-/(£'-*<«'        Verota)rfp. 


où  e  doit  être  regardé  comme  constant,  ou 

Cil 


(3) 


Si  la  courbe  L  est  fermée, 
dC  Cl 


dt 


m-—) 


Pour  le  flux  à  travers  une  surface  S,  on  trouve 

d<\> 
lit 


I   |  i  — -  =  —  I    —  -+-  £  div  -  —  rot  \  ~i  I  n  i/>. 

dt  L  \  ot  I 


Dans  le  cas  d'un  scalar  u,  on  a,  si  la  surface  S  est  fermée. 

sXBrfv=X(^+diïB£)rfV- 

«  >n  en  déduit,  dans  le  cas  d'une  surface  fermée, 

w  ï-X("-s-*")-v 

-idiv 


ou 
(8) 


dt 


'] 


div  i  i  div  7  </Y io', 
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loJ.  Formules  de  Gieen  :  u  et  v  étant  des  fonctions  régulières  dans 
le  volume  V,  on  a  les  formules 

(l)  ÇuX^vdX-^  fXu  Xv  dX  =  —  Çun  Xv  d'S , 

(irc formule  de  Green)\ 
(  3  )  j\u  V  u  ■+-  (  Y"u )«  J  dX  =  /m  -^  '/S . 

Si  u  est  une  fonction  harmonique,  on  a  les  deux  formules 

(4)  f(V*u)*dV  -  fu^-dS. 
J  J      an 

(5)  /    — —  dS  =  o  ou  /  nXu  dS  =  o   3o "> 

loi.  La  deuxième  formule  de  Gieen  se  rapporte  à  un  point  intérieur 
au  volume  V,  u0  étant  la  valeur  en  ce  point  de  la  fonction  sup- 
posée harmonique  et  régulière,  on  a 

U)  J    (u-£-^JdS-^KU0. 

Remarque  :  On  peut,  dans  la  formule  130  (i),  remplacer  u  par  —  : 


fi)       f^V^  +  XlU\)dX  =  -fl^nXvdS=f^C£-dS 3o7 


15v2.  Discontinuités  :  Dans  le  cas  des  discontinuités,  le  long  d'une  sur- 
face, la  divergence  devient  infinie  en  chaque  point  de  la  sur- 
face, mais  le  produit  de  la  divergence  par  la  distance  des  sur- 
faces isolantes  introduites  par  l'e*mploi  de  la  méthode  des 
discontinuités  reste  fini.  Densité  superficielle. 
Dans  l'application  du  théorème  de  Stokes,  il  faut  ajouter  au 
second  membre  une  intégrale  de  ligne  provenant  des  compo- 
santes tangentielles  du  vecteur  de  champ  sur  la  surface  île  dis- 
continuité. Dans  l'application  du  théorème  de  la  divergence,  il 
faut  ajouter  au  second  membre  une  intégrale  de  surface  prise 
sur  la  surface  de  discontinuité  des  composantes  normales  du 
vecteur  de  champ  sur  cette  surface 3o8 

153.  Remarques  générales.  Notations  diverses lia 

154.  Exercices Ii3 

L.  d 
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155.    Potentiel  de  volume  : 

.      F  =   I    a(ATA-  =  VAw, 


en  posant 


r  \xd 
11  =1  ~ 


3i 


156.  Cas  d'un  point  attiré  intérieur  au  volume  V. 
Equation  de  Poisson  : 

.  Y'2  u  =  4  -;jiu 3 1 6 

157.  Calcul    de    l'attraction.    Cas    d'un    solide    isotrope    de    révolution. 

Attraction  d'une  sphère  sur  un  point  extérieur 3 1 9 

158.  Potentiel  de  surface 32  1 

159.  Potentiel    de    double    couche.    Artifice   du    feuillet.   Intégrale    de 

Gauss 32  2 


CHAPITRE  XIV. 

MOUVEMENT    l)'lN    SOLIDE    A.UTOI  li    D'UN    POINT    FIXE. 

160.  Moments  d'inertie  axiaux  : 

I  =  —  Z/?*V2ap  =  Sotcpa. 
en  posant 

ça  =  1  m  j?  Vpà. 

Ellipsoïde  d'inertie  : 

S  TTV-iCJ    =  I  . 

Axes  principaux  d'inertie.  Ellipsoïde  central.  Théorème  de  Steiner.      5-27 

161.  Mouvement  autour  d'un  point  fixe.  Équation  d'Euler 328 

|l>:2.    Mouvement  de  Poinsot. 

Expression  de  la  force  vive.  Ellipsoïde  des  forces  vives. 

Les  deux  représentations  géométriques  du  mouvement  de  Poinsot.     33o 

163.    Mouvement  de  la  toupie 33-2 

16i.    Mouvement  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre 335 

165.  Mouvement  d'un  solide  traité  par  la  considération  des  mouvements 
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CALCUL  GÉOMÉTRIQUE 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS  GÉNÉRALES  SLR  LES  NOMBRES  COMPLEXES. 


1.  Le  lecteur  qui,  nous  le  supposons,  connaît  les  éléments  de 
1'  Ugèbre,  a  rencontré  dans  la  résolution  des  équations  du  second 
degré  des  expressions  de  la  forme 

z  =  x  -+-  y  y/ —  i  , 

que  l'on  appelait  nombres  ou  quantités  imaginaires  et  qui  possèdent 
la  propriété  suivante.  Si  deux  de  ces  quantités  sont  égales  entre  elles, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

x  -+■  y  \/ —  '  =  a?'-+-  y  /-i, 

.r,  y,  x' ,  y'  étant   des  quantités  quelconques  positives  ou  négatives, 

nu  en  déduit 

x  =  x',         y  =  y', 

de  sorte  que  l'équation 

x  -\-  y  \f  —  i  =  o 

entraîne  les  deux  équations 

x  =  o,        y  =  o. 

llwniioN  d'une  part,  et  Grassmann  de  l'autre,  ont  indépen- 
damment et  à  peu  [très  à  la  même  époque,  vers  1840,  eu  l'idée 
d'étendre  la  notion  ainsi  acquise  de 'nombre  complexe  à  des  combi- 
naisons linéaires  d'unités  quelconques.  Nous  résumons  ci-après, 
principalement  d'après  le  premier  Chapitre  de  A2  (I  à  36),  les 
notions  essentielles  qui  nous  seront  utiles  à  ce  sujet. 

L.  i 


2.  Définitions.  —  Une  grandeur  a  est  dit»1  numériquement 
dépendante  d'autres  grandeurs  6,  c,  . . .  Lorsque  l'on  a 

a  =  x  b  -+-  y  c  -t- . .  .  , 

où  x.  y.  . . .  sonl  des  nombres  réels  quelconques.  On  exprime  le 
même  fail  en  disanl  qu'il  existe  une  relation  numérique  entre  a, 
6,  c,  ...  nu  encore  que  n,  b.  r.  ...  sont  en  dépendance  numérique. 
Lorsque  deux  grandeurs  a  et  6  sont  en  relation  numérique,  sans 
que  l'une  d'entre  elles  soii  nulle,  on  a  doue 

a  =  xb. 
On  dit  alors  que  les  grandeurs  a  et  b  sont  congruentes  ci  l'on  écril 

a  =  b 

qui  >e  prononce  a  congruent  à  6. 

On  appelle  unité  une  grandeur  qui  peut  servir  à  en  déduire  numé- 
riquement une  série  d'autres  grandeurs.  Une  unité  est  dite  primitive 
quand  on  ne  peut  pas  la  dériver  numériquement  d'une  autre  unité. 
L'unité  des  nombres  réels,  c'est-à-dire  le  nombre  un  s  appelle  unité 
absolue.  Tout  autre  unité  est  une  unité  relative  (  A-2.,  3). 

On  appelle  système  d'unités  un  ensemble  de  grandeurs  numé- 
riquement indépendantes  (c'est-à-dire  entre  lesquelles  il  n'existe  pas 
de  relation  numérique)  et  dont  on  peut  déduire  d'autres  grandeurs 
au  moyen  de  nombres  réels  quelconques. 

Par  exemple,  les  grandeurs,  i  et  \J —  i  forment  un  système  d'unités 
dont  on  peut  déduire  tous  les  nombres  imaginaires  de  l'algèbre  ordi- 
naire et  de  la  forme  x  -\-y  \J —  » ,  où  x  ely  sonl  des  quantités  réelles. 

Si,  de  même,  on  a  n  unités  indépendantes  e,,  <?.,,  ....  en  formant 
un  système  d'unités,  on  pourra  en  obtenir  des  grandeurs  telles  que 


Une  grandeur  qui  peut  s'obtenir  par  dépendance  numérique  des 
unités  primitives  est  dite  grandeur  du  premier  degré  |  '  |.  Par 
exemple,  si  Ton  considère  encore  le  système  d'unités  i  et  \  —  i  .  les 
nombres  réels  et  les  quantités  imaginaires  delà  forme  x  -\-y  \/ — i, 
où  x  et  y  sonl  «les  nombres  réels,  sont  des  grandeurs  du  premier 
ile-re.  i  el.il  iM'iin'iii  à  ee  système  d'unités. 

(')  On  dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  cette  grandeur  est  un  nombre  complète  du 
système  des  unités  e,  . . .,  e,t  ou  simplement  un  nombre  de  ce  système. 
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3.  Par  définition,  V 'addition  et  la  soustraction  de  <l<;ux  grandeurs 
qui  dépendenl  «lu  même  système  d'unités  s'ojktc  en  additionnant  ou 
en  retranchant  les  coefficients  correspondants.  Ainsi,  si  l'on  a 

a  =  a?j  e\  -+-  x^e*  -+-. .  .-4-  xnen, 
b  =/iei+/!eo+...  +  /„r„, 

on  aura,  par  définition, 

a-+-  b  —  (a?i  +  ^i)ei-h(ars-|-^j)ea-H.  .., 
a—  b  =  (xl—yx)e1-i-(xi  —  yi)ei-+- 

Les  règles  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction  des  nombres 
complexes  ne  diffèrent  pas  de  celles  du  Calcul  algébrique  ordinaire. 

ï.  Par  définition,  la  multiplication  ou  la  division  d'un  nombre 
complexe  par  un  nombre  réel  (qui  doit  être  différent  de  zéro  dans 
le  cas  de  la  division)  s'effectue  en  multipliant  ou  divisant  par  ce 
nombre  les  coefficients  des  unités  qui  y  entrent,  c'est-à-dire  que 
si  l'on  a 

a  =  Sj,e,-, 
on  aura,  par  définition, 

ma  —  S|  m,Ti)ei 

ei 

a       %7  X,- 

—  =7  —  et         ou         m  yé.  o. 
ni       —  m 

Il  esl  clair  que  l'on  a 

am  =  S  (a?,-  m  )  et  =  ma, 

c'est-à-dire   que  l'on   peut    intervertir   l'ordre    des    facteurs   et   que 
l'équation 


inl  raine  soit  m  =  o,  suit  a  =  o. 

(  >n  déduit  de  là  que  si  les  deux  nombres  a  et  b  (  n"  3)  sont  égaux, 
on  a 

(#1  —  ^i)et-+-(a:,— ^ï)e2  +  - .  .=  o, 

maisei,e2,  ...  étant  numériquement  indépendants,   ceci  exige  que 

I  on  ait 

a?i=ri»         xt  =  yt,  ■rn  =  yn- 

'.).   Définitions.  —  L'ensemble  des  grandeurs  que  l'on  peul  obtenir 
par  dépendance  numérique  de    n    grandeurs   a,  b.  ...    s'appelle  le 
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domaine   dépendait    de    ces    grandeurs    ou    le   domaine   des   hi;iii- 

deurs  a,  h Si  chacune  des  grandeurs  a,  l>.  ...  esl   du  premier 

degré,  c'est-à-dire  esl  numériquement  dépendante  dé  n  unités  pri- 
mitives, on  dit  que  le  domaine  est  de  degré  n.  à  condition  toutefois 
que  le  domaine  ne  puisse  pas  s'obtenir  avec  moins  de  n  de  ces 
unités,  lu  domaine  qui  ne  contient  aucune  grandeur  en  dehors  de 
zéro  esl  dit  un  domaine  de  degré  nul  (Grassmann,    /  ..  lii. 

On  dit  que  deux  domaines  sont  identiques  lorsque  toute  gran- 
deur appartenant  à  l'un  appartient  à  l'autre  et  réciproquement. 

Par  exemple,  considérons  encore,  pour  fixer  les  idées,  les  unités 
primitives  i  et  \/ —  1  .  L'ensemble  des  nombres  réels  forme  un 
domaine  du  premier  degré,  car  ces  nombres  sont  tous  numérique- 
ment dépendants  d'une  seule  unité  qui  est  l'unité  absolue,  c'est-à-dire 
le  nombre  ////.  Au  contraire,  l'ensemble  des  nombres  imaginaires  d<- 
la  forme  x  -\-y  yj — i  forme  un  domaine  du  deuxième  degré,  parce 
qu'on  ne  peut  pas  les  former  tous  -;uis  avoir  recours  aux  deux  unités 
primitives  i  et  \f —  1  . 

On  a  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Tout  domaine  du  n"""'  degré  peut  être  considéré  comme  numé- 
riquement dépendant  de  n  quantités  arbitraires  du  premier  degré 
de  ce  domaine  pourvu  que  celles-ci  soient  numériquement  indé- 
pendantes. 

C'est-à-dire  que  >i  nous  considérons  le  domaine  du  second  degré 
des  nombres  complexes  x-\-y\J — i  par  exemple,  ce  domaine  esl 
numériquement  dérivable  de  deux  quelconques  d'entre  eux.  a  et  l>. 
numériquement  indépendants  ou,  en  d'autres  termes,  qu'il  existe 
toujours  deux  nombres  x'  et  y1  réels  satisfaisant  à  tla  condition 
d'identité 

x  ■+■  y  si —  '  —  x'  a  -\-  y'  b, 
où  1  on  a 

a  =  Xi-i-yt  J~^l , 

b  =  Xi  -h  y,  V/^T  . 

Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  a  et  b  étant  numériquement  indé- 
pendants, le  déterminant 

Xi  y. 2  —  x.2yt 

a  une  valeur  différente  de  zéro.  Il  n'esl  pas  difficile  de  généraliser 
cette  démonstration  dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre  d'unités. 
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Ce  théorème,  ainsi  que  le  fail  remarquer  Grassmann  A..  !2i. 
Remarque),  fail  disparaître  toute  différence  spécifique  essentielle 
entre  les  unités  fondamentales  e,,  ...,e„  el  les  nombres  qui  en 
dépendent  numériquement,  en  ce  que  les  domaines  de  ces  unités  el 
de  //  <le  ces  nombres,  choisis  de  manière  (ju'ils  soient  numériquement 
indépendants,  étanl  les  mêmes,  on  peut  remplacer  les  unes  pur  les 
autres,  en  les  prenanl  indlfféremmenl  comme  unités. 

Remarques.  —  I.  11  importe  de  ne  pas  confondre  l;i  notion  de 
degré  a" un  domaine,  qui  dépend  «lu  nombre  d'unités  primitives  au 
moyen  duquel  on  peut  exprimer  tons  les  nombres  complexes  de  ce 
domaine  et  celle  de  degré  d'une  grandeur;  cette  dernière  notion 
dépend  de  considérations  différentes  et  ;i  rapport  à  des  propriétés  de 
La  multiplication  des  unités  l  voir  ci-après,  n"  (>  >. 

II.   Il  résulte  des  définitions  du   n"  4  que  la  multiplication  et  la 

division  des  nombres  complexes  par  des  nombres  réels  suivent  les 

règles  ordinaires  du  calcul  algébrique.  En  particulier,  lorsque  deux 

grandeurs  sont  numériquement  dépendantes  ou  congruentes  (n°  2), 

i-c-   "randeurs  étant   d'ailleurs  différentes  de  zéro,  nous  entendrons 
?  b 

par  quotient    de  b  par  a,   ou  —,  le  nombre  qui  permet  de  dérivera 
numériquement  de  «,  c'est-à-dire  que  nous  posons 

b        x  a 


ir  =  *> 


si  b  =  xa  et  a  ^  o. 

(  >n  peut  aussi,  dans  un  produit  de  deux  facteurs,  au  lieu  de  multi- 
plier ce  produit  par  un  nombre,  multiplier  l'un  des  facteurs  par  ce 
nombre  el  inversement  I  Grassmann,    /2.  4-0),  c'est-à-dire 

x{ab  )  =  (xa)b  =  a(xb  i. 
le  signe  de  la  multiplication  n'étant  pas  représenté  ici. 

6.  Multiplication  complexe  :  Produit  de  deux  grandeurs.  —  Nous 
appellerons  produit  de  deux  grandeurs  <./  et  b  dépendant  numéri- 
quement chacune  de  n  unités  <?,,  ...,  e„, 

a  =  xtei  -+-  x=i en  -H. . . -+-  xnen, 

le  iesU]t;,t  obtenu  en  multipliant  entre  elles.  ,luns  V ordre  <>b  elles 
sont  placées,  les  unités  dont  '/  el  A  sont  numériquement  dépendantes 
<•!  affectant  les  produits  de  ces  unités  d'un  coefficient  obtenu  en  naul- 
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ii]jli;mt  entre  eus  les  coefficients  de  ces  unités,  puis  faisant  la  somme 
de  tous  1rs  résultats  ainsi  formés.  C'est-à-dire  que  l'on  a,  en  adoptant 
provisoirement  pour  signe  de  multiplication  le  signe  0  .  par  exemple 

a  0    b  =  'Lxijrj  et-  0~  eJ} 

les  produits  partiels  e,0~e7  ne  pouvant  pas  être  intervertis 
(Hamilton  et  <  îrassmann  |. 

.  Par  exemple,  d'après  cette  définition,  si  a  el  b  sonl  des  nombres 
d'un  domaine  du  second  degré  el  eK  <■ ,  les  unités  du  domaine 

a  =  x  e,—  y  e.2, 
b  =  a;'el-hy'ei, 
on  aura 

«0^  b  =  xx  e\ex  -+-  xy '  ex  e,^r-  yx  e2ei  -f-  y  y' 'cj  '  ... 

On  voit  que  le  produit  de  deus  grandeurs  appartenant  à  un 
domaine  de  degré  //  dépendra  de  n-  produits  des  unités  primitives 
entre  elles.  C<--  produits  .sont  dits  du  deuxième  ordre  (')  et  aO  b 
est  nue  grandeur  du  deuxième  ordre.  Suivant  le>  conventions, 
d'ailleurs  en  partie  arbitraires,  que  l'on  établira  entre  les  produits 
tels  que  e,ej  et  les  unités  primitives  ou  entre  ces  produits  eux- 
mêmes,  on  obtiendra  des  multiplications  différentes.  Le  Calcul  vecto- 
riel dont  nous  avons  à  nous  occuper  peut  alors  procéder  de  deux 
ordres  d'idées  tout  à  fait  différents  el  dont  les  principe-  sont  les 
suivants  : 

7.  Principe  du  calcul  des  quaternions  i  Hamilton).  —  On  admettra 
que  le  produit  a0~  b  esl  un  nombre  du  domaine  des  unités  primi- 
tives, lien  résulte  !  n"  5  i  que  le  produit  doit  pouvoir  s'exprimer  au 
moyen  des  unités  du  système,  c'est-à-dire  comme  un  nombre  du 
système.  La  notion  de  X ordre  ou  degré  du  produit  disparaît,  on 
ne  conserve  que  celle  du  degré  du  domaine.  D'après  cela,  comme 
un  nombre  du  système  s'exprime,  ainsi  que  nous  le  verrons,  au 
moyen  de  quatre  unités  dont  l'une  est  i  et  dont  le-  imi-  autres  sont 
des  unités  complexes  i.j,  /.",  on  aura,   dans  le  calcul  des  quater- 

n  ions, 

a  =  w  H-  x'i  -t-  y  j  -+-  z  le. 

b  =  w'  —  x  i  -f-  y'  j  -f-  z'  k 

et 

a  0    b  =  w,  —  .7-,  i  —  «,  /.  -+-y\j, 

(])  Ou  du  deuxième  degré  i  cf.  n"  h.  Remarque  1). 
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<•!  il  restera  à  fixer  les  règles  permettanl  d'obtenir  les  nombres  te,, 
a?,,  r,.  :t .  <'ii  fonction  «1rs  nombres  o\  ./ .  r.  s  el  iv',  a?',  y',  s'  pour 
que  la  multiplication  quaternionienne  soil  parfaitemeni  définie.  Ces 
règles  découleront  d'ailleurs  directement  des  relations  que  l'on  éta- 
blira entre  les  unités  primitives  h  les  neuf  produits 

",    Jj\    **i    y.    y'1'-     '7'>    **i    /'*.    */, 

règles  particulièrement  simples  dans  le  système  bamiltonien  (voir 
n"  x.fl.  équation   \  i. 

8.  Principe  du  calcul  de  l'étendue  {A usdehn un gs lettre,  Grass- 
mann).  —  Le  principe  est  ici  toul  à  fait  différent  <'ii  ce  que 
Grassmann  admet,  non  seulement  que  l<¥  domaine  <lu  produit  et  celui 
des  unités  primitives  ne  sont  pas  les  mêmes,  mais  encore  que  ces 
grandeurs  ne  sont  pas  de  même  ordre  et  que,  par  conséquent,  on 
ne  peu  t  pas  les  faire  dépendre  linéairement  des  mêmes  uni  Lés. 

Grassmann  est  donc  amené  à  considérer  un  produit  tel  que  a0~  b 
comme  dépendant  de  nouvelles  unités  du  deuxième  ordre,  entre 
lesquelles  il  e>t  permis  d'ailleurs  d'éfablir  un  certain  nombre  de  rela- 
tions arbitraires.  Nous  indiquons  plus  loin  (n°  39)  celles  que 
Grassmann  a  adoptées  dans  un  cas  particulier. 

Il  serait  prématuré,  en  cet  endroit,  de  faire  une  comparaison  entre 
les  deux  systèmes,  mais  on  peut  déjà  présumer  que  celui  d'Hamilton 
sera  plus  simple,  tandis  que  celui  de  Grassmann  aura  l'avantage  de  la 
plus  grande  généralité.  Nous  verrons  <[ne,  dans  la  pratique,  c'est 
le  système  d'Hamilton  un  peu  déformé  qui  a  prévalu  Miib  le  nom  de 
Calcul  vectoriel.  Pour  certaines  questions,  cependant,  le  système 
grassmannien  présente  de  tels  avantages  que  sou  emploi  s'impose  de 
préférence  à  tout  autre.  Notre  Précis  a  pour  but  de  donner  de  cha- 
cune de  ces  deux  méthodes  une  connaissance  suffisante  pour  que  le 
lecteur  puisse  en  tirer  le  meilleur  parti,  soil  dans  ses  travaux  per- 
sonnels,  soit  dan-  la  lecture  des  Ouvrages,  maintenant  de  plus  en 
plus  nombreux,  où  se  trouve  adopté  l'un  ou  l'autre  des  systèmes  qui 
en  dérivent.  Nous  nous  limitons  toutefois  à  leur  application  à  I  espace 
géométrique  ordinaire  dit  à  trois  dimensions  i  espace  euclidien  i. 


CHAPITRE  II. 


I.  -  LE  POINT  ET  LE  SPATH. 

9.  Le  point  (').  -  Le  poinl  esl  l'élémenl  géométrique  au  moyeu 
duquel  sont  engendrées  toutes  les  autres  figurés  géométriques.  Quand 
un  point  se  déplace  dans  une  certaine  direction  constante,  il 
engendre  une  ligne  que  l'on  appelle  la  droite.  I  ne  droite  esl  déter- 
minée .m  moyen  de  deux  points.  Tous  les  points  d'une  droite  doivenl 
donc  être  numériquemenl  dépendants  de  deux  quelconques  de  ces 
points,  pourvu  toutefois  qu'ils  m'  soient  pas  confondus.  Nous  trou- 
verons, en  effel  plus  loin,  1rs  coefficients  d'un  point  arbitraire  situe 
sur  iim1  droite  donnée  définie  par  deux  points.  Par  rapport  au  point, 
la  droite  esl  donc  (n°  o)  une  figure  géométrique  du  second  degré. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  points  d'une  droite  se  dé- 
placent dans  une  translation  parallèle  à  une  direction  fixe  a.  Nous 
engendrons  ainsi  un  plan,  et  un  point  quelconque  M  de  ce  plan 
pourra,  d'après  ce  qui  précède,  s'exprimer  au  moyen  de  deux  de- 
points  de  la  droite  menée  par  M  parallèlement  a  la  direction  x  ci.  en 

Fie.  .. 


particulier,  du   point  C  i  fig,  i)  qui  se  trouve  sur   Vl>  ci  d'un  autre 
poinl    I).    M. o-  C  s'exprime  lui-même   linéairement    au    moyen  des 

(')  Ûulre  VAusdehnungslehre,  nous  nous  sommes  principalement  inspirés  'Inn- 
ée Chapitre  des  idées  il'-  Peano  (  Calcolo  geonietiim.  Turin.  1888).  Voir  aussi 
Burali-Forti,  Introduction  à  la  Géométrie  différentielle.  Gauthier-Villars,  1897. 
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<lru\  points  \  el  B.  Donc,  M  s'exprimera  linéairemenl  au  moyen  des 
trois  points  quelconques  \.  B,  I)  «lu  plan.  Le  plan  est  donc,  pai 
rapport  au  point,  un  domaine  du  troisième  degré. 

Supposons  enfin  que  tous  les  point>  «lu  plan  ^«>  d<-plaeenl  par  une 
translation  parallèle  à  une  direction  fixe  [3  non  parallèle  au  plan,  on 
verra,  par  un  raisonnemenl  analogue,  que  tout  poinl  «le  l'espace 
indéfini  s'exprime  linéairemenl  en  fonction  de  quatre  points  quel- 
conques non  coplanaires  de  l'espace  (c'est-à-dire  non  situés  dans 
un  même  plan).  L'espace  indéfini  est  donc,  par  rapport  au  point, 
un  domaine  du  quatrième  degré. 

Le  point  n'a  pas  de  dimensions.  La  droite  a  une  seule  dimension 
qui  est  -.1  longueur.  l>e  plan  a  deux  dimensions  :  longueur  et  largeur. 
L'espace  géométrique  a  trois  dimensions. 

III.  Définitions.  —  <t.  J'appelle  recteur  (Hamilton,  L)  la  droite 
limitée  <pii  a  même  longueur,  même  direction  et  même  sens  que 
celle  qui  joint  un  poinl  \  de  l'espace  à  un  autre  point  B,  son  origine 
pouvant  être  d'ailleurs  un  poinl  quelconque  de  l'espace  autre  que  A. 
Nous  désignons  un  vecteur  (Hamilton)  par  une  minuscule  grecque. 

I .  équat  ion 

„ r. 

exprime  «lune  que  les  deux  vecteurs  y.  et  [3,  transportés  parallèlement 
à  eux-mêmes,  de  manière  à  avoir  même  origine,  coïncident.  On  peut 
transporter  un  vecteur  dans  tout  l'espace,  parallèlement  à  lui-même, 
sans  changer  sa  valeur.  Aon-  désignons  la  longueur  d'un  vecteur 
sous  le  nom  de  teneur  et  nous  la  représentons  au  moyen  de  la 
caractéristique  T.  Ainsi  Ta  signifie  longueur  du  vecteur  ?.. 

I>.    J'appelle    parallélogramme    WM .  (Grassmann,     /  ■_,.    239)  le 

Kig.    1. 

? ■ C- * 


parallélogramme  MW.h.  dont  AH  e1  l>(  I  sont  deux  côtés  consé- 
cutifs .  >)  el  parallélogramme  x{3  celui  dont  le-  vecteurs  x  et  [3 
-oui  deux  côtés  consécutifs. 

Deiis    parallélogrammes    situés    dans    le    même    plan    ABC,    DEI 
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(ou  aji$  et  yS)  ont  même  signe  ou  signe  contraire  -ui\;uii  que  UE 
étanl  ;  *  1 1 1  <  •  1 1  <  -  >ur  ÀB  (ou  y  sur  %)  sans  retournement  de  La  figure,  La 
direction  de  D  vers  E  étanl  la  même  que  celle  < i < •  \  vers  B  (ou  La 
direction  de  y  la  même  que  celle  de  a  i,  l<  ^  points  C  <i  F  (ou  Les  vec- 
teurs (3  el  5)  sont  nu  aon  du  même  côté  de  la  ligne  AI$  i du  vecteur  a) 
indéfînimenl  prolongée. 

L'aire  du  parallélogramme  ABC  (ou  xfi)  s'appelle  sa  teneur.  I^a 
teneur  est  un  nombre  essentiellement  positif.  On  la  précède  <ln 
■-lune  -\-  ou  du  signe  —  pour  indiquer  le  sens  du  parallélogramme 
par  rapport  à  un  autre  pris  comme  ternie  de  comparaison. 

Deu\  parallélogrammes  situés  dans  le  même  plan  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  même  teneur  et  même  signe. 

11  est  clair  que  si  deux  parallélogrammes  ABC,  ABE  de  même  base 
sont  égaux,  la  ligne  CE  est  parallèle  à  AB  <  fi  g.  ■>.  \. 

c.  J'appelle  spath  ABCD  ou  spath  ix(3y,  Le  parallélépipède  dont 
trois  arêtes  consécutives  non  situées  dans  un  même  plan  sont  AB, 
BC,  CD  (ou  les  .vecteurs  xjijy).  Deux  spaths  ABCD.  EFGH  i  ou  -/iy 
et  5eÇ)  ont  même  signe  ou  signe  contraire  suivant  que  Les  parallélo- 
grammes ABC,  EFG  (ou  a|3  et  oe  >  étant  amenés  dans  le  même  plan 
et  placés  de  manière  à  avoir  même  signe,  Les  points  1)  et  II  (ou  les 
vecteurs  yel  Ç)  sont  ou  non  placés  du  même  côté  de  ce  plan  indéfini. 

Le  volume  d'un  spath  s'appelle  sa  teneur.  C'est  un  nombre  positif 
que  l'on  précède  du  signe  -+-  ou  —  pour  indiquer  L'orientation  du 
spath  par  rapport  à  un  autre  pris  comme  comparaison. 

Deux  spaths  sonl  égaux  lorsqu'ils  ont  même  teneur  et  même 
signe.  Si  deux  spaths  ABCD,  ABCE.  de  même  hase,  sont  égaux,  la 
Ligne  DE  est  parallèle  au  plan  ABC. 

Il  est  clair  que  Les  équations 

ABCD  =  o         ou  stpy  =  o 

expriment   respectivement  que  les  quatre  points  A.  13.  C,    l>  ou  les 
trois  vecteurs  -/.  't>.  y  sont  coplanaires  ('). 

Remarque.  —  Il  faut  bien  se  garder,  dans  ce  qui  précède,  de  con- 
sidérer VBCD  et  ABC  ou  ocjiiy  et  x^  comme  des  produits  que  nous 
n'avons  pas  encore  définis.  Ce  sont,  pour  Le  moment,  de  simples 
symboles  auxquels  il  ne  faut  pas  attacher  d'autre  sens  que  celui  qui 
leur  est  donné  par  la  définition. 

<  '  )  L'expression  «  coplanaire  »  (Hamilton)  signilie  quand  il  s'agit  de  points  «situés 
dans  un  même  plan  >>  el  quand  il  s'agil  de  vecteurs  «  parallèles  à  un  même  plan». 
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11.  On  appelle  rapport  <lc  deux  spaths  celui  <le^  nombres  qui 
expriment  leurs  teneurs,  affecté  du  signe  -h  ou  du  signe  —  suivanl 
&ue  ces  spaths  onl  même  signe  ou  signe  contraire. 

Deux  spaths  quelconques  peuvenl  s'exprimer  au  moyen  d'un  troi- 
sième pris  comme  unité,  à  l'aide  <le  deux  nombres  positifs  ou  néga- 
tifs. L;i  somme  ou  la  différence  de  ces  spaths  est  alors  exprimée  par 
la  somme  ou  la  différence  de  ers  nombres  el  elle  est  rapportée  à  la 
mriiir  unité.  On  conçoil  alors  que  l'on  pourra  obtenir  le  nombre  qui 
représente  la  somme  algébrique  d'un  nombre  quelconque  de  spaths 
et,  généralement,  une  fonction  linéaire  de  --pallia  de  la  forme 

X\  S!  ±  a"2S2±  cr3S3±.  .  . . 

lu  2^,  .r2,  X3    sont   des    nombres   quelconques    positifs   ou   négatifs 
et  S,,  So,  ...  des  spaths  rapportés  à  une  unit*''  choisie. 
On  remarquera  que  Ion  a 

ABCD=—  BAGD  =  — ACBD  =  -+-  BADC... , 

c'est-à-dire  qu'un  spath  change  de  signe  (sans  changer  de  teneur)  ou 
non  suivanl  que  le  nombre  de  permutations  des  points  ABCD  est 
impair  ou  pair.  Celte  propriété  esl   analogue  à  xxne  propriété   bien 
connue  des  déterminants. 
On  a,  de  même, 


a($Y  =  fox  =  y<xP  =—  (ky  =  —  ayfi  =• 


vft, 


c'est-à-dire  fju'un  spath  ne  change  pas  de  signe  par  une  permutation 
circulaire  des  vecteurs  a,  (3,  y,  et  change  <l»'  signe  par  une  permu- 
tation non  circulaire  (en  conservant  la  même  teneur). 


II.  —  LA  FORME  F,. 

1^2.   Définition.   —  J'appelle  forme  F,  une  expression  formée  par 
une  somme  de  points  multipliés  par  des  facteurs  réels,  telle  que 

F,  =  aÂ  +  6B  +  cC-f-... 
et  je  donne   un   sens  à  cette  expression  en  définissant  l'égalité  de 

deUï   formes   F,   el 

F',  —  a'  X'  -h  b'W -\-  c'C'-t-.. ., 

dépendant   ou  non  des  mêmes  points,  de   la  manière  suivante.   Les 
deux  formes  F,  et  F',  sont  égales  lorsque  l'on  a,  quels  que  soient  les 
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trois  points  P,  Q,  R  de  L'espace,  l'égalité  suivante  : 

aAPQR  4-  6BPQR  -+-  cGPQR  -4-. . .  =  «A'PQR  +  b'  B'PQR  -+-  c'C'PQR 

entre  les  spaths  APQR,  BPQR,  . . .,  A'PQR. . . . 

L;i  somme  des  coefficients 


s'appelle  la  masse  de  lu  forme  \7,.  Une  F,  à  un    seul    terme,    telle 
que  aA,  s'appelle  point  multiple. 

11  y  a  deux  «;i  --  a  distinguer  suivant  que  la  masse  est  yé  o  ou  nulle. 
I\<>iis  allons  voir  que,  dans  le  premier  cas,  la  forme  F,  représente  un 
point  multiple,  c'est-à-dire  un  point  de  l'espace  affecté  d'un  coeffi- 
cient ijiii  est  précisément  égal  à  la  masse,  et  que,  dans  le  second  cas, 
elle  représente  un  vecteur. 

A.  —   Forme   F,   de  masse  non  nulle.    Calcul  barycentrique . 

13.  Supposons  d'abord  que  nous  considérions  une  forme  com- 
posée de  deux  termes  seulement  et  doni  la  masse  est  ^é  o,  soit 

F  i  =  a  A  -f-  b  B ,         a  ■+-  b  =z=  o , 

nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  forme  a\-\-ùT$  de  masse  non  nulle  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'une  F,  à  un  seul  terme 

(a-+-6)C, 

où    G   est    un   point   situé    si/r    la    droite     VB   et   détermine  par 

V  équation 

ÇA        _  b 

CB  ~~  — '  a' 

Soient  en  effet  P,  Q,  R  trois  points  quelconques  situés  dans  un 
plan  (Q)  qui  coupe  AB  en  H.  Les  spaths  ayant  pour  base  le  parallé- 
logramme PQR  et  pour  sommets  A,  B,  C  sont  entre  eux  comme 
leurs   hauteurs  ou  encore   comme  les  longueurs    \II.   BH,  CH,  on  a 

donc 

APQR  _  BPQR  _  CPQR 

ou 


AH      BH 

G  H 

aAPQR  -+-  6BPQR 

CPQR 

aAH  -  6B1I 

GH 

lt.    LA    FORME    Fj. 

Si  nous  |HNin- 

{a)  (a   h6)CH  =aAH  -ABU. 

nous  aurons  alors 

(a-t-ô)CPQR  =  aAPQR  ^-6BPQR, 

i  „  ..   6)C  =  a  A  —  6B, 


i3 


c'est-à-dire 


,,,ns(, u«-  P,  Q,  R  sonl  quelconques.  Ce  qui  démontre  la  proposition, 
La  position  de  C  sur  La  droite  VB  résulte  de  l'équation  (a). 

Fig.  3. 


La  démonstration  sérail  en  défaut  si  le  plan  (Q  )  était'parallèle  à  M>. 
mais  alors  les  spaths  ont  même  base  et  même  hauteur  et  l'on  a 


ou 


APQR=  BPQR  =  CPQR 

a  VPQR-+-6BPQR  =  (a  +  6)CPQR, 

quel  que  soit  le  point  C  sur  AB. 

I  i.  Le  résultat  précédent  s'étend  aisément,  de  proche  en  proche,  au 
cas  où  la  F,  comprend  3,   \ //'termes.  On  verra  sans  difficulté 

que  si  l'on  a 

F|=aÀ-h*B-t-...H-/L, 

avec 

on  peut  écrire 

F,  =  m  G, 
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G  étant  un  point  parfaitement  déterminé  d'une  manière  univoque  et 
m  étant  la  niasse  de  la  forme  F,. 

Le  point  G  ainsi  déterminé  s'appelle  le  bary  centre  ('.)  des  point  » 
A,  B,  ...,  L,  affectés  des  masses  a,  b,  ...,  /.  On  voit  que  ce  point  n'est 

autre  que  le    rentre  de  gravité  des  masses  a,  b /  placées  aux 

points  A,  B,  ...,  L. 

lo.   Il  suit  de  là  que  l'équation 

<  a  i  L.  =  

x  -+-  y 

représente  un  point  quelconque  de  la  droite  AB  quand  on  fait  varier 

x  et  y  et  que  l'on  a 

y  _    _  CA 
x  ~       GB  ' 
on  peut  donc  dire  que 

(x  -+-y)C  =  x\-¥- yTS 
ou 

G  =  mA.  +  (i  —  m)B, 

où 

CA        m  —  i 

est  Y  équation  de  la  droite  AB. 

On  en  déduit  que  trois   points  A,    B,   C  sont  collinéaires  (ou  en 
ligne  droite)  si  l'on  a  une  relation  linéaire  de  la  forme 

aA  +  iB-rcC  =  o, 
avec 

a  -+-  b  —  c  =■  o. 

De  même,  si  A,  B,  C  sont  trois  points  quelconques  de  l'espace,  la 
forme 

(b)  [(ï+j  +  ^jD^.tA+jB  +  jC 

représente  un  point  quelconque  du  plan  ABC.  C'est  Yéquation  du 
plan  ABC.  Soit  en  effet  D  un  point  quelconque  du  plan  ABC,  joi- 
gnant  C  et  D  par  exemple,  et  soit  M  le  point  où  CD  rencontre  AB, 
on  aura,  puisque  M  est  sur  la  droite  AB, 

(x  -4-joM  =  3"A  -t-j'B 


(')  Môbius,  Calcul  bary centrique,  i s i 7 . 
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el  alors,  puisque  I)  esl  sur  la  droite  CM, 

[  (  J"  —  y)-i-z]D  =  (x-+-y)M^-zC  =  xA.-T-y\i-i-zC. 

La  condition  pour  que  quatre  points  A.  B,  C,  D  soient  dans  un  même 
plan  est  qu'il  existe  une  relation 

aA  j-6B  +  cC  +  rfD  =  o, 
;i\  ec 

a->r-b-i-c-:r-d  =  o. 

Enfin  la  forme 

rA-)'Ii-.'C-  «D 
P  = , 

où  \.  I).  <-.  I)  ne  sont  ni  collinéaires  ni  coplanaires,  représente  un 
point  quelconque  île  l'espace. 

En  posant 

x  -\-y  -hz  -+-  u  =  S, 

«m  appelle  les  rapports 

x  y  z  u 

S'         S'         S'         S 

coordonnées  barrée n triques  du  point  P. 

Elles  ne  sont  déterminées  que  par  leurrapport.  Amis  en  trouverons 
l;i  valeur  un  peu  plus  loin.  On  posera  souvent 

(d)  x-+-y-\-z-\-u  =  i 

et  dan-  ce  cas  on  dit  simplement  que  x,  y,  s,  u  sont  les  coordonnées 
barycentriques  du  point. 

1(3.  Applications.  —  Nous  non-  contenterons  de  quelques  applica- 
tions très  simples  des  principes  précédents,  qui  permettront  toute- 
loi-  de  voir  comment  et  dans  quels  genres  de  questions  il  est  commode 
<l'\  avoir  recours. 

Le  barycentre  des  sommets  d'un  triangle  ABC  est  donné  par 
l'équation 

I  )n  peut  écrire 

;  S  =  (A  +  B)  +  C  =  À+(B  +  C)  =  (A+C)  +  B. 

Si  Ton  remarque  que  le  point  ^D  =  A-t-B  est  le  milieu  de  AB.  on 
Voit  par  cet  arrangement  que  le  barycentre  des  sommets  se  trouve  à 
l'intersection  des  trois  médianes.  Par  conséquent,  celles-ci  sont  con- 
courantes. 
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On  voil  de  plus  que 


(  Il  M'ITIU.     II. 


3S  =  aD-t-  C, 


ce  qui  montre  que  !<•  poinl  de  rencontre  se  trouve  sur  la  médiane  au 
tiers  à  partir  de  la  base. 

De  même  le  barjcentre  des  sommets  <lu  tétraèdre  VBCI)  esl  donné 
par  l'équation 


4  S  =  À  —  B  +  C  -4-  D, 


<  i  en  écrivant 


^S  =  (A-t-B  +  C)  +  D  =  (A  +  B)  +  (C  +  D)  =  (A  +  C)  +  (B  +  D) 
=  (A-v-D)-t-  (B-+-C), 

on  voit  que  le  point  se  trouve  au  quart  de  ta  distance  à  partir  <le  la 

base  de  chacune  des  droites  qui  joignent  les  sommets  au  centre  de 
gravité  de  la  base  opposée  ou  encore  au  milieu  de  chacune  des  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  lesquelles  se  coupent  donc 
en  ce  point,  etc. 

Cherchons  le  barycentre  du  périmètre  (\u  triangle    i3C  |  fig.   \). 
Les  barvcentres  des  trois  côtés  sont  : 


G'  = 


A -h  B 


B'  = 


C 


A' 


B 


que  nous  devons  affecter  de   masses   proportionnelles  aux  longueurs 


c,  b,  a  des  côtis.  de  sorte  que  le  barycentre  cherché  esl   donné   par 

l'équation 

(a  +  4-rr)S'=oA'-rèB'+cC. 

ce  qui  donne  le  moyen  de  le  construire. 

Divisons  A'B'  par  le  point  D  dans  le  rapport  y-r-r  = >  on  aura 

(a-t-6)D==  aA'+iB', 

de  sorte  que  le  barycentre  se  trouve  sur  la  droite  CD.  D'autre  part. 
le  point  D,  par  suite  de  cette  construction,  esl  sur  la  bissectrice  dà 
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l'angle  \ 'C'B'.  Il  en  résulte  que  le  poinl  cherché  esl  le  poinl  de  ren- 
contre des  bissectrices  du  triangle  médian,   c'est-à-dire  le  centre  du 
cercle  inscrit  < hi  1 1  •-  ce  triangle. 
(  )m  peul  écrire,  puisque 

A'_ï+£,  B'-£±±.  C-i-ii, 

■>  ■>  2 

•a (a  -+-  é-f-  c)S'=  a(H  +  C)H-  6(C       A     •   c  (A       B 

=  (a      6  +  C)  (  a  -h  I!  ■+-  G)  —  (a A  -4-  6 B      eC,\ 
nu  bien 

aS'=  3S  — J, 

en  |hin;hiI 

aA.-t-6B  +  cC 


a       b  —  c 


D'après  ce  que  nous  venons  <!<■  voir,  .1  esl  le  centre  du  cercle  ins- 
crii  dans  le  triangle  \\\C.  <  )n  voit  (Inné  que,  dans  tout  triangle,  le 
centre  du  cercle  inscrit,  le  centre  de  gravité  des  côtés  et  celui  des 
sommets  sont  en  ligne  droite  (n°  15).  L'équation  précédente  indique 
leurs  positions  respect  ives. 

Remarque.  —  Il  résulte  «les  nos  13  et  li  que  deux  formes  F,  sont 
égales  quand  elles  ont  même  masse  et  même  barycentre  et  seulement 
dans  ce  cas. 

I  ne  équal Hiii  telle  que 

m  A  =  n  B 

exige  donc 

m  =  n,         A  =  B. 

(  )n  pourrail  d'ailleurs  obtenir  ce  résultat  directement  par  la  défini- 
tion «le  l'égalité  de  < I < •  11  x  (orme-. 

B.  —  La  forme  l",  de  masse  nulle.  Le  vecteur. 

17.  Considérons  la  forme 

F,=  B  -A 

ou  différence  de  deux  points  (Hamilton,  Première  Lecture  on 
Quatemions).  Cette  forme  a  une  masse  nulle.  Non-  l'appellerons  un 
vecteur  (Hamilton).  Le  poinl  \  s'appelle  origine  «In  vecteur,  le 
poinl  B  s'appelle  son  extrémité.  Nous  représenterons  un  vecteur  par 
une  petite  lettre  grecque  en  posant 

a  =  B     -  A . 
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I)<'ii\  vecteurs  smit  égaux  lorsqu'on  ;i 

li  —  A  =  B'—  A  . 

(I  mi  i    i  i 

B  +  A'_  B  '-t-  A 
•t.  i. 

c  est-à-dire  i  fig.  5  )  nue  le  milieu  I)  de  V  B  coïncide  avec  le  milieu 
de  VB  .  Lu  figure  V.BB'A' est  donc  un  parallélogramme  el  par  consé- 
quent deux  vecteurs  égaux  sonl  représentés  par  des  droites  égales, 


parallèles  et  de  même  sens  AB,  A'B'.  Réciproquement,  <lru\  droites 
de  l'espace,  qui  ont  même  longueur,  même  direction  et  même  mus. 
représentent  des  vecteurs  égaux.  On  voit  que  le  symbole  a  représente 
l'une  quelconque  de  ces  droites  et  qu'on  peu!  la  transporter  paral- 
lèlement à  elle-même  dans  tout  l'espace,  sans  modifier  le  vecteur 
qu'elle  représente  {cf.  n°  10).  On  voit  ni usi  que  la  définition  du  vec- 
teur au  n°  10  coïncide  avec  celle  que  nous  donnons  ici. 

La  longueur  d'un  vecteur  s'appelle  son  module  ou  sa  teneur.  Nous 
le  représenterons  par  la  caractéristique  T  i  '  i.  Hamilton  emploie  la 
même  caractéristique  T,  parce  qu'il  désigne  le  module  -mis  le  nom 
de  tenseur.  Celte  dernière  désignation  esl  actuellement  employée 
autrement  (cf.  104  ci  suiv.). 

Un  vecteur  dont  le  module  est  égal  à  l'unité  s'appelle  vecteur  uni  le 
ou  unitaire.  Nous  désignerons  par  l'indice  ou  I  exposant  zér<>  un  vec- 
teur unité  ayant  même  direction  el  même  sens  que  le  vecteur  a.  Le  zéro 
en  indice  mi  en  exposant  indiquera  toujours  un  vecteur  unité.  Dans 
les  cas  très  rares  où  nous  aurons  à  employer  I  exposant  zéro  pour 
indiquer  la  puissance  zéro  d'un  vecteur,  nous  surmonterons  le  zéro 


(')  Nous  emploierons  ;mssi.  quelquefois  exceptionnellement,  une  petite  lettre 
latine,  a,  par  exemple.  On  trouve  aussi  (par  exemple  Sarrau)  la  caractéristique 
mod. 
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d'un  trait  horizontal.  Par  conséquent,  les  vecteurs  or0,  ot°,  a','  indi- 
quenl  respectivemenl  les  vecteurs  unités  suivant  a,  suivant  y,  <m  le 
vecteur  oc,  élevé  à  la  puissance  zéro. 

Théorème.  —  Une  forme  I- ,  quelconque  de  musse  nulle  repré- 
sente un  vecteur. 

Soit  <'ii  effet  La  forme 

F1  =  aA     -6B  -+-...  -+-/L, 

de  masse  nulle  et  ^mi  (  )  un  point  quelconque.  La  forme 

F2  =  a  A  -r-  h  \\  —  .  .  .  —  IL  -+-  Q  =  F,  4-  Q 

représente  nue  forme  dont  la  masse  n'esl  pas  nulle  puisqu'elle  est 
éeale  à  1.  On  a  donc  un  barycentre  P 

F,  -  Q  =  P(o+  0; 
d'où 

f?.  =  P  -  Q, 

c'est-à-dire  un  vecteur  1  qui  peut  d'ailleurs  être  nul  ). 

18.  Multiplication  d'un  vecteur  par  un  scalar.  —  Le  produit  <l  un 
vecteur  par  un  scalar  est  un  vecteur  qui  a  même  direction  que  le 
vecteur  lui-même,  dont  la  longueur  est  égale  à  celle  du  premier 
multipliée  pur  le  scalar  et  qui  a  même  sens  ou  sens  opposé,  sui- 
vant une  le  scalar  est  positif  OU  négatif. 

Cela  résulte  de  la  définition  du  produit  d'une  forme  b\  par  un 
scalar  1  {).  Soit  un  \  ecteur 

a  =  H  —  A. 
nu  aura 

m  /  =  m  15  —  m  A. 

Le  deuxième  membre  est  une  Y  ,    de  masse   nulle.   C'est   dune   un 

\  ecteur. 

Soient  A  son  origine  l  qui  est  arbitraire  i  et  C  son  extrémité.  Nfous 

aurons 

G  —  A  =  m  B  —  m  \ 
ou 

C  =  m6  -+-  (  i  —  ///    A . 

un  voit  ali  n  •>  i  15)  que  le  point  C  est  sur  la  droite  ^.B  (a  -+-  b  -f-  c  =  o) 

et  que  I  on  a 

CA  _       m 
CB  "  m  —  t" 
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On  en  déduil  facilemenl  que  C  esl  du  côté  <le  l>  ou  du  côlé  opposé 
par  rapporl  à  ///  suivanl  que  /;/  est    >  ou  •  .:..'  <>  el  que 

T(AG)=  /nT(AB  i 
Il  Nini  de  là  que  l'équation 

[3   =  X7, 

où  ./■  esl  un  scalar  quelconque,  représente  un  vecteur  parallèle  à  y.. 
Réciproquement,  on  peul  écrire  aussi,  en  divisant  par  a, 

B 

-  =  ■'', 

y. 

niais  il  faut  bien  noter  que  la  division  de  deux  vecteurs  n'a  actuelle- 
ment de  sens  que  si  ces  vecteurs  sont  parallèles.  Le  quotient  de  la 
division  est  alors  un  nombre  (cf  n"  5,  Remarque  II  ). 

Il  suit  égalemenl  de  ce  qui  précède  qu'un  vecteur  peul  s'écrire 
sous  forme  du  produit  de  son  module  par  son  vecteur  unitaire. 
D'où 

a  =  Ta.a0  =  a0.Ta. 
On  tire  de  là 

a,'=Ta' 

opération  permise  puisque  Ta  est  un  nombre. 

Nous  convenons  de  regarder  le  module  d'un  vecteur  comme  un 
nombre  positif.  C'est  en  effet  un  nombre  abstrait  qui  indique  simple- 
ment le  rapport  <le  deux   longueurs  el   qui    n'est   pas  susceptible  de 

signe.  » 

Le  rapporl  <le  deux  vecteurs  parallèles  esl  égal  au  rapport  de  leurs 
modules  affecté  <lu  signe  -+-  ou  — ,  suivanl  que  les  deux  vecteurs  ont 
même  sens  ou  non  : 

ê  =±  =£         si  S=a?a'      {Rem.U,5). 

oc  la 

19.  Addition  des  vecteurs.  —  Si  nous  avons  //  vecteurs  à  addi- 
tionner, nous  pouvons  les  supposer  rapportés  à  la  même  origine  et 
leur  somme  sera  alors,  en  désignant  par  (  )  celle  origine  commune, 

S  =  (A  —  Oj  +  (lî  —  0)+...H-(L  —  O)  =  A-i-B-t-...-4-  L—  «0. 

Soil  G  le  barycentre  «les  points  V.  B L,  nous  aurons 

nG=  A  -t-  B  -h. . .       L, 
d'où 

5  =  nG  —  nO  —  n(G  —  0). 
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La  somme  esl  donc  un  vecteur  dirigé  suivanl  OG  «-i  donl  !<■  module 
est  n  !<>i>  celu i  <!<•  (  )(  i . 

En  particulier,  dans  le  cas  de  deux  vecteurs  (  ) A  el  (  >l>  <  fig.  6),  le 
I  toi  ni  (  i  <-si  le  milieu  de  MJ.  de  sorte  que  l;i  somme  de  deux  vecteurs  a 
ri  3  esl  la  diagonale  OC  =  a. OG  du  parallélogramme  construit  sur 
()\  ci  OH.  C'est  la  règle  connue  du  parallélogramme.  ()n  en 
déduira,  en  étendant  successivement  la  construction  ;'i  •>.  \.  ...  vec- 

Fig.  6. 


teurs  l;i  règle  connue  :  Porter  à  partir  d une  origine  quelconque 
successivement  les  vecteurs  donnés  (avec  leur  signe)  l'extrémité  de 
l'un  devenant  V origine  du  suivant.  La  somme  est  èça/e  au  vec- 
teur  qui  joint  l'origine  du  premier  à  V  extrémité  du  dernier. 

Il  n'esl  pas  nécessaire  d'insister  sur  ces  notions  qui  sont  entrées 
actuellement  dans  le  domaine  de  l'enseignement  élémentaire  et  que 
l'on  résume  actuellement  sous  la  tonne  suivante,  rappelant  la  règle 
de  composition  des  forces  concourantes  : 

La  somme  algébrique  d'un  nombre  quelconque  de  vecteurs  est 

ht  résultante  géométrique  de  ces  vecteurs  pris  mec  leur  signe. 


v  a   lieu   cependanl   d'ajouter  ici  quelques  rémarques   souvent 


atiles. 


"20.  a.  Soient  x  <■!  3  deux  vecteurs  non  parallèles,  el  a  el  h  deux 
scalars  quelconques.  La  somme  a  a -h  6^  est  un  vecteur  qui  ne  peut 
d  ie  nul  à  moins  que  a  =  o,  b  =  o;  l'équation 

i  i  a%  —  1/6  =  o 

esl  doue,  dans  ce  cas,  équivalente  aux  deux  équations 

a  =  o,         l>  —  o. 
I  )c  même  I  équation 

/y.       y  'i  =  x'i  -+-  y'j 

enl  raîne 

x  =  r       y=y'- 
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h .  Si  l'on  n'es!  pas  renseigné  sur  les  directions  de  2  H  [3  el  que 
l'on  sache,  d'autre  part,  que  <■/  el  l>  ne  s<mt  pas  nuls,  l'équation  préJ 
cédente  |  1  i  indique  que  a  esl  parallèle  ;ï  (3  ou 

«IIP- 

c.  Si  y.  3,  Y  sont  trois  vecteurs  non  coplanaires,  c'est-à-dire  non 
parallèles  à  un  même  plan,  l'équation 

a  a  -t-  b  p  -+-  c  y  =  o 


<  2  1 

exige  aue  l'on  ail 


a  =  o,  6=0,  C  —  o, 


puisque  <2  a  -1-  &3  par  exemple  esl   un  vecteur  qui  esl   dans  le  même 
plan  que  a  et  (3  el  qui  ne  peut  donc  pas  être  égal  à  cy  puisque  celui-ci 
n'est  pas  dans  ce  plan. 
I  )c  même  l'équation 

x a  -+- y  p  -+-  5 y  =  a?' a  -+- y' £  —  -s'y 

exige  dans  ce  cas  que  Ton  ait 

x  =  a:'.  y  =  j/',         2  =  z'. 

Ces  remarques  sont  d'une  application  fréquente. 
d.   En  posant 

p  =  C  —  O,         a  =  A-0,         P  =  B —  Ô, 

on  déduit  de  (  15)  que  l'équation 

(x  ■+• y  )  p  =  a: a  -t-  y  (3 

représente  VéqUalion  vectorielle  de  la  droite  passant  par  les  extré- 
mités îles  vecteurs  a  et  [il  (c'est-à-dire  que  z  est  le  vecteur  d'un  point 
quelconque  de  cette  droite). 
De  même  (  15  )  on  verra  que 

(  x  -+-  y  -t-  z)p  =  ./•  y.       y  [i  --  -  y 

est  V équation  vectorielle  du  plan  passant   par  les    extrémités  des 

vecteurs  a,  [3,  Y. 
Enfin  si  l'on  a 

ap  -t-  6a  -+-  cfi  =  o 

a\  et 

a  -+-  6  -+-  c  —  o, 
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les  extrémités  «1rs  vecteurs  z.  x,  3  sonl  collinéaires  el  si  I  <m  ;i 

^  p  4-  ô«  ■+■  c  jï  -+-  ^y  =  o 
avec 

a       l>        c  4-  </  =  o, 

les  extrémités  (1rs  vecteurs  s.  a.  B,  y  sonl  coplanaires. 

Il  esl  supposé,  bien  entendu,  <  1 1  h  *  inih  ces  vecteurs  sonl  rapportés 
à  un<*  origine  commune,  <l  ailleurs  arbitraire. 

2 1 .  Décomposition  d'un  vecteur  suivant  trois  directions.  Soient  p 
un  vecteur  quelconque  el  oc,  [i.  v  trois  autres  vecteurs  quelconques 
niMi  coplanaires,  c'est-à-dire  non  parallèles  à  un  même  plan  et  menés 
par  la  même  origine.  Le  plan  mené  parp  el  parv  par  exemple  (jig-  7) 


boupe  le  plan  y/t>  suivant  une  droite  ()L)  et  nous  pouvons  décom- 
boser  p  d'une  manière  et  d'une  seule  suivant  les  directions  OD  el  y 
en  <  )G  et  OI3.  On  aura  alors 

OB  =  «y, 

c  étant  un  scalar.  OC  peut  également  se  décomposer  dune  manière 
el  d'une  seule,  suivant  ael  [3  en  OA  el   \(  !  (ou  OA  el  OE)  =  xol  -+- y$. 

(  )n  a  (lune 

On  peut  toujours  décomposer  un  recteur  suivant  trois  direc- 
tions arbitraires  non  coplanaires,  et  cette  décomposition  n'est 
possible  que  dune  seule  façon. 

Nous  emploierons  de  préférence  [unir  celle  décomposition  un  sys- 
tème de  trois  vecteurs  unités  trirectangulaires  formant    un  trièdre  à 
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droite  el  <  1 1 1  «  -  nous  désignerons  par  les  symboles  /,  /.  k  (Hamilton)('). 
Les  vecteurs  /.  /.  /  étanl  représentés  respectivement  para,  'i.  '■  dans 
la  figure  ~.  ri  j  et  /,  étant  dans  le  plan  de  la  feuille,  l<-  sens  à  droite 
<--t  celui  qui  esl  i<'l  que  i  esl  alors  perpendiculaire  à  la  feuille  el 
dirigé  vers  le  dessus.  (  mi  peut  dire  iiu^-i  que  si  l'on  étend  les  trois 
premiers  doigts  de  la  main  droite  de  manière  à  former  un  trièdre 
trirectangulaire  \  fig.  8),   les  vecteurs  /,  j .  /.   onl  respectivemenl  les 


Fig.  s. 


directions  du  pouce,  <lu  deuxième  doigl  <'i  lu  médius.  Ou  encore 
que  -i  I  on  eu  limer  un  tire-bouchon  h  uni  lit  ni  dans  le  sens  de  j  vers  A", 
le  tire-bouchon  progresse  dans  l;i  direction  du  vecteur  i  <  Maxwell  i. 

(  )n  déduit  de  l;ï  craun  point  quelconque  V  de  l'espace  peut  se 
représenter  comme  somme  d'un  point  arbitraire  et  d'un  vecteur. 

(  )n  a  m  effet 

P—  O  =  ri  ^yj  ■+■  zk 

ou  bien 

P  —  0  -+-  xi  —  yj  —  zk. 

On  \nii  qu'un  point  n'est  point  un  nombre  complexe  du  système 
i.  j .  k  il  ne  peul  pas  s'exprimer  comme  tel,  car  ()  ne  s'exprime  |>;i* 
en  fond  nui  de  i.  / .  k. 


C.  —  La  forme  I'..  Le  bipoint. 

22.   Définitions.  —  Nous  appelons  forme  F2  une  somme  de  termes 
de  l;i  forme 

Fj=  a,  A,  B,  -+■  as  \,  I!,  -+-...-+-  a„  A„  l!„  =  SrtAB, 


(')  Hamilton  étaldii  le  trièdre  i.j.  /.  dans  le  sens  opposé  au  |ndlre,  c'esl-à-dire  à 
gauche,  mais  le  sens  des  rotations  ■>  droite  étant  le  seul  employé  actuellement  en 
Mécanique  et  en  Physique  (sens  direct  de  l'Astronomie),  nous  nous  sommes  confon 

uns  il  cet  usasse. 
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[es  a  sont  «le-  scalars  el    \.   B  des  points  h  qous  <l i-"i>^  que  la 


ou 

forme  F  .  esl  é gale  à  la  fornu 


v:,  =  a\  a,  b;  -  «:,  \,  \-,     ...=  Sa  A'ir. 

»i  l'on  a,  que/s  que  soient  tes  points  I*  el  Q, 
SaABPQ  =  Sa'  \  B'PQ. 

Nous  appellerons  bipoint  |  '  |  mie  F2  composée  «I  an  seul  terme  et 
dont  le  coefficient  esl  égal  à  V unité.  Considérons  d'abord  deux 
bipoints  AI)  el    VB  .  Pour  qu'ils  soient  égaux,  il  faul  que  I  on  ait 

A.BPQ'=  A' B'PQ, 

quels  que  soient  Pet  Q.  Or,  si  PQ  esl  une  droite  rencontrant  AB, 

..ii  a 

ABPQ  -  o. 
011  doit  dune  ;i\  oir  aussi 

^'B'PQ  =  o. 

c'est-à-dire  que  tout  plan  passant  par  les  points  V  et  B  doit  passer 
aussi  par  les  points  V  et  B'.  Les  quatre  points  V,  B.  V,  B'  sont  donc 
sur  unv  même  droite.  I  )e  plus,  si  nous  supposons  que  PQ  est  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  AB,  la  condition  d'égalité  des  spaths  exige 
que  la  distance  entre  les  points  V  et  B  soit  la  même  que  la  dislance 
des  points  V  B' et  que  le  sens  \l>  soil  le  même  que  celui  de  A' B'.  Ces 
propriétés  montrent  qu'un  bipoint  sera  très  bien  représenté  géomé- 
triquement par  la  ligne  VB  qui  joint  les  deux  points  A  et  B,  cette 
ligne  pouvant  d'ailleurs  glisser  le  long  de  son  support  |  comme  une 
force  <-ii  statique).  (  >n  voil  qu'un  bipoint  n'est  pas  un  vecteur,  au 
sens  que  nous  avons  attaché  exclusivement  à  ce  terme,  car  il  ne  peut 
pas  se  transporter  parallèlement  à  lui-même  dans  tout  I  espace,  et  ne 
peut  que  glisser  le  long  de  sa  direction.  (  I  esl  pour  cette  raison  qu'on 
l'appelle  quelquefois  vecteur  glissant  I  Appell  i,  (  rrassmann  1«'  désigne 
sous  le  vocable  partie  de  ligne  {Linicnteih.  On  voil  que  : 

Deux  bipoints  sont  égaux  lorsque,  et  seulement  lorsque,  étant 
portés  par  la  même  droite  ils  ont  même  longueur  et  même  sens. 

L'addition,    la   soustraction,     la   multiplication  et   la   division    des 
bipoints  par  les  scalars  suivenl   les  règles  du  calcul  algébrique  ordi- 


Cette  expression  esl  due,  croyons-nous,  a  Sludy.   Elle  esl   employée  également 
par  Peano. 


2fi 
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naire.  En  particulier,  I  addition  des  bipoints  ne  dépend  |>;is  de  l'ordre 
des  opérations. 

123.  Réduction  des  F2  (').  •  Nous  as  mis  pu  ramener  une  F,  à  une 
forme  simple  (point  ou  vecteur  suivant  <|iie  la  masse  est  y^o  ou 
nulle  ».  On  peul  de  même  ramener  une  F2  générale  de  //  termes  à  des 
formes  plus  simples.  Nous  distinguerons  trois  cas. 

I.  Lfs  bipoints  qui  composent  la  F2  sont  coplanaires  (dans  un 
même  plan  |.        Soit  d'abord  une  forme 

V.,=  «AB  +  6  CD 

composée  de  deux  bipoints  AB  et  CD  situés  dans  un  même  plan  et 
soient  (a)  et  ((3)  les  supports  de  ces  bipoints  qui  se  rencontrent  en  (  >. 
La  forme  aAB  est  alors  égale  à  un  bipoint  porté  par  (a)  et  dont  la 
longueur  est  a  fois  celle  de  AB.   Son  sens  est  celui  de  AB  ou  le  sens 

F'g-  9 


opposé  suivant  que  a  >  ou  •<  o.  On  peul  donc  la  représenter  par  un 
certain  bipoint  OE  porté  par  (a).  De  même,  bCT)  sera  égal  à  un 
bipoinl  OF  porte'-  par  ,3  et  Ton  aura 

F2  =  0E+~  OF  =  OG. 

En  effet,    si    I',  Q  sont   deux  points  quelconques,  le   volume   du 
spath  OGPQ  est  donne  par 

OPQ        /?,;, 

//,;  étant  la  distance  du  point  (i  au  plan  OPQ.  De  même  on  aura 

OEPQ  =  OPQ  x  /m;- 
OFPQ  =  OPQ  x  hT, 


<  '  |  Voir  ii"  59. 
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mais  il  cn|  clair  1 1 1 1 < - 

//,;  =  A|        //|  : 

donc  un  a  bien,  d'après  la  définition  de  l'égalité  des  formes  K2  (22), 

OE  +  OF  =  OG. 

On  peut  alors  étendre  la  démonstration  de  proche  en  proche  el 
l'on  voit  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  bipoints  copla- 
naires  esl  un  bipoint  qui  se  trouve  dans  leur  plan .  La  grandeur  el 
le  sens  de  ce  bipoinl  -uni  donnés  par  la  résultante  géométrique  «les 
lecteurs  <xAB,  AGI).  ...  (c'est-à-dire  de  vecteurs  ;i\;mi  même  lon- 
gueur, direction  el  sens  que  les  formes  a  \B,  6GD,  . . .).  Sa. position 
dépend  de  celle  des  bipoints  AB,  CD 

lir  marque.  L;i  démonstration  se  trouverait  en  défa.utsi  les  deux 
formes  a  AB  el  6GI)  étaienl  telles  que  leurs  bipoints  représentatifs 
soient  parallèles.  Ce  cas  sera  traité  postérieurement  {cf.  n"  50  ) . 

II.  Les  bipoints  qui  composent  la  F2  sont  concourants.  -  I  ne 
Démonstration  absolument  semblable  montrera  que,  dans  ce  cas,  la 
forme  F2  est  réductible  à  un  bipoint  unique  passant  par  le  point  do 
concours  des  bipoints  qui  représentent  les  formes  composantes  et 
demi  la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  sont  déterminés  par  la  résul- 
tante géométrique  de  ces  bipoints  composés  comme  des  vecteurs.  La 
(Somme  est  encore  indépendante  de  l'ordre  des  termes. 

III.  Les  bipoints  AB,  CD,  . . .  sont  quelconques.  -  Les  formes 
partielles  «AB,  6CD,  ...  qui  composent  la  F2  peuvent  être  rempla- 
cées par  des  bipoints  A'IV,  CD',  ...  portés  par  les  mêmes  supports, 
de  sorte  (pie  F2  prend  la  forme 

F2=  A'B'+G'D'h-  .... 

Son  (  -j!  )  \  fig.  i  o  )  le  support  de  l'un  des  bipoinis  A'  IV,  par  exemple. 
Prenons  un  plan  (P)  arbitraire  et  un  point  O  également  arbitraire. 
A,  étant  le  point  de  rencontre  de  (a')  et  de  (P),  le  bipoint  A'B'  sera 
représenté  par  \  ,  B,  que  nous  pom  ons  décomposer  (voir  11  ci-dessus  i 
en  deux  bipoinis  \ ,  IV  suivant  OA,  el  A,B3  suivant  la  droite  inter- 
section du  plan  (I')  el  Au  plan  OA,B,.  Le  bipoinl  V,  IV,  peut  être 
transporté  de  manière  à  avoir  son  origine  au  point  O,  de  sorte  que 
nous  voyons,  en  appliquant  la  même  construction  à  chacun  des 
bipoints  composants,  que  finalement   F2  pourra  être  ramenée  à  une 


7.8 
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somme  de  bipoints  dont  l'un  passe  /»>//r  un  /><>ini  arbitraire  et 
dont  I  autre  est  dans  un  plan  arbitraire^  ou 


Remarque.  -  Cette  décomposition  siil>-i-te  si  le>  bipoints  sont 
parallèles  entre  eux.  Les  cas  particuliers  qui  se  présentenl  dans  la 
réduction  seront  développés  à  propos  dés  applications  mécaniques  de 
la  F2  (Chap.  I\  \. 


D. 


Les  formes  F3  et  !•',.  Tripoint. 


2i.   Définition.        Nous  appelons  forme  F:i  une  expression  de  la 

forme 

IV-  "i  \i  B,G|      aâAsB2Ci-4-...  =  Sa  \l'><;. 

où  les  a  sont  des  scalars  el  les  \.  B,  C  des  points,  el  non--  disons  que 
la  F3  es!  égale  à  la  forme 

Y  \  =  S  a' A'B'C 

lorsque  nous  avons,  quel  aiw  soit  le  point  V. 
ïa.\BCP=  Sa'A'B'C'P. 

I  ne  forme  F3,  réduite  ;ï  un  ^« •  1 1 1  terme  dont  le  coefficienl  est  l'imité. 
s'appelle  un  tripoint.  Pour  que  deux  tripoints  ABC,  A'B'C  -oient 
égaux,  la  condition  ^.BCP  =  A'B'C'P,  < j 1 1< *  1  que  soit  I'.  montre" 
d'abord  que  \,  H.  (  !  et  A',  B',  C  doivent  être  dans  le  même  plan  i  cal 
-i  WBCP  =  o,  on  doit  avoir  aussi  ^.'B'CP  =  o).  Il  faul  de  plus  que 
les  parallélogrammes  de  ba$e  VBC  <•!  A'B'C  de  tout  spatb  axant  le 
poinl  P  pour  sommel  aient  même  surface  et  même  -en-,  c'est-à-dire 
que  deux  tripoints  sont  égaux  quand  il>  sont  dans  le  même  plan  el 
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bue  les  parallélogrammes  construits  sur  les  côtés  \l>.  B(  '  el  \  B. 
BC  mit  même  aire  el  même  orientation  (c'est-à-dire  que  les  deux 
sens  ABC  el    \  B'C   sonl  les  mêmes). 

L  addition,  la  soustraction,  lu  multiplication  et  lit  division  des  tri- 
points  par  des  scalars  se  fonl  conformément  aux  règles  du  calcul 
algébrique. 

Il  miii  de  là  qu'une  F3  peut  se  représenter  par  une  somme  algé-- 
brique  de  tri/joints.  Gela  résulte  des  considérations  suivantes. 

Deux  tripoints,  coplanaires  ou  non,  ont  pour  somme  un  autre 
tripoint.  Car  on  peut  faire  tourner  chacun  d'eux  dans  son  plan  de 
manière  à  amener  l'un  <lr-  côtés  de  chacun  des  LripoinLs.sur  la  ligne 
il  intersection  de  leur-  plans.  En  multipliant  alors  l'un  des  deux  côtés 
par  un  facteur  numérique  convenable,  on  les  amènera  à  coïncider  en 
grandeur  el  direction,  el  il  suffira,  pour  ne  rien  changer,  de  diviser 
en  même  temps  l'autre  côté  du  tripoinl  ainsi  modifié  par  le  même 
■acteur.  On  peut  dune  toujours  amener  deux  tri  points  ;"t  la  forme  \  l!( '.. 
\I>C.   ()n  verra,   par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du   numéro 

précédent,  que  si  I  on  prend  alors  le  poinl  moyen  — =  D  et  que 

l'un  construise  le  poinl  E    fig.  i  i  |  tel  que  DE  =  BD  (ou  que  BE  soil 

Fig.   .. 


la  somme  des  bipoints  BC  el   BG"),   le  tripoint    VBE  sera  égal  à  la 
somme   \  l!( ,    -ABC.  car  un  démontrera  aisément  que  l'on  a,  quel 

que  s,,i|    P, 

\i:i;i'  +  ajbcp  =  ai;i;i'. 

Lîe  raisonnement   pouvant   s'étendre   de    proche  en   proche,    on   voit 
qu  une  l  ,  se  réduit,  d'une  manière  générale,  à  un  tripoint. 

2o.    Nous  u  avons  rien  à  ajouter,   pour  le  moment,   à  ce  qui  .1  été 


i:m  vi'iTiw-;   h. 


dit  aux  u'"  10  el  suivants  sur  le  -|>;iili   el   la   forme  I*  ,.  que  non-  < I «"•  I i — 
mssons  comme  somme  de  spaths  affectés  de  coefficients  réels 

I',  =  SaABCD. 

[  ne  I- ,  esl  un  nombre  el  l'égalité  de  deux  I-,   résultera  de  l'égalité 
des  deux  nombres  qui  les  représentent. 

Remarque.  Une  somme  de  vecteurs  esl  un  vecteur.  !)<•  même, 
une  somme  <!<■  tripoints  et  une  somme  de  spaths  son!  respectivement 
un  Lripoinl  el  un  spath.  Mais  une  somme  de  points  n  esl  pas  un  poinl 
(c'esl  une  F(  I  el  une  somme  de  bipoints  n  esl  pas  nécessairemenj 
un  bipoinl  (c'esl  une  F2).   I  oir  Chap.  I  \  . 

Vous  donnerons  après  chacun  des  Chapitres  de  I  Ouvrage  un  chois 
d'exercices  se  rapportanl  à  ce  Chapitre  el  à  ceux  <|in  le  précèdent. 

.\<>u>  n\  «  »  1 1  —  indiqué  entre  crochets  i  article  du  Précis  auquel  I  exer- 
cice se  rapporte  spécialemenl  el  donné  quelques  indications  générale! 
mit  la  solution  ainsi  que  les  résultats  à  obtenir.  Cependant,  dans 
notre  pensée,  le  lecteur  ue  devra  avoir  recours  à  ces  indications  qui 
pour  vérifier  ses  propres  résultats,  un  il  pourra  il  ailleurs  obtenu] 
souvenl  par  des  moyens  différents.  Nous  recommandons  aussi  an 
lecteur  désireux  d'avancer  rapidement  dans  la  pratique  du  calcul  ei 
de  pénétrer  la  nature  propre  de  ses  méthodes,  de  chercher  I  interprél 
tation  géométrique  e!  physique  <lc>  transformations  de  calcul  au  fui 
el  à  mesure  qu'elles  se  présentent.  Cet  exercice  esi  à  la  fm-  très  u\  — 
tructif  et  1res  intéressanl  parce  que,  dans  la  plupart  «le»  cas,  leCalcuj 
vectoriel  ne  fail  autre  chose  que  traduire  en  notation  la  suite  de|j 
raisonnements  géométriques  qui  mèneraient  à  la  solution.  Il  arrivera 
fréquemment  qu'une  élégante  solution  synthétique  pourra  ainsi  èirr 
suggérée,  en  remplaçant  simplement  les  transformations  de  calcul 
par  la  suite  de  raisonnements  que  représente  leur  interprétation  géoj 
métrique.  Citons  comme  exemples  le  lemme  établi  au  n"  7(i  el  qui 
sert  a  démontrer  le  théorème  d'Halphen,  la  démonstration  <lu  théoj 
renie  d'Hamilton  au  n"  77.  el  bien  d'autres  où  nous  n'avons  paj 
rétabli  les  démonstrations  géométriques  [unir  ne  pas  alourdir  l< 
Volume,  mais  que  le  lecteur  retrouvera  sans  peine  en  interprétant 
pa^  a  pas  les  solutions  analytiques  données. 
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EXERCICES  ET  NOTES  SUR  LE  CHAPITRE  II. 

1.  Vote  sur  les  points  multiples  et  sur  leur  dépendance  numé- 
rique. Nous  avons  développé  la  théorie  de  L'addition  des  points 
en  ne  considéranl  que  des  points  simples  ci  cm  mettant  leurs  masses 
en  évidence  au  moyen  de  coefficients  numériques.  Il  esl  souvent  i >  1 1 1 ^ 
commode,  dans  les  applications,  d'opérer  autrement  et  d'introduire 
directemenl  dans  le  Calcul  les  points  multiples  désignés  alors  par  une 
lettre  unique,  surtoul  lorsqu  il  s  agit  <lc  relations  de  position  sans  que 
les  rapports  métriques  interviennent.  Le  pi  mil  multiple  a  =  a  A,  où 
■j.  esl  mi  coefficient, numérique  quelconque  <  ~  o  i.  occupe  en  effet  la 
même  position  que  le  poinl  simple  \  el  n  en  diffère  mie  par  sa  masse. 
On  voit  alors,  d'après  les  démonstrations  faites  dans  le  Chapitre  IL 
(pie  Ion  peui  énoncer  d'une  manière  générale  les  propositions  sui- 
vantes : 

I.  Deux  points  sonl  en  relation  numérique  lorsque  et  seulement 
lorsqu  ils  coïncident . 

IL  rrois  points  sont  en  relation  numérique  lorsque  et  seulement 
Lorsqu  ils  sont  collinéaires. 

III.  Quatre  points  sont  en  relation  numérique  lorsque  et  seulement 
lorsqu  ils  siini  dans  un  même  plan. 

I\.  Il  existe  toujours  une  relation  numérique  entre  cinq  points 
quelconques. 

Par  exemple,  nous  avons  vu  que,  pour  que  trois  points  simples 
\.  I).  (.  soient  collinéaires,  il  finit  et  il  suffit  qu'on  ail  les  relations 

j,  \  —  q B  -h-  rC  =  o, 
/'  'J     +r     =o. 

M. us  si  nous  remplaçons   \.  IL  C  par  les  points  multiples  <i.  h,  <•  ci  >i 
nous  supposons  une  relal  ion 

la       mb  —  ne  =  n , 

où   I  un  au  moins  des  coefficients  /.  ///.  //  est      -  o.   par  exemple  u. 

nous  en  lirons 

/  /// 

—  C  =  -  a  h h , 

n  n 

et  il  eu  résulte  que  les  points  multiples  <i.  I>.  <■   sonl   collinéaires.    La 
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seconde  relation  entre  les  coefficients  n'esl   plus  nécessaire  ici.    Elite 
ne  doil  avoir  lieu  que  si  '/.  I>.  c  sonl  des  points  simples. 

N < m >  trouverons  un  peu  plu--  loin  <les  applications  <!<•  cette 
remarque. 

2.  Soit   I)  un  point  de  la  droite    \\\  tel  que  l'on  dit 

i  m  -+-  n)D  =  m  A  -+-  /(  I! , 

montrer  que  son  conjugué  harmonique  par  rapport  a  A  et  B  est 

le  point 

i  m  —  n  )  D'  =  m  A  —  n  B  [13]. 

On  ;i  en  ellel 

DA  n  D'A  /* 

DB  ~    "m'        rnr       h  m  ' 
d'où 

DA  .  DVA  _ 

ÏÏB  '  D'B  "   ~~1- 

Si  nous  remplaçons   V.  B,  I).  I)    par  les  points  multiples  a.  I>.  il.  d  . 
on  voit  qu'on  peul  choisir  les  masses  de  ces  points  de  manière  <|u  mi 

ail 

d  =  a  -+-  b ,         d'  =  <t  —  b . 

3.  .S'o/7  ABCD  /<//  quadrilatère  plan  ou  gauche.  On  divise  deux 
côtés  opposés  proportionnelle  nient  par  deux  points  E,  F.  Les 
points  moyens  des  quadrilatères  ABCD.  ŒFD,  BCEF  sont  col li- 
néaires [  loj. 

On  peut  poser 

E  =  m  A  -+-  (  i  —  m  )  P> ,  F  =  m  D  -+-  (  î  —  ni  )  c  ; 

si  lOn  appelle  G,  G  ,  G"  les  points  moyens  de  ABCD,  AEFD,  EBCFJ 

on  trouve 

G  =  m  G"  -r- t 1  —  m)  G'. 

i.  Montrer  que  le  centre  de  gravité  de  la  surface  d' un  quadri- 
latère plan,  soit  G,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

3  G  =A  +  B  +  C  +  D  -  S. 

où  S  est  le  point  de  rencontre  des  diagonales  [  l(>  |. 

Menons  la  diagonale  \C.  Soient  (1  le  ce  n  Ire  (le  gra\  ilé  de  VBC  el 
G"  celui  de  VDC,  p,  et  pa  les  surfaces  de  V.BC  ul  VCD,  et  p  la  surface 
du  quadrilatère.  On  a 

3pG  =  p2(A  4-  C+  D)-t-p,(Â-i-  B  —  <:  >: 
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ce  qu'on  transforme  ru 

3pG  =  p(A-j-  B  +  C  +  D)-(psB-f  ptD  ». 

En  menanl  l'autre  diagonale  151),  on  obtient  une  expression  analogue 
ci  l'on  remarque  que  le  point 

p2  B  -f-  pi  D  =  pj  G  -f-  p4"A  =  p  S 
igsl  ;'i  l'intersection  des  diagonales. 

5.  Etant  donnés  deux  triangles,  le  centre  de  gravité  du  pre- 
mirr,  celui  du  second  et  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé 
par  les  milieux  des  droites  <jui  joignent  les  sommets  sont  colli- 
néaircs  |  15]. 

(  .iir  on  ;i 

Ji;  =  A  +  B  +  C,         3G'=  A'—  B'-h  C,         2G'=G  +  G'. 

6.  Montrer  <jue  le  point  moyen  d'un  pentagone  homogène  peut 

s'écrire 

3G  =  A  +  B  +  C  +  D  +  E-  2 S . 

Quelle  est  la  signification  du  point  S?  [16.] 

Soii  le  pentagone  ABCDE  |  fig.  \i)  ;  menons  la  diagonale  AD  qui 

Fig.  i2. 


divise  le  pentagone  en  un  triangle  \ED  de  surface  pt  el  un  quadrila- 
tère  \M(  .1  )  de  surface  z-,  :  on  a 
i  - 

p  G  =  p  1  G  1  -f-  3  2  '  ■  2  . 

Remplaçons  <  i2  par  sa  valeur  (Exercice  I),  <>n  trouve  facilement 

■    G  =  p(A  +  B  +  C  +  D  +  E)-p1(B  +  C)-p,(S,+  E    : 

on  pose 

2pS  =  p,It  -+-  pjK, 

L.  3 
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H  étant  le  milieu  de  BC  et  K  le  milieu  de  S,E.  Donc  S  se  trouve 
sur  HK.  On  obtient  une  autre  ligne  analogue  au  moyen  d'une  autre 
diagonale.  Il  \  ;i  ainsi  cinq  lignes  telles  que  HK  qui  concourent  en 
un  même  poinl  S. 

7.    Lorsque   deux    triangles    sont    en  perspective,    leurs    côtés 
correspondants   se   coupent  sur  une  même  droite  (théorème  de 

DjESARGDEs)   [151. 

Soient   abc   l'un  «les  triangles   (points  multiples*),  d  le  centre  de 
perspective.  On  peul  écrire 

a'  =  a  -+-  d .         b' =  b  •+  d,         c  =  c  -+-  d  ; 

on  en  déduil 

a'  —  b'  =  a  — ■  b ,         b  —  c'=  b  —  c ,         c'  —  a'  =  e  —  a. 

Le  poinl  a'  —  b'  =  a  —  6  se  trouve  à  i;i  fois  sur  a' b'  eïab.  C'esl  doua 
le  point  e  d  intersection  de  ces  côtés.  De  même,  f=  b'  —  c '  =  b  —  c 
el  g-=  <•  -  a  =  c — a  sont  !<■>  points  d'intersection  de  fc'c,  6c  h 
c'a',  ca.  Or.  on  a 

Donc  ces  points  sont  collinéaires.  [Exercices,  Noie  l.|  j 

Autre  solution.      -   Soit   S  le  somme!  de  la  perspective.   Soient 
\.  B.  (>  el  A  B  (]  les  triangles  t  points  simples  >.  on  aura 

A'  =  mA+(i  —  »')S,        B'  =  «B-f-(i  —  n)S,        C'  =  />C-i-(i —  p)$- 
Soit  1'  le  point  d'intersection  de  AB  et  AB', 

V  =  .r,V-f-(i  —  :r)B  =j[/»A  +  (i  —  m)  S] -mi—  y)[nB  +  (i  —  n)SJ. 

On  obtiendra  #  et  y  en  égalanl  les  coefficients  de  A  et  B  el  de  S  : 

(  m  -  -  il  )  P  =  ni  (  i  —  n)  X  -r-  /i(  ni  —  î  )  B  . 

Les  points  Q,  R,  intersection   <lc  BC'B'C    et   CA'C'A'('),    s'ohlien- 
dronl  par  permutation  et  l'on  trouve  que 

Ci  —  p  )  (  m  —  r)P  +  (i  —  m  )  (  n  —  p )  Q  -4-  ( i  —  n)(p  —  m)  R  =  o . 
On  \oil  que  la  première  solution  e>l   beaucoup  plus  simple. 


(  '  )   La  notalion  du  point  que  nous  employons  ici  est  celle  d'Hamilton.    Par  abré- 
viation, AB'CD  signifie  le  point  d'intersection  de  AH  et  de  CD. 
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8.  Démontrer  la  réciproque,  du  théorème  précédent . 
On  emploiera  les  mêmes  procédés. 

9.  Soient  VB(1  ////  triangle  et  V  un  point 

aA.-t-bB-i-.cC  =  P        (a -h  b  ■+■  c  =  1; 
rfe  so/j  plan.  Point  de  rencontre  d<-  I*  \'  BC. 

On  trouA  e 

6B-+-cC 

A  =  - 1 

0  -+-  c 

Le  résultai  esl  le  même  si  a  +  6  +  c^i,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

(a  +  6  +  c)P  =  aA  +  4B  +  cC. 

10.  Théorème  de  Céva.  —  Les  droites  qui  joignent  un  point  I* 
rfa  /?/«//  rf'w/i  triangle  à  ses  sommets  déterminent  sur  les  côtés 
opposés  des  points  ABC  tels  que  Von  a 

A/B    WC   C'A  _ 

âx'b'a'c7!--1- 

Il  suffit  d'appliquer  lé  résultat  de  l'exercice  précédent,  car  on  a 

A'B         _  _e  ETG  _    _  a  C  A  _        b 

Â7!;--  6'        B'a  ~     c  '       cHî  _  —  â" 

11.  Théorème  de  Méwélaus.  —  Une  transversale  quelconque 
roupe  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  en  trois  points  A',  B',  C 

tels  que  Von  a 

A'B   BC   C'A 
A'C'FÂ'CB  ~ ~1-u 

)n  posera  par  exemple 

C'ssmA  +  (i-  m )  B  ,         \V  =  n  G  -+-  (1  —  n)  A, 

1  l'un  déterminera  le  point  BG *B' G'  (voir Exercice  7),  c'est-à-dire 

A'  —  xB  -+■  (i —  x)C. 

a-  théorème  résulte  alors  de  la  valeur  trouvée  pour  a;  en  fonction  <le 
n  et  de  //  et  de  l'interprétation  connue  des  valeurs  de  m  et  //  comme 
ipports  de  segments. 

[titre  solution.  —  Soient  abc  le  triangle  (points  multiples  )  et/,  g.  h 
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écrire 


les  points  d'intersection  de  la  transversale  avec  bc,  ca\  ab.   On  peut 
f=b  —  c,        ff=±c—a, 

h  =  a  —  b , 


et  par  conséquent 


puisque  /-«-£•  +  à  =  o.  Soient  a,  p,  y  les  masses  des  points  a,  b,  c, 

mi  aura  alors 

fb  _  Y  £C   _  a  /m  _  P  . 


hb 


d'où,  par  multiplication. 


/Y;    Arc     //a  _ 
fc"gâ' '  hb  ~    ' 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  réciproques  des  deux  théorèmes  précédents  sont  vraies.   Les 
démontrer. 


\"2.  Les  divisions 


C  = 


A-4-XB 


D  = 


A  —  À  B 


forment  sur  la  droite  AB,  lorsque  À  varie,  deux  divisions  en  invo- 
lutlon  dont  A  et  B  50/^  les  points  doubles  (Exercice  1 1  )• 


Car  on  a 


(ABCD)-  —  '  —  =  i  =-i=(ABDC). 


On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  si  l'on  a  sur  une  droite  AB  deux 
points 


C  = 


A  —  XB 


D  = 


1  -+-  à 


i-t-  |j 


le  rapport  anharmonique 


CA     DA 

(ÂBGD)=CB:DÏÏ 


esl  égal  à  -•  Si  Ton  pose  -  =  K.  les  points 

\  _i_  ).  B        KA  —  À  P» 


1  —  /. 


K  -+-  X 


décrivenl  donc  sur  la  droite  deux  divisions  bomographiques  dont  I 
rapport  anharmonique  est  K. 

Le>  exercices  précédents  peuvent  se  traiter  identiquement   de  1; 
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même  manière  en  remplaçant  les  points  par  leurs  vecteurs,  ce  qui 
revient  à  remplacer  l<-  poinl  I'  par  !<•  vecteur  p  —  P  —  O.  Les  calculs 
sonl  identiques,  ainsi  que  le  lecteur  pourra  s'en  assurer  facilement. 
Ici  c'esl  l'expression  \ ectorielle 

p  —  x a -\-  ( t  —  a:  )  3 

qui  devienl  l'équation  de  Ta  droite  passant  par  les  deux  points  dont 
1rs  vecteurs  sonl  v.  et  [3,  mais  on  peut  aussi  lui  donner  la  forme 

p  =  a  -+-  x  y  ,    , 

où  v  esl  un  vecteur  quelconque  parallèle;  à  AB  =  B — A.  Cette 
deuxième  forme  est  quelquefois  plu--  avantageuse. 

13.  Les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont 
en  ligne  droite  [20]. 

On  prendra  l'origine  en  un  des  sommets  {fig-    '•>>•   En   prenant 

Fig.   i3. 

,D 


<  >  \    =  a,  OB  =  j,  on  aura  OE  =  aa,  OD  =  b  (3.   On  en  déduira  le 
recteur  o  du  point  C  par  l'équation  i  Exerc.  12  | 

p  =  K-+-a;(ô3  —  a)  =  [i+/(aa-  p) 
el  l'on  verra  alors. que  les  points 

a  -+-  p       aa  -i-  A  (3 

?     — 

sont  collinéaires. 


et      *- 

2 


1  i.  Etant  donné  un  triangle  quelconque  VI>C,  <7  \  .  B',  C  étant 
les  milieux  des  côtés,  1rs  deux  systèmes  de  forces  <  )  \,  <  )B,  OC  et 
OA',  OB',  OC  sont  équivalents  (  <  )  «'tant  un  poinl  quelconque  i. 

t  !ar  on  a  l'identité 

_                y.  -4-  B        8  -4-  v        v  -+-  a 
a  -+-  B  -+-  y  =  !■  +  - -f-  i 
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15.  Soient  I  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  et 
a,  6,  c  les  côtés  du  triangle.  Lu  résultante  des  forces  (ouvecteurs) 
a\l).  6BD,  cCD  est  égale  à  ia-r-o  —  c)lD,  D  étant  un  point 
quelconque  du  /don  du  triangle. 


On  montre  d'abord  que  l'on  a 

a  -+-  b  -+-  c 

et  alors  le  théorème  résulte  de  l'identité 

a(D  —  A)-^6(D  —  B)4-c(D  —  C)  =  (a -^  b  ^  c )  (D  —  l). 

16.  Si)  dans  deux  quadrilatères  ABCD,  A  B'C'D  ,  trois  côtés  et 
les  diagonales  sont  parallèles,  les  quatrièmes  côtés  sont  aussi 
parallèles  [20]. 

Hypothèse  :  AB,  BC,  CD,  AC.  BD  sont  parallèles  à  A  B,  B  C. 
CD',  A'C,  B'D' ;  il  faut  montrer  que  VD  el  AD'  sont  parallèles. 
On  a 

A  — B  =  iF(A'— B'),         A  —  C  =jr(A'—  C),         B  —  G  =  zt  B—  G';. 


En  retranchant  les  deux  premières  et  comparant  à  la  troisième,  oj 
obtient  î=j  =  ;.  Le  reste  s'achève  facilement. 


17.   Si  l'on  forme  cinq  quadrilatères  en  supprimant  successi 
vement  chacun  des  côtés  d' un  pentagone  quelconque,  les  lignes 
qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  de  ces  quadrilatères  se 
rencontrent  en  un  point.  (Fox  Talbot.) 

Prendre  comme  origine  le  point  de  rencontre  de  deux  côtés  consé- 
cutifs. Les  vecteurs  des  sommets  sonl  alors  a.  rt.  av..  //l,  n  a-j-è  m 
Le  calcul  es|  un  peu  long  mais  ne  présente  aucune  difficulté. 
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18.  Montrer  que  la  propriété  du  rapport  anharmonique  est 
pio/ective. 

Si  l'on  a  les  quatre  points  a,  S,  -  J- »  — — r^->  on  ai  MîCDi  =  K 
[Exercice  12).  Prenons  l'intersection  de  (  )(  1  avec  une  droite  quel- 
conque  xa  x  -h  (  i  —  ./■  1 1>  [3.  Nous  aurons 

oc,=  al"  a— >■?) 
b  -+-  a). 
I  )e  même 

oiy=  ab(K*-\'i) 
X  «  -(-  K  I) 
(  )n  ecril 

0C'a"  +  ^t  0L),=  K-aa^a^j 

I  -+-  ;jl  K  —  ;j. 

(  )n  en  déduit  K  =  K  .  ce  qui  démontre  La  proposition- 

Les  énoncés  des  exercices  suivants  sont  empruntés  au  Traité  de 
Jahnke  ('  ). 

19.  Montrer  <pie  le  centre  J  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
\\\(]  est  donné  par- 
lai) siSJ  =  a  A  -+-  bB  -+-  eC,         2  S  =  «  -+-  6  -h  c, 

"//  è/e/i,  5i  /'o/i  désigne  par  A,,  B,,  C,   les  points  de  contact  par 
(3)  2SJ  =  aAi^  -bBi  +  cd, 

\  \    étant  une  bissectrice,  on  a 

\'(b  +  f)  =  (fcB-rcC)         (voir  Exercice  9). 

<  )n  a  de  même  \V  et  C  et  l'on  obtient  (a)  en  écrivant  que  J  se  trouve 
à  la  fois  sur  la  droite   VA'  et  sur  BB'  par  exemple,  ou 

.  AB-wC  ,cGh-oA 

X  \  -r-  (i  —  a-)  — : =  VB+     I  —  Y) 

b  -^  c  J  J       c-i-  a 

20.  /.es  centres  des  cercles  exinscrits  du  triangle  ABC  sont 
'tonnes  par  les  équations 

2  (S  —  a)Ji  =  —  «A-riB  +  cG, 
a(S  —  6)JS=  «A-6B+cC, 
2(S-rc)Jj=      aA-^bB —  cC. 

On  utilisera  encore  le  résultat  de  l'Exercice  \). 
('  i  K.  Jahnke,  Vorlesungen  Uber  die  Vectorenrechnung,  Leipzig,  igo5. 
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21.  ABC  étant  trois  points  quelconques  cV un  plan,  montrer 
que  l'on  peut  amener  leur  centre  de  gravité  à  coïncider  avec  un 
point  quelconque  du  plan,  en  affectant  ces  points  de  masses  con- 
venables positives  ou  négatives. 

Soient  .r, /-)-)', y,  ,r2 i  -+- y.2  /,  003i-^y3J  les  vecteurs  de  A,  B,  G 
et  r/ -h  r/ le  vecteur  de  P.  Il  suffit  de  poser 

(/«!-+-  m2-f-  m3)(xi-\- yj)  =  ml(xïi  -r-yij)  -+-  m.2(x2i  H- JKs/) 

H-  m3(xi3-i-y3j), 

d'où  l'on  tire  deux  équations  qui  donnent  pour///,,  ///2,  "ï:î  des  quan- 
tités proport  tonnelles  ;'i 

/»,  =  (x  —  x.,)  (y  — y:i)  —  (x  —  x-i)  {y  — y-2)  cyclique, 

c'ést-à-dire  aux  sur/aces  des  triangles  PAB,  PBC,  VOS.  prises  avec 
leur  signe  el  rapportées  par  exemple  à  la  surface  ABC  prise  comme 
unité.  (On  obtient  le  même  résultat  plus  facilement  par  la  multipli- 
cation des  points)  {voir  n"  42.) 

t2*2.  Le  centre  M  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  s'ex- 
prime sous  la  forme 

■>.\ 


—  M  =  Asin  27.  -h  B  sin  2Ji  +  Csin  i~{, 


ou  encore 


ou 


■i\ 


—  AI  =  acosa  A  -t-  bcos  p  B  -+-  ccosy  C, 


i(iA*M  =  «*(&*-+- cs—  as)A-+-62(c2-Ha2  —  62)B  +  c!(«!+  b*- —  c2)C, 

où  a,  B,  v  sont  les  angles  an  sommet  ;  //,  6,  c  les  côtés  opposés;  A  la 

surface;   /•  Le  rayon  (\\\  cercle  circonscrit. 

On  remarque  que  aire  MBC  =  -  ar  cosa  =  -  /-  sin  •>.  v.  et  L'on  obtient 

ainsi    Les    deux    premières    équations    au     moyen    de    la     remarque    de 
L'Exercice  -1 .   Pour  obtenir  la  troisième,  on  remplace  cosacyçl.  par 

b-^r-  C- C/2 


:bc 


el  abc  =  \  A  r 


23.   Montrer  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  H  est  donné 
par 

16  A2  II  =  f  r/'-  —(/,'-  —  c2  >3  ]  A  -4-  [//*  -  (  ri—  a2 12]  B  +  [c*  —  (a2  —  62  r2 1 C 
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OU 

—  \\—  /vco.s  ScosvA  -4-  ôcosvcosaB  -+-  ccosacosSC. 
r  ' 

On  remarque  que  si  A  es!  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  de    \.  on  a 

aA'=r  cos3.C  +  b  cos-f-B. 

24.  Montrer  qui'  le  centre  V  du  cercle  des  neuf  points  ou  cercle 
de  Feuerbàch  (qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle) 
est  donné  par 

—  F  =  (6cos3  -i-  t-cosy)  A  -+-  (ccosy  -+-  acosa)B  -+-  (acosa  -+-  6cos3)C 
=  acos(  3  —  y  )  A  -+-  bcos('(  —  a)B  +  ccos(a  —  3)C. 

On  applique  le   résultai    de  l'Exercice  22  au   cercle  passant   par  les 
points- (A  +  B)  cycl.    et    l'on  remarque    que  l'aire  de  ce    triangle 


es.  I  A. 


2r>.  Démontrer,  au  moyen  des  résultats  précédents,  le  théorème 
sur  la  droite  d'Eu  1er  : 

H+2M  =  3  S, 

H-+-  M  =  iF, 
2F+  M  =  3S, 
4F  =  H-4-3S, 

qui  indique  certaines  collinéarités. 

26.  Si  Von  porte  sur  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
du  cercle  inscrit  sur  les  côtés  d'un  triangle  et  dans  le  même  sens 
des  longueurs  égales,  les  droites  qui  joignent  les  points  ainsi 
obtenus  au  sommet  du  triangle  sont  concourantes. 

T ><•  centre  <ln  cercle  inscrit  est 

i  a  ^--  b  -h  c)5  =  a  \  ■+-  b  B  -4-  c  C. 

Le  point  V  situé  sur  La  perpendiculaire  abaissée  de  .1  sur  BC  et  à 
la  distance  /  du  côté  BC  s'obtient  en  exprimant  les  aires  des  triangles 
V  l$(l.    V(A,    V'AI>.  o  étant   le  rayon  du  cercle  inscrit,  <>n  a 

p,  o  +  6  +  c)A'=  la  \  x  [p-t-  (p-h  /jcosyK'B  -|_[p  +  (p  +  ;)cos3]cC, 
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on  exprimera  alors  que  les  droites 

xi  -+-0  —  x)X'  =  yS  —  (i—  y)B'  =  zi  -f-(i  —  «  ,,: 

se  rencontrenl  en  un  point  en  cherchant  les  valeurs  de  ./ .  r.  s  salis-r 
faisant  à  ces  ->i\  équal ions. 

\ota.  —  Des  questions  de  ce  genre  <>n  entrent  de*  perpendicu- 
laires à  des  directions  données  se  traiteronl  beaucoup  plus  élégam- 
ment ;iu  moyen  de  la  propriété  du  produit  intérieur  (voir  n°  30). 


CHAPITRE  III. 

PRODUITS  DES  FORMES  ENTRE  ELLES. 


!2G.  Nous  avons  reconnu,  dans  .ce  qui  précède,  qu'un  point  quel- 
conque de  l'Espace  géométrique  s'exprime  linéairement  au  moyen  de 
quatre  points  fixes  quelconques  formant  les  sommets  d'un  tétraèdre, 
à  l'aide  de  nombres  que  l'on  appelle  les  coordonnées  barycentriques 
du  point.  Nous  avons  en  effet  trouvé  (n°  15,,  c)  que  l'équation 

x A  -+-  rB  -+-  zQ  -+-  uD 
"  =  > 

x  -+-  y  -+-  z  -f-  u 

où  V,  H.  C,  1)  sont  quatre  points  fixes  non  coplanaires  et  dont  trois 
ne  sont  pas  collinéaires  et  x,  y,  z,  u  quatre  nombres  quelconques 
dont  la  somme  est  différente  de  zéro,  peut  représenter  un  point  quel- 
conque de  l'espace  quand  on  a  donné  à  a?,  y,  c,  u  de&  valeurs  conve- 
nables. 

Mais  nous  avons  trouvé  d'autres  représentations  du  point.  En 
particulier,  nous  ;i\  ons  ^  u  i  n"  !21  )  qu'un  point  quelconque  de  l'espace 
peut  être  regardé  comme  la  somme  d'un  point  et  d'un  vecteur  : 

P  =  A  -h  xei  -+-  ye2  +  ze:i 

et  d  en  existe  évidemment  d'autres  que  suggèrent  des  considérations 
[géométriques  très  simples.  Par  exemple,  on  peut  choisir  comme  élé- 
ments de  référence  un  plan  lixe  ra  défini  par  trois  points  A,  B,  C  et  un 
TCCteur  a.  non  parallèle  au  plan.  I  n  point  P  de  l'espace  sera  alors 
défini  par  le  point  d'intersection  Q  du  plan  ra  et  de  la  parallèle  à  a 
menée  par  P,  et  par  le  vecteur  QP.  C'est-à-dire  (pic  l'on  aura 

P  =   r\  4-jB-      zC  -+-  m*. 

Il  \  a  intérêt  à  englober  tous  ces  cas  particuliers  où  un  point  est 
défini  par  des  points  et  des  vecteurs  dans  une  conception  générale. 
>on>  \  pan  iendrons  en  définissant  a\  <■<•  (  irassmann  la  position  d'un 
vecteur. 
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Définition  i  A  ,.  2^<S  .  l'.n  point  à  l'infini  j'entends  les  direct 
tions  d'une  droite,  par  droite  à  l'infini  l'ensemble  des  directions 
d'un  plan,  par  plan  à  l'infini  l'ensemble  des  directions  de  l'espace. 
( .  est-à-dire  qu'on  dira  de  deux  droites  parallèles  <|u  elles  ont  un  point 
à  l'infinj  commun,  de  deux  plans  parallèles  qu  ils  ont  une  droite  à 
l'infini  commune,  et  de  tous  les  points  ei  droites  à  l'infini  qu'ils  se 
trouvent  dans  le  plan  de  I  infini. 

Afin  de  pouvoir  traiter  d'une  manière  uniforme  les  grandeurs 
d'espace  <lu  premier  degré,  c'est-à-dire  les  points  simples  ou  mul- 
tiples el  les  vecteurs  (de  longueur  et  direction  données),  je  dirai  que 
la  position  d Un  vecteur  est  le  point  à  l'infini  commun  aux  droites 
parallèles  à  ce  vecteur  ou  encore  que  ce  vecteur  a  une  grandeur  «  1 1 ■ 
premier  degré  située  à  l'infini  sur  ces  droites.  Egalement,  pour  sim- 
plifier et  pour  remplacer  l'expression  de  grandeurs  d'espace  du  pre- 
mier degré  par  une  autre  plu-  -impie,  j'appellerai  simplementyoot/îte, 
aussi  bien  les  points  simples  et  multiples  que  le-  vecteurs,  ceux-ci 
étant  appelés  points  à  l'infini  (Grassmajvn,  A,.  2:2s  i. 

Non-  pourrons,  en  tenant  compte  de-  considérations  précédentes, 
remplacer  le-  points  fixes  de  référence  par  de-  vecteurs  (points  à 
l'infini),  mai-  -an- en  introduire  cependant  plu-  de  trois  (puisque 
quatre  points  à  l'infini  sont  coplanaires)  et  en  observant  que  ces 
trois  vecteurs  ne  peuvent  pas  être  parallèles  à  un  même  plan  (puisque 
trois  point-  à  l'infini  d'un  même  plan  -ont  collinéaires). 

On  pourra  alors  dire,  d'une  manière  générale  que  l'espace 
géométrique  est,  relativement  au  point.  \xn  domaine  du  quatrième 
degré  dont  le-  unité-  -ont  le-  quatre  point-  \.  li.  ( '..  I>  ,i  distance 
lime  ou  a  l'infini)  non  coplanaires  et  dont  trois  ne  -ont  pas  colli-j 
néaires. 

Nous  savons  d  autre  part  i  n"  21 1  qu'un  vecteur  quelconque  de  l'e  — 
pace  peut  s'exprimer  linéairement  au  moyen  de  trois  vecteurs  arbU 
traires  non  copla*naires.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  cela 
revient  à  dire  qu'un  point  quelconque  du  plan  de  l'infini  s'exprime 
linéairement  en  fonction  de  trois  point-  non  collinéaires  de  ce  plan 
et  la  proposition  i  n°21  i  se  présente  ainsi  comme  un  cas  particulier  dl 
la  proposition  (n°  1  •>.  b).  Le  domaine  de-  vecteurs  de  I  espace  est  dont 

un  domaine  plan  du    troisième    degré    et     non-    pourrions  déduire    le» 

règles  de  calcul  relatives  aux  vecteurs  de  celles  que  l'on  obtiendrait  en 
particularisant  le  calcul  de-  point-  de  l'espace  à  celui  de-  pointsd  un 
plan.  Cependant,  a  cause  de  -on  importance  particulière,  d  convient 
d'étudier  séparément   le  calcul   de-  vecteurs  et    non-  sommes    ains 
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amenés    à    considérer    la    multiplication     géométrique    dan--    deux 

domaines  différents  : 

i"  Le  domaine  du  quatrième  degré  avec  le  point  comme  élément  : 
■>"  Le  domaine  «lu  troisième  degré  avec  le  vecteur  comme  élément. 

Mais,  avanl  d'étudier  cette  multiplication  <l  une  manière  générale, 
il  convient  de  poser  quelques  définitions  importantes  : 

A.  —  Complément.  Multiplication  alternée.  Produit  extérieur. 

27.  La  définition  générale  de  la  multiplication  que  nous  avons 
donnée  au  n"  (>  donne  naissance  à  des  résultats  donl  1m  nature 
dépendra  des  relations  qui  seront  établies  entre  les  unités  dans  leurs 
associations  multiplicatives.  Nous  considérerons,  dans  ce  qui  suit, 
la  multiplication  particulière  assujettie  aux  deux  règles  de  calcul 
suivantes  : 

i"  l  n  produit  monôme  d'unités  change  de  signe  lorsque  Ton  per- 
mute deux  facteurs  consécutifs; 

>"   l  n  produit  monôme  d'unités  s'annule   lorsque  deux  facteurs 

consécutifs  sont  é^;m\. 

La  multiplication  ainsi  définie  s'appelle  multiplication  combina- 
loire  (')  ou  alternée  et  le  résultat  de  la  multiplication  s'appelle 
produit  extérieur.  (  )n  le  représente  par  le  symbole  [     ]. 

(  )n  déduit  immédiatement  de  In  définition  qu'un  produit  monôme 
dans  lequel  deux  facteurs  sont  égaux  est  nul.  En  effet,  on  pourra 
toujours,  au  moyen  de  permutations  successives  qui  ne  font  que 
changer  le  signe,  amener  ces  deux  facteurs  à  être  consécutifs.  Le 
produit  est  donc  nul. 

Il  en  résulte  ;iuss|  que,  dans  un  domaine  de  degré  // .  lin  produit 
de  degré  supérieur  à  n  est  nul.  car  il  contiendra  toujours  au  moins 
deux  facteurs  égaux.  En  particulier,  dans  le  domaine  de  l'espace,  le 
produit  extérieur  de  plus  de  quatre  points  ou  de  plus  de  trois  vec- 
teurs est  nul. 

Il  en  résulte  également  qu'on  ne  change  pas  la  valeur  d'un  produit 
alterné  en  \  ajoutant  à  l'un  des  facteurs  simples  un  multiple  quel- 
conque d'un  autre  facteur  simple  i  .  f ...  67  i. 


(')  Kn  réalité  lu  définition  de  Grassmann  |  I.,  '>'!  i  donnée  pour  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs  csl  un  peu  différente  de  la  nôtre.  Elle  s'j  ramène  pour  l«  cas  du 
do ine  de  l'espac:  euclidien  'iue  s  considérons  exclusivement. 
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Car,  soient  a  ci  l>  deux  facteurs  simples,  <>n  a  |6| 

\a(b  •+-  xa)\  =  [<■//>»]  H-  \a..r  u\ 
=  [«/>]  -4- a;  [a a] 

=  [„/,] 

et  ceci  s'étend  facilémenl  à  un  produil  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs. 

28.   Complément  d'une  grandeur.         Considérons  un  domaine  de 

degré  n   dépendant    de  //    unités   primitives  e{.  e2 e„.   Posons 

(  condition  essentielle  I 

(i)  [e,ej...e„]=-Hi, 

et  soil  E  une  grandeur  de  degré  r<Cn.   formée  du  produit  de  r  de 

ces  unités  prises  dans  un  certain  ordre.   Formons  le  produil  E'  des 

//  —  /•  unités  qui  ue  sont  pas  contenues  dans  E  el  soit  E'  ce  produil 

dans  lequel  les   //  —  r    unités    sonl    prises    dans    un    certain  ordre, 

d'ailleurs  arbitraire.  Il  es!  clair  que,  par  suite  de  la  convention  (  i  i, 

le  produil  extérieur 

LEE'] 

sera  égal  à  dri.  Dans  Le  premier  cas  nous  dirons  que  E'  esl  le  com- 
plément >\r  E  el  dans  Le  second  que  —  E'  esl  le  complément  de  E.  On 
représente  le  complémenl  par  la  mitai  ion  |.  On  a  donc,  dans  tous  les 

cas. 

(a)  |E  =  [EE']E'-. 

Le  complément   d'an  nombre   réel  est  ce   nombre  lui-même. 

Remplaçons  en  effet  dans  i  ■>  i  la  grandeur  E   par  m\\.   m   étant   un 

scalar.  On  a 

|  [fflE]  =  [mEE  ']E'=  m[EE']E\ 

si  nous  posons  E  =  i ,  d'où  il  résulte  E  =  i .  on  a  donc  |  m  =  m. 

Pur  définition,  le  complément  dune  grandeur  A  quelconque  du 
domaine  esl  la  grandeur  |  V  obtenue  en  remplaçant  dans  l'expression 
de  cette  grandeur  en  fonction  des  imites  relatives  (d'ordre  quelconque) 
chacune  des  unités  relatives  par  son  complément  i  l2,  90).  Il  suit 
de  là  que  si  1  on  a 

A  =  a,  E( -4-  a2E2  — .  .  . -f-  0Lp  Ep, 
on  aura 

(3)  |   V  =  a,  |E,-4-a2|E2  -h ...-+- ap\Ep. 
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Le  degré  du  complément  d'une  grandeur  est  donc  égal  à  l;i  diffé- 
rence cuire  le  degré  du  domaine  el  celui  de  La  grandeur  elle-même. 

Le  produit  extérieur  d'une  unité  par  son  complément  est  égal 
à  -\- \ .  Car  >-<>ii  \\,  une  mule  <lu  degré  /■.  formée  au  moyen  du  pro- 
duit de  /■  unités  primitives  el  soit  E'  le  produit  des  unités  primitives 
qui  n'entrent  pas  dans  Er,  on  ;i 

i  Er  =  E', 
suivanl  que 

[ErE']=±i. 

I) Où  L'on  déduit  facilemenl  La  proposition 

(4)  [IV]E,.]=-i. 

Le  double  complément  d'une  grandeur  A  (  c'est-à-dire  le  complé- 
ment du  complément  de  celle  grandeur)  est  égal  à  la  grandeur  elle- 
même  ou  à  cette  grandeur  changée  de  signe  suivant  que  Le  produil 
des  degrés  de  la  grandeur  d'une  part  et  de  son  complément  de  l'autre 
•  si  pair  ou  impair,  ou 

(5)  ||A  =  (-i)'/''A, 

où  q  est  le  degré  de  A  et  /•  celui  de  |  A  |    /2.  9î2  >. 

Le  lecteur  démontrera  sans  peine  cette  proposition  en  supposant 
que  A  e»i  un  produit  extérieur  d'unités  primitives  et  en  s'appuyant 
sur  l;i  proposition  suivante  facile  à  démontrer  à  savoir  que  si  A  et  B 
soin  deux  facteurs  de  degrés  q  et  r.  on  a 

(6)  [BA],  =  (— i)«r[AB]. 

Il  résulte  de  là  que  ai  le  degré  du  domaine  est  pair,  on  a 

(7)  ||A=i  — D'/V, 

où  q  est  le  degré  de  A  el  que,  si  le  degré  du  domaine  est  impair, 
on  a 

(S:  |!     V    =    A. 

Cela  résulte  de  ce  que  L'on  ;i  r  ==  n — q  et,  par  suite,  si  //  e>i 
impair,  l'un  des  deux  nombres  q  ou  //  —  q  esl  pair  et  par  suite 

Si  //  est  pair,  on  voit  que  q{  n  —  q)  est  pair  ou  impair,  suivant  que  q 
I  est  lui-même. 
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29.   Produit  régressif.  Nous   avons   vu   plus  haut  (n°  27)  qu'il 

n'est  pas  possible  en  conservant  à  la  multiplication  les  propriétés 
que  nous  avons  attribuées  au  produil  extérieur  «I  obtenir  des  produits 
d'un  degré  supérieur  à  celui  du  domaine.  Pour  obtenir  de  tels  pro- 
duits il  faut  donc  introduire  une  nouvelle  définition.  Grassmann  v 
parvient  en  supprimant  dans  ce  cas  la  propriété  associative  au 
moyen  de  la  définition  suivante  : 

Définition  (A*,  94).  —  Lorsque  la  somme  des  ordres  de  deux  unités 
est  inférieure  ou  égale  au  degré  du  domaine  principal,  j'entends  par 
produit  progressif  de  ces  unités  leur  produil  extérieur,  en  com  enanl 
toutefois  que  le  produil  progressif  des  n  unités  fondamentales  es! 
égal  à  -f-  i .  Au  contraire,  lorsque  la  somme  des  ordres  de  deux  unités 
es!  supérieure  au  degré  n  du  domaine,  j'entends  par  produit  régressif 
de  ces  unités  la  grandeur  dont  le  complément  est  le  produit  pro- 
gressif des  compléments  de  ces  unités. 

On  a  donc  par  définition,  si  EF  est  un  produit  régressif  d'unités, 

(0  |[EF]  =  [|E|F]. 

(  n  produit  progressif  est  associatif,  un  produit  régressif  ne 
L'est  pas. 

U équation  i  i  i  est  générale  quelles  que  soient  les  grandeurs  E 
et  F,  c'est-à-dire  que  E  et  F  peuvent  être  des  grandeurs  quelconques 
de  la  forme 

E  =  Sa,Eri         F  =  S3,  F,. 

où  E,-  et  E.,  sont  respectivement  des  unités  de  degré  r  et  s,  la  somme 
/•  +  $  étant  >>  ou  =  ou  <<  n.  Ce  théorème  est  démontré  dans  toute 
sa  généralité,  dans  le  cas  d'un  domaine  de  degré  //  quelconque,  au 
n"  97  de  A-2-  Mais  nous  n'en  aurons  pas  besoin  dans  le  cas  général. 
II  nous  suffit  de  le  démontrer  généralement  dans  le  cas  où  r  +  s  >  n 
et  nous  le  démontrerons  plus  loin  dans  les  deux  cas  particuliers  où 
n  =  i  ou  n  =■  3  quand  r  —  s  =  n  ou  <'n.  La  première  partie  du 
théorème  (/"H- s       n)  résulte  des  égalités  suivantes  : 

[|E|F]  =  (Sar|Er2^|F,] 

=  Sa,.  3,  [  |  E,.  |  E,  ]  =  Sa,.  3,  |  [  E,  F,  ]     |  n"  29  (  i  )] 
=  2*rfr\RrVs]  =  |  [2arEr.  Z£SFS]  =  |  [  EF]. 

La  multiplication,  tant  progressive  que  régressive  appliquée  au  plan 
(comme  domaine  du  troisième  degré),   donne  pour  résultai   ce  que 
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Grassmanu  appelle  un  produit  planimétrique.  appliquée  à  V espace 
(comme  domaine  <lu  quatrième  degré)  elle  donne  les  produits  stéréo- 
métriques  (voir  nos  34  et  suiv.).  ■ 

Le  produit  extérieur  de  deus  grandeurs  (tanl  progressif  que 
régressif)  s'appelle  produit  relatif. 

15.  —  Produit  intérieur. 

30.  Produit  intérieur.  -  Définition  (A*.  132).  —  J'entends,  par 
produit  intérieur  de  deux  unités  de  degrés  quelconques,  le  produit 
relatif  de  la  première  el  du  complément  de  la  seconde.  C'est-à-dire 
que  si  E  el  F  sont  des  unités  de  degré  quelconque.  I»-  produit  inté- 
rieur des  unités  E,  F  esl 

(0  [E|  F]. 

Théorème  I  \.i,.    138).  !><•  produit  intérieur  de  deux  gran- 

deurs quelconques  est  égal  au  produit  relatif  de  la  première  et  du 
complément  de  la  seconde. 

Soient  en  effet   \,.   V2 A„  et  B,,  ...,  B/w  les  unités  dont  A  et  B 

dépendent  numériquement.  On  a 

A.  =  «1  Ai  -+- . .' .  h-  a„  A.;i , 
B  =  pi  Bi -+- . . . -h  pm  B,„. 

Adoptons  momentanément  le  signe  x  pour  indiquer  la  multiplication 
intérieure,  on  aura 

[A  x  B]  =  [a,A,-t-.. .]  x  [p.Bi-H. . .]  =  Sarp,[A;.  x  B,]. 

La  somme  s'étendant  aux  valeurs  de  /■  de  i  à  n  et  de  5  de  i  à  m.  Mais 
\r  et  B,v-  étant  des  unités,  on  a 

[A,.x  B,]  =  [Ar|B,], 
d  OÙ 

[A  x  B]  =  [2arAr2^  |  B,]  =  [AS^  |  B,]  =  [A  |  23,  B,]  =  [A  |  B]. 

Les  propriétés  du  produit  intérieur  dont  nous  aurons  à  faire  usage 
^>ui  le>  sui\ antes  : 

Théorème  II.  --  Le  produit  intérieur  de  deux  mute-,  égales  esl 
égal  à  -h  i. 

( .  est-à-dire  que  si  lv  est  une  unité  d'ordre  quelconque,  on  a 

(3)  [Er|Er"l  =  i. 

L.  4 
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Cela  ressort  de  la  définition  du  complément  et  de  celle  du  produit 
relatif  l  n"  "2X  i. 

Théorème  III.  -  On  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  d'un 
produit  intérieur  lorsque  les  facteurs  sont  du  même  degré. 

Car  si  A  et  B  sont  du  même  degré,  ces  grandeurs  dépendent  numé- 
riquement des  mêmes  unités.  On  a  alors 

A  =  2a/,E/),         B  =  I3,.E,.,         [  B  = "spr  |  Er; 

d'où 

[AjB]  =  [2apEpprjËr]=Sappr. 

Car  [E^,  |  Er]  =-f-i,  si  p  =  r  et  =  o  si  p  =='  r  <  puisque  dans  ce  dernier 

ras  |  Er  contient  certainement  des  unités  existant  déjà  dans  E^i.  On 

aura  de  même 

[B|A]=^SaPpr, 
d'où 

(4)  [A|  Bj  =  [B  |  A]. 

Remarque.  — ■  On  voit  que  le  produit  intérieur  de  deux  unités 
qui  ne  sont  pas  égales  entre  elles  est  nul. 

C.  —  La  multiplication  dans  l'espace 
considéré  comme  domaine   du   quatrième  degré. 

31.    Produit  extérieur  de  points.  Considérons    d'abord    deux 

points  simples  A  et  B.  Leur  produit  extérieur 

[AB], 

d'après  les  règles  de  la  multiplication  alternée  |  n"  21  ),   doit  posséder 
les  propriétés  suivantes  : 

[VI3]=-[BA],         [AA]  =  o. 

Considérons  maintenant  le  bi point  AB.  On  a  de  même 

AB=— BA,  AA  =  o. 

Ces  propriétés  communes  font  penser  <ju"il  peut  \  avoir  identité 
entre  un  produit  extérieur  de  deux  points  et  le  bipoinl  qui  les  joint. 
Cela  résulte  en  effet  du  Théorème  suivant  : 

I.  Théorème  | ' A2.  2\1  i.  —  Un  prod  uit  alterné  |  AB  |  de  deux  points 
simples  A  et  B  est  ég;d  au   produit    alterné  de  deux  autres  points 
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simples  [CD j  lorsque  el  seulemenl  lorsque  les  droites  Indéfinies  \lî 
el  (-1)  coïncident  el  <|ii<'  Mi  el  CD  ont  même  longueur  el  même  sens. 
De  sorte  que  le  produit  |  \H|  el  !<•  bipoinl  \H  posséderaient  exac- 
tement les  mêmes  propriétés  (n°22)  <'i  représenteraient  par  consé- 
quent des  lit;ii res  < ■  < 1 1 1 1 \ alentes. 

Démonstration.  i°  Supposons  que  \c>  droites  indéfinies  M!  et 
(11)  coïncident  et  que  VH  el  CD  aient  même  longueur  el  même  sens, 
il  faul  démontrer  que  |  MB]  =  [CD  |. 

Puisque  AB  et  CD  ont.  même  longueur  et  direction,  on  a  (n"17) 

B  —  A  =  D  —  C . 

D'autre  part,  A,  B,  C  étant  eollinéaires,  B  — A  et  C  —  A  sonl  des 
vecteurs  parallèles  el  l'on  peut  poser  |  n"  18» 

(a)  C  — A  =  /n(B— A); 

on  a  alors 

[GD]  =  [C,D-Cj]  =  [C(B-A)l, 
=  [(A+G  — A)(B-.  Ai], 
(a)  =  [(À-t-m(B  — À)|(B  — A)], 

(27)  =[A(B-A)], 

(27)  =1AB]. 

>."  Sdii  par  li\  pot  hèse 

il  faul  démontrer  que  V,  B,  C.  I)  sonl  en  ligne  droite  <-t  que    \B  el 
CD  ont  même  longueur  et  même  sens. 

Définissons  \c^  points  C  el  I)  au  moyen  de  quatre  points  dont  deux 
sont  \  el  B 'et  donl  deux  sonl  les  points  à  l'infini  (vecteurs)  a  el  B 
(non  parallèles  à   \B>.  nous  aurons 

C  =  x A  -+■  yh  -+•  za   -+-  u  '6  . 

D  =  x' A-+-  y' lî  +;'  a  —  u  j3, 

ii\  ec  lés  conditions  i  n"  15,  <l  \ 

x  -+-  y  -i-  z  -+-  u  =  i  , 
x'  -+-y'  -+-  z'  -+■  u  —  i  ; 

or,  -i  nous  effectuons  le  produit  |  Cl  )  |  en  remarquant  <|u<' 
|  \I5|=-  [HA],         [Aa]=-[«A] 
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m  >n  ■>  ;i\  uns 

[CD]  =  (  xy'  —  yx"  )  [  \P>]  —  (xz'  —  zx'  )  [A  *]  —  <  xu  —  ux'  )  [  A  p  | 
+  C.T»'— a/)[Bp]  ■+-(«'—  it«')[ap], 

ce  ([in  exige,  d'après  l'hypothèse  |  \B|  =  [Cl)|. 

xy'  — yx'  =  i  . 
xz  —  zx'  =  xii  —  ux'  =  >  ii'  —  tty'  =  -»'  —  uz'  =  o. 
i 

(.es  équations  ne  son!  compatibles  que  si  L'on  ;i 

Nous  voyons  donc  que  C  <'t  D  doivenl  prendre  la  forme 

(S)  -  J    ' 

{  D  =  x'\^-y'B. 

avec  les  condil  ions 

(y)  xy  — J'x  '  =  l  >         2?-t-"J/' =  '  j         a?'-Hj','=i. 

Les  équations  i  3  >  exprimeril  que  C  el  D  sont  situés  sur  la  d  roi  le  \  Ii 
et  il  esl  facile  de  déduire  des  conditions  (v)  (|llr  '  on  ;i 

D  —  C  =  B  —  A , 

ce  c[in  démontre  complètemenl  la  proposition. 

Nk>us  pouvons  donc  traiter  le  produit  |AB]  comme  le  bipoinl  AB 
el  poser 

(p)  [AB]  =  AB. 

Remarque.  Il  faut  bien  remarquer  que  le  théorème  suppose 
essentiellement  que  les  points  A,  B,  C,  I)  sonl  des  points  simples* 

II.  Théorème  i  -  /...  25i  \.  -  Deux  produits  alternés  |  a[3  |  et  [yS  |  de 
deux  vecteurs  a,  j  el  y,  û  sonl  égaux  lorsque  el  seulement  lorsque  les 
parallélogrammes  a{3  el  vo  onl  même  teneur  el  même  signe  el  sont 
situés  dans  Ac>  plans  parallèles. 

Supposons  aVabord  que  a  el  (3  soienl  des  vecteurs  rectangulaires 
el  soient  œ0  el  30  deux  vecteurs  unitaires  dirigés  suivant  v.  el  3.  el  </ 
et  h  leurs  longueurs.  (  )n  aura  i  n"  ]<S  i 

i.  =  aa0.  p  =  6J30. 

On  peut  pi iser  alors  l  u"  - 1  i 


o  =  .r'a0-H^'3o       s'e. 
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En  effectuanl  le  produit  [yo]  el  tenanl  compte  de  la  condition 

[«PJ      M, 
•  m  trouve,  par  un  calcul  analogue  à  celui  du  numéro  précédent, 

xy'  —  yx'^ab,         z  =  z'  ==  o, 

ce  i|ui  montre  que  y  ci  o  son!  coplanaires  avec  a  ci  [3  el  que,  par  un 
i  héorème  connu  de  géométrie  analytique,  l'aire  du  parallélogramme  vô 
esl  égale  à  celle  du  rectangle  y.'^  ci  de  même  signe. 
Supposons  deuxièmement  que  l'on  ail 

[Y*]  =  E«PI, 

a  ci  ^  étant  des  vecteurs  quelconques.  Prenons  deux  vecteurs  rectan- 
gulaires t  el  ^  tels  que  l'on  ait 

<  )u  \111i  parce  qui  précède  que  les  vecteurs  a.  rp.  z.  '1  seronl  copla- 
naires ci  que  les  parallélogrammes  a|3  et  s^  auronl  même  aire  et 
même  signe.  Mais  ou  a  aussi  d'après  l'hypothèse 

[ï*]  =  [«C]. 

donc  les  vecteurs  a.  p,  v,  o  seronl  coplanaires  ci  les  parallélo- 
grammes aS  et  "o  auront  même  aire  ci  même  signe,  ce  qui  démontre 

c  i         i  ~  i 

la  proposil  ion. 

III.  Théorème  \A.>.  !255).  --  Deux  produits  alternés  non  nuls  de 
trois  points  simples  [ABC  |  ci  [DEF]  sont  égaux  lorsque  et  seulement 
lorsque  les  parallélogrammes  VBC  ci  DEF  sonl  égaux  ci  de  même 
signe  ci  mi ués  dans  le  même  plan. 

Démonstration.  i"  Supposons  que  ABC  ci    DEF   soient   des 

parallélogrammes  égaux  ci  de  même  signe  dans  un  même  plan,  il  faut 
démontrer  que  |  \BC|       |  DEF]. 

Posons 

15  -  A  =  a,         G  —  B       p .         E  —  D  =  7,         F  -  E  =  8. 
(  )n  a  par     II 

(b)  [-4]  =  [■;?,}. 

Déplus.  I)        ^.  est  un  vecteur  du  plan   ^.BC.  On  peut  donc  poser 

(c)  D  —  A  =  aa-i    b  >. 
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On  ;i  alors 

(-27)  [DEF]  =  [DE(F-^E)]  =  [D(E  — D)(F-  K)], 

(a)  =[Dyp], 

!'•  =[D(T?)]  =  [D(»P)]  =  [D»p], 

(c)  =  [(A'+aa-i-b$)aÇ>], 

(27)  -  [A«p], 

(a)  =  [A(B-A)(C-B)], 
=  [ABC]. 

2°  Soil  par  li  ypol  bèse 

[ABC]  =  [DEF], 

il  l'iiut  démontrer  que  VBC  et  DEF  sont  «le-  parallélogrammes  égaux, 
de  même  signe  el  situés  dans  le  même  plan. 

Lemme.  -     L'équation 

[ABCD]  =o 

exprime  que  les  quatre  points   V.  B.  C,  D  sont  coplanaires. 

Nous  pouvons,  en  effet,  exprimer  I)  au  moyen  des  trois  points    \. 
B,  C  el  d'un  vecteur  |  point  à  I  infini  |  %  ou 

D  =  x h.  ->i- yXi  —  zC  -h  u  y.  : 

d'où  i  par  ^T  i 

[ABCD]  =  ù'[ABGa]. 

Si  donc  [  ABCD  |  =  o.  on  aura  u  =  O. 

Ceci  posé,  on  a 

[ABC]  =  [DEF], 

le-.  points  J).  E,  F  sont  dans  le  plan   VBC.  Multiplions  en  effet   des 
deux  côtés  par  D.  on  a 

27  [DABC]  =  [DDEF]  =  o. 

Le  point  IJ  est  donc  dans  |<-  plan  V.  B.  C  d'après  le  lemme  précédent. 
Il  en  serait  de  même  pour  les  points  E  el  F. 

Prenons  alors  sur  la  Ligne  BC  un  point  G  tel  que  \B(i  el  DEF 
soient  des  parallélogrammes  égaux  el  de  même  signe.  Gomme  \B(1 
el  DEF  sont  dans  le  même  plan,  il  faul  alors,  d'après  la  première 
partie  de  la  démonstration,  que  I  on  ait 

\i:<.         [DEF]. 
Mais  on  aura  don. 

\i;G]  =  [\BC]: 
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mais  (i  étant  par  hypothèse  sur  la  ligne  RC,  on  a 

G  —  B  =  m(C  —  15). 
et  par  suite 

[ABC]  =   [ABG]  =  [ABjBrHm(c  — B)j]  =m[ABC], 

d'où  m  =  i  et  par  suite  (  1  =  C.  Donc  les  parallélogrammes  VBG  ci 
\BC  coïncident.  Il  en  résulte,  puisque  AJBG  et  DEF  sont  des  paral- 
lélogrammes égaux  et  de  même  signe,  qu'il  en  est  de  même  des 
parallélogrammes  A.BC  el  DEF. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  identifier  le  produil  |ABC|  de  trois 
points  simples  et  le  tripoint  ABC,  et  nous  poserons 

(q)  [ABC] =  ABG. 

Le  lecteur  démontrera  maintenant  sans  peine,  par  des  procédés 
analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  les  théorèmes  précé- 
dents, les  deux  théorèmes  suivants. 

I\.  Théorème  (A2,  262).  -  -  Deux  produits  [a3y|  et  [8eÇ]  de 
chacun  trois  vecteurs  a,  j3,  y  et  S,  e,  Ç  sont  égauxlorsque  et  seulement 
lorsque  les  spaths  a(3v  et  os!Ç  sont  égaux  et  de  même  signe. 

\.  Théorème  (y/2î263).  —  Deux  produits  alternés  non  nuls 
|  ABGI)|  et  |  EFGH]  de  chacun  quatre  points  simples  A,  B,  G,  D  et 
E,  F,  G,  H  sont  égaux  lorsque  et  seulement  lorsque  les  spaths  ABCD 
et  EFGH  sont  égaux  et  de  même  signe. 

Ce  théorème  permet  d'assimiler  le  produit  [  ABCD  |  au  spath  ABCD 
et  de  poser 

O)  [ABCD] =  ABCD. 

Les  trois  équations  (/?),  I  q  ),  (r)  donnent  aux  produits  progressifs 
de  points  une  signification  géométrique  parfaitement  définie. 

Il  en  résulte  qu'une  forme  F,  où  rS4  peut  être  regardée  comme 
une  somme  algébrique  de  produits  de  points  affectés  de  certains 
coefficients. 

'.)"!.  Le  complément  dans  le  domaine  du  quatrième  degré.  —  Soient 
A,  B,  G,  I)  quatre  points  simples  de  l'espace.  Nous  savons  que  tous 
les  autres  points  de  l'espace  en  sont  numériquement  dépendants. 
Pour  obtenir  le  complément  d'une  grandeur  quelconque  du  domaine, 

nous  de\  ons  poser  (  n"  28  i 

[ABCD]  =-m, 
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et  alors,  E  étant  un  produit  quelconque  de  degré  •<  \  des  unit»'-  V. 
B,  C,  D,  nous  devons  i  n"  ^<S  i,  pour  obtenir  son  complément,  former 
dans  un  ordre  arbitraire  le  produit  E'  des  unités  qui  n'entrent  pas 
dans  E  et  vérifier  si  le  produit  [EE ']  est  égal  à  +  i  ou  —  i. 

Suit,  par  exemple,  à  trouver  le  complément  de  Bl").  Ce  complément 
est  VC  ou  -  \( '.  suivant  que  le  produit  [BDAC]  esl  4-1  ou  —  1  ;  or, 
on  a  |  Bl  )  V(  ]  |  =  —  1 .  on  a  donc 

|[BD]=-[AC]  =  [CA]. 

Il  n"\  a  aucune  difficulté  à  appliquer  cette  règle  dans  chaque  cas, 
mai>  il  est  commode  d'employer  le  di'agramme  de  la  figure  i5.  Pour 

Fi  g.   i5. 


déterminer  au  nioven  de  ee  diagramme  le  complément  d'un  produil 
progressif  d'unités,  on  écrira  à  la  suite  de  ces  unités  el  dans  un  ordre 
quelconque  les  unités  qui  n'entrent  pas  dans  le  produit  considéré. 
Le  résultai  ainsi  obtenu,  et  qui  ne  sera  autre  qu'une  certaine  permu- 
tation de  produit  ABCD,  aura  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que 
le>  deux  premières  lettrés  et  les  deux  dernières  se  succéderonl  toutes 

deux    dans    le    sens    des    flèches    OU     toutes    deux    en    sens    inverse    des 

Qèches,  ou  bien  que  les  deux  premières  se  succédant  dans  un  sens,  les 
deux  autres  se  succèdent  dans  l'ordre  inverse. 

Par  exemple,  dans  le  cas  précédent,  BDAC  =  -  1  parce  que  Bl) 
est  disposé  en  sens  inverse  de  la  flèche  qui  joint  les  deux  points, 
tandis  que    \(.  esl  disposé'  dans  le  sens  de  cette  flèche. 


.'{){.  Théorème.  —  Le  complément  du  produit  de  deux  unités  Kr 
et  Es  d'ordre  quelconque  est  égal  au  produit  des  compléments  de 
ces  unités. 

Ce  théorème  a  été  démontré  (n°  29)  dans  le  cas  où  /• -4- s  ;>•  4- 
Supposons    maintenant    r-j-s  =  \.    Si  E,-  el    Ej  contiennent  toutes 

deux   nu  même  point  A   par  exemple,  on  aura 

|  [K,K,]  =o,         car         [E,Ef]=o; 
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mais  d'autre  pari  |E,  ne  contienl  pas  V  et  |E,  ae  le  contient  pas  non 


plus.  Donc  le  produit   1 1  Er|  E>s  |.  qui  est  du  quatrième  degré,  contienl 

I) 


deux  lettres  égales  el  il  est  nul  aussi. 


[|Er|E,]  =|[ErE1]=o. 

Supposons  alors  que  E,.,  I-,  n'aient  pas  d'unité  commune  comme 
facteur.  Mai-  alors  Kv  est  au  signe  près  le  complément  de  E,  et  E,  est 
au  signe  près  le  complément  de  E,.  On  a  donc 

|Er=[ErK,]Ef,         |E,=  [E,Er]Er, 

<m'i  [E,.E,-|  est  rt  i  :  OU  a  (lune 

[|E,.|E,]  =  [E,.E,]  [E,E,.]  [E,E,]; 

or,  [Eslv |  [E,Er]  est  i.i   mi  i  —  i).(  —  i  )  ou,  dans  les  deux  cas,  -\-  i  . 

donc 

[|IV|E,|]  =  [E,E,]  =  |[E,E,], 

puisque  [ErE,]  est  un  nombre.  (Cette  démonstration,  qui  esl  celle 
«le  (  rrassmann,  ue  suppose  pas  n  =  \.  i 

Soil  maintenant  /•  -+-  s  <  \.  Ce  cas  ne  peut  se  présenter  que  si  l'un 
des  facteurs  étant  un  point,  l'autre  esl  un  point  ou  un  bipoint.  Il 
suffira  d'examiner  séparémenl  chacun  de  ces  deux  cas  en  effectuant 
le  calcul  explicite  pour  démontrer  le  théorème. 

34.  Dans  ce  qui  suit,  el  en  \  uc  de  la  généralisation,  nous  définis- 
sons les  points  de  l'espace  en  fonction  de  quatre  unités  a.  h.  c,  d. 
dont  une  au  moins  esl  un  point  simple  à  distance  finie  in"  26),  les 
autres  pouvant  être  des  points  à  distance  finie  ou  à  l'infini  i  des  vec- 
teurs). Les  démonstrations  ainsi  présentées  onl  l'avantage  de  com- 
prendre les  «ils  particuliers  où  certains  facteurs  sonl  parallèles  entre 
eux  i  ou  bien  onl  un  élémenl  uni  (')  à  l'infini  ). 

Nous  aurons  souvent  à  faire  usage  des  deux  lemmes  suivants  : 

I.  Le  produit  extérieur  d'un  point  simple  à  distant-, ■  finie  et 
d  un  vecteur  est  un  bipoint  passant  pur  le  point  considéré  et 
équipolent  au  vecteur  donne. 

II.  Le  produit  extérieur  d'un  point  et  d'un  produit  de  deux 
vecteurs  (le  produit  de  deux  vecteurs  étanl   une  F2  particulière  que 

("')   Voir  note  à  1'  Vrticle  36. 
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nous  retrouverons  plus  loin  sous  le  nom  de  bivecteur)  (n°39)  est  un 

I  ripai  ut  dont  la  plan  passe  par  le  point  donné  et  dont  la  teneur 
et  le  signe  sont  les  mêmes  <pie  ceux  du  bivecteur. 

Soil  en  effel  I*  un  poinl  simple  à  distance  finie  ci  soient 

a  =  B  —  A,        p  =  C  —  A 

deux  \  eclcu  rs.  (  )n  ;i  les  nient  liés 

[Va]  =  [P(B  — A)]  =  [PB]  —  [l'A]  =  PB  —  PA, 

ce  (|u i  démontre  le  lemme  I ,  el 

[Pap]  =  [P(B  — À)(C  — A)]  =  [PBC]  =  PHG, 

ce  qui  démonl  re  le  lemme  1 1 . 

Ceci  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant,  dont  l'im- 
portance est  capitale  au  point  <le  vue  des  applications. 

3o.  Théorème.  -  Le  produit  régressif  de  deux  grandeurs  est 
congr uent  à  leur  élément  commun . 

Ce  théorème  signifie  que  si  nous  faisons,  par  exemple,  le  produit 
d'une  droite  el  d'un  plan,  entendant  par  là  que  nous  effectuons  le 
produit  régressif  des  deux  points  représentanl  la  droite  el  des  trois 
points  déterminanl  le  plan  (l'un  au  moins  de  ces  points  étant  dans 
chaque  cas  un  point  à  distance  finie),  le  résultat  obtenu  sera,  à  un 
facteur  numérique  près,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  el  du 
plan. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  dans  le  cas  où  les  gran- 
deurs considérées  sont  des  produits  des  unités  primitives  a,  6,  c,  d 
(n°  34).  Remarquons  que  le  produit  étant  régressif,  si  l'un  des  fac- 
teurs est   une  droite,   l'autre  ne  peut  être  qu'un  plan.  On  n'a  donc 

dans  l  espace  (  '  )  (pie  deux  cas  ;'i  considérer  : 

i"    Produit   d'une  droite  el  d'un  plan; 
2°    Produit  de  deux  plans. 

a.    Soit   une  droite  ah  el   un  plan  bed .  .le  dis  (pie  l'on  ;i 

P  =  [ab.ijcd]  =  b. 


(')   I);ius  le  plan,  on  aurait  à  considérer  le  produit  de  deux  droites.    Une  dénions 
Iration    identique  montre  que,  dans   ce   cas,    le    produit  est  congruenl   à   leur   point 
d'intersection. 
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Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  d'effectuer  le  produil  d'après  la  règle  des 
produits  régressifs  (  n"  î2(d  >.  (  )n  a 

|  ab  =  cd,  |  bcd  =  —  «, 

d'où 

|  p  -_-  _  cda  =  -+-  |  b 

ou  bien 

P  =  b. 

b.  Soienl  de  même  les  plans  abc  et  acd.  Je  dis  que  l'on  a 

P  =  [abc. acd]  =  [ac]. 

Même  démonstration. 

c.  Soii  maintenant  c*/;c  un  plan  et  soil  une  droite  passant  par  un 
poiiil  1)  extérieur  à  ce  plan.  On  peut  définir  celte  droite  par  le 
point  I)  el  par  son  point  de  rencontre  avec  le  plana&c.  Ce  point  peut 
se  mettre  sous  la  forme  (n°  lo  )  xa-^-yb -+-zc.  L'expression  de  la 
droite  esl  donc 

[D.(cra  -\-yb  -h  zc)], 

el  il  suffit  de  montrer  que  Ton  a 

[abc.D(xa  -\-yb  -+-  zc)]  =  xa  -+- yb  ■+-  zc, 

démonstration  qui  n'offre  aucune  difficulté  et  que  nous  laissons  aux 
soins  i\\\  lecteu r. 

Le  théorème  peut  alors  être  considéré  comme  démontré  dans  >a 
généralité,  en  tenant  compte  de  la  remarque  faite  au  n"  5.  Soient  en 
effet  i,  une  droite  et  nr,,  ttt2  des  plans  quelconques. 

Nous  pouvons  supposer  que  nous  prenons  comme  unités  un  point 
de  la  droite,  soit  dK  el  trois  points  «,  bt  c,  du  plan  (qui  ne  pensent 
pas  être  tous  à  l'infini  ).  D'après  ce  qui  précède,  nous  obtiendrons  le 
point  de  rencontre  l\  de  la  droite  et  du  plan  en  effectuant  le  pro- 
duit  |  £,  7ry ,  |  a\  ce  la  condition 

a\  b\  c1  dx  =  i , 
puisque  les  unités  sont  maintenant  a(,  6<,  C|.  dt .  Nous  aurons  donc 

[e,™,]  =±  [atbiCidi]  Pj. 

Mais  si  nous  exprimons  les  unités  a,.  bt.  Ct.  dt  au  moyen  «les  unités 
primitives   <t.  6,  C,  d,    à    L'aide,    par    exemple,    de    leurs    coordonnées 

barycentriques,  le  spath  \a\b\c{d{\  du  second  membre  qui  est  un 
nombre,  se  transformera  en  un  nombre,  c'est-à-dire  un  multiple  du 
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-|i;ii!i  \f//>c</\.  et  le  poinl  P,  deviendra  l'expression  du  poinl  de  ren- 
contre de  la  droite  el  du  plan  en  fonction  de  a .  //.  c,  cl.  On  aura  donc 

racine 

les  unités  étant  maintenant  a.  b.  c,  cl. 
On  verra  de  même  que  le  produit 

mi  7^,  el  ra2  -ont  exprimés  d'une  manière  quelconque  au  moyen  des 
unités,  esl  congruenl  a  l'expression  de  la  ligne  d'intersection  des 
deux  plan-  exprimée  au  moyen  des  mêmes  unités,  quelles  qu'elles 
soient.  (  )n  le  démontrera  en  prenant  comme  unités  provisoires  deux 
poinl-  de  la  ligne  d'intersection  de-  deux  plan-  et  un  poinl  de  chacun 
de-  plans. 

Non-  verrons  plu-  loin  i  n"  37^  L'application  de  ce  théorème  au  cas 
particulier  de  facteurs  parallèles. 

36.  Théokkme.  -  Le  produit  relatif  de  deux  grandeurs  inci- 
dentes (')  |  c'est-à-dire  donl  l'une  est  contenue  dan-  l'autre  i  est  nul. 

Le  théorème  est  évident  -i  le  produit  esl  progressif  l  n"  27).  Dans 
le  cas  ou  d  e-t  régressif,  on  pourra  reprendre  la  démonstration  pré- 
cédente en  considérant  d'abord  une  droite  t,  et  deux  plan-  775,.  rr>2  de 

la  forme 

ab,  abc,  abc, 

puis  on  étendra  de  même  la  démonstration  au  cas  général  où  leurs 
expressions  sont  quelconques. 

C'est  cette  dernière  propriété  exprimée  par  le  théorème  précédent 
que  Grassmann  a  voulu  rappeler  par  la  désignation  de  produit  cric- 
rieur  (A21  78,  Rem.).  Il  est  nécessaire,  pour  qu'un  produit  de  deux 
facteurs  soit    -■=  o,  que  l'un  des  deux  facteurs  soit  extérieur  à  l'autre. 

Les  règles  précédentes  s'appliquent  encore  dan-  le  cas  où  le 
domaine  principal  est  le  /dan  au  lieu  de  Vespace.  Grassmann  dis- 
tingue les  produits  relatif-  de  point-  en  produits  stéréométriques^ 
lorsque  le  domaine  est  celui  de  I  espace  |  î"  degré  1,  el  produit-  /da- 
nimétriques,  lorsque  le  domaine  esl  le  plan  (3€  degré)  (Ai,  288). 
Les  règles  sonl  les  mêmes;  \\  n  \  a  que  le  domaine  qui  change.  \insi 
un  produit  de  quatre  points  esl  progressa  dans)  espace,  mais  régressif 


On  emploie  plutôt  maintenant  le  terme  de  grandeurs  unies  [Vereint  . 


'■M.    PRODUITS   DES    FORMES   ENTRE    ELLES.  6l 

dans  le  plan.  Dans  le  cas  des  produits  plammé triques,  si  n.  h.  <■  sonl 
1rs  mules  choisies,  on  devra  poser 

[abc\  =4-1. 

Dans  le  domaine  de  l'espace,  nous  aurons  donc  les  unités  suivantes  : 

4  ii  ni  tés  de  premier  degré a,  e>,  c,  d 

(')  unités  de  second  degré ^!  =  ab,  e2  =  6c,   etc. 

i  uni  lés  de  troisième  degré.  ...  ttï!  =  «fV,  to2  =  bcd,  .  .. 

i    unité   absolue abcd  =  -+-  I . 

Dans  le  domaine  cl  m  plan,  nous  avons  seulement  sept  unités  : 

>  unités  de  premier  degré a,  b,  c 

3  unités  de  second  degré zx  =  ab,   e2  =  bc,  z3  =  ca 

i  unité  absolue abc  =  -+-  i 

37.    Cas  des  facteurs  parallèles.  Grâce  à   l'introduction   de   la 

notion  de  position  d'une  droite  (n"  26)  nous  avons  pu  établit  îles 
résultats  généraux  sans  nous  préoccuper  de  saxon-  si  les  points  consi- 
dères sont  des  points  à  distance  finie  ou  «les  points  à  l'infini.  Mais 
certains  résultats  relatifs  aux  cas  particuliers  où  l'on  considère  des 
points  à  l'infini  peuvent  s'énoncer  sons  une  forme  légèrement  diffé- 
rente qui  peut  quelquefois  présenter  des  avantages.  Nous  nous  con- 
tenterons d'énoncer  les  propositions  suivantes.  Il  importe  de  ne  pas 
y  confondre  les  expressions  bipoint  et  vecteur. 

I.  Le  produit p la nimé trique  de  deux  bipoinis  parallèles  est  con- 
finent à  un  vecteur  parallèle  à  la  direction  commune  des  bipoints. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  directement,  mais  nous  préférons 
le  démontrer  comme  cas  particulier  des  théorèmes  généraux  nos  3o 
el  36. 

Soit  a  la  direction  commune  des  deux  lupoints  passant  respective- 
ment par  les  points  \  el  B.  On  pourra  écrire  ces  lupoints  sous  la 
forme  (  n"  34,  I  i 

[A. ara]         et         [B.jk*] 
et  le  produit  sera 

l(A. xa). (B. ^a)]  =  xy  [ A.a. Ba]  =  a         par  n"  :>.'>. 

II.  Le  produit  sléréométrique  d'un  bipoint  el  d'un  plan  qui  lui 
est  parallèle  est  congruenl  à  un  vecteur  parallèle  au  bipoint.  Car  si  i 

es|   la  direction  du   lupoinl   passant   par  le    point     \.    OU    pourra    mettre 

le  bipoint  el  le  plan  sous  les  formes 

|  \.xt.\         et         [BapJ, 
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le  produil  stéréométrique  sera  alors 

[(•A.a:a).(BaP)]  =  a?[Xa.Bap]  =  a. 

III.  Le  produil  stéréométrique  de  deux  tripoints  situés  dans  des 
plans  parallèles  esl  congruenl  à  un  produit  de  deux  vecteurs  paral- 
lèles à  leur  plan. 

Car  on  peul  mettre  les  tripoints  sous  les  formes 

|  \.xz.yr{>~\  =  Ty\kv.rp\         et         [B.za.u$]  =  zu[Ba$] 


et  le  produil  sera 


vyzu[fiuP)[BzÇ>]^[a$}. 


(  )n  pourrait  encore  dans  ce  dernier  cas  raisonner  comme  il  suit. 
Le  produit  stéréométrique  de  deux  plans  étant  congruenl  à  leur  ligne 
d'intersection  (  n°  35),  celui  de  deux  plans  parallèles  est  congruenl  à 
la  droite  de  l'infini  de  ces  plans.  Mais  celte  dernière  droite  est  con- 
gruente  au  produit  de  deux  de  ses  points,  c'est-à-dire  de  deux  points 
à  l'infini  (vecteurs)  de  ces  plans.  Donc  finalement  le  produit  des 
deux  plans  esl  confinent  au  produit  de  deux  vecteurs  qui  leur  sont 
parallèles  {voir  n"  41,  IV). 

II  est  clair  que  le  produit  stéréométrique  de  deux  droites  parallèles 

est  nul. 

Le  lecteur  trouvera  un  peu  plus  loin,  dans  le  Chapitre  l\  ,  consacre 
à  quelques  applications  des  formes,  quelques  notions  sur  les  questions 
relatives  à  la  commutativité  des  facteurs  dans  un  produit  stéréomé- 
trique (  n°  44). 


D.  —  Multiplication  alternée  dans  l'espace  comme  système 
du  troisième  degré. 

38.  Nous  considérons  maintenant  dans  ce  (pu  suit  l'ensemble  des 
vecteurs  de  l'espace.  Nous  savons  (n°21)  que  tous  les  vecteurs  de 
l'espace  sont  numériquement  dépendants  de  trois  quelconques  d  entre 

eux  non  coplanaires  (pie  nous  pouvons  prendre  comme  unités  cl  nous 
choisissons  à  cet  effet  trois  vecteurs  unités  e,,  e2,  t':i,  formant  un  tri- 
ple! à  droite  (  n"  21  ).  In  vecteur  quelconque  a  dont  le  module  {  ') 
esl  a  S  exprime  sous  la  forme 

a  =  xe\  -+-  ye-i  -+-  ze% 

(  '  )  Le  module  d'un   vecteur  esl    le    nombre  positif  qui   exprime-  sa    longueur  par 
rapport  à  l'unité  de  longueur  choisie  (n°  18). 
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cl    l'un   il 


in  a=  inoda  =  Ta  =  +  \/x2  ->-  y'1  -h  z-, 

un  module  étant  toujours  considéré  comme  un  nombre  positif. 

Les  milles  du  système  sonl  maintenant  au  nombre  de  sept, 
sà\  oir  : 

3  unités  primitives cx,  e.2,  e3 

3  unités  du  second  degré e\?i,  e-2e3,  e3et 

L'unité  absolue e%  e-2e3  =  -+- i 

Nous  avons  seulemenl  trois  unités  du  second  degré  et  non  six, 
parce  qu'en  vertu  des  règles  de  la  multiplication  alternée  on  a  m" 27) 

eie2-+- ^2gi  =  °>         c,(':i+  e3e-2=  o,         e3el  -+-  e,  e3  =  o. 

Les  symboles  rw  •••  étant  mis  pour  \et  e2J.  ...    par  abréviation. 
Considérons  alors  deux  vecteurs  : 

a=  xe\  -h  ye-2-\-  zc3, 
3  =  x  ex  ■+■  y'  e%-\-  z'e3. 

Si  nous  effectuons  le  produit  extérieur  |ap]  d'après  les  règles  ordi- 
naires, nous  trouvons 

i  a  )  [a(JJ  =  (xy' —  yx')ete-2-{-(yz' —  zyJ)eie3-h  (zx  —  xz')eÀex. 

Prenons  !<•  complément  du  produit,  nous  obtenons  <  n"  2<S  i 

(3)  \[y.ri]=(xy'  —  yx')\ele2-i- 

Ou  bien,  en  remarquant  que  nous  avons  ici 

|eic2=68,         \e-2e3=ei,         \e3et=  e2 

(à  cause  de  e{e-2e3  =  i  ),  nous  aurons 

(4)  |[a3]  =  (yz  —  zy')ex-~(zx'  —  xz')e*  -+-  (xy'  —  yx')e3. 

Le  complément  du  produit  vectoriel  (ou  extérieur)  de  deux  vec- 
teurs est  donc  un  vecteur.  Nous  en  verrons  tout  ;'i  l'heure  la  signin- 
cal  ion  géométrique. 

Formons  maintenant  le  produit  intérieur  (ou  scalaire)  des  vec- 
teurs '/  et   3.   Nous  ;i\  ons 

[a[P]  =  [xex-\- ye%-\-  ze3,        x'\et-i-y\es-+-z'\ea\. 
Si  nous  développons  le  second   membre,  en   remarquant   que  par 
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n"  30  nous  ;i\  ons 

L^iki]  =  [e2|e2]  =  [e3\e3]  =  i, 

[e,  |ei]  =  [cj|ei]  =  [ej|e3l=...  =  o. 

\(iii-  obtenons 

(5)  [«IP]  =  xx -+- yy' -*- zz' , 
ce  qui  montre  que  l'on  ;t 

(6)  [«IP]  =  [PI»J 

comme  cela  <l<'\;ui  être  i  m"  30  i. 

Or  il  es!  facile  <!<•  donner  < le  l'expression  (5)   une   interprétation 
géométrique.  Soil  {Jig.  i&)  OA  le  vecteurael  soit  OB  le  vecteur  [3. 


Désignons  par  8  l'angle  compris  entre  <>  et  —  <j u<-  fonl  les  directions 
•  le  a  ci  rt.  Il  <■>!  clair  que  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  G  A. 
rapportés  aux  axes  O/,  O  r.  Oz  dirigés  suivant  et,  c_..  e:t,  sont 


_  ,      — ,      _ 
il         a        a 


a  étant  le  module  « I <■  OA.  De  même  les  cosinus  directeurs  de  OB  sont 

x'        y'        z 

77'    77'     7/ 
où  //  est  le  înoilulc  ilf  (  )l>.  (  )u  a  donc 


XX 

cosO  =  —  -j- 


y  y_ 

a    b 


ou 

(7) 


[  a|  (3  ]  =  xx' ' -\- yy'  —  --'  =  ctb  cosô, 


formule  importante  qui  exprime  que  le  produit  scalaire  de  deux 

vecteurs  est  égal  au  produit  du  module  de  I  un  des  lecteurs  par 
la  projection  de  l'autre  sur  ce  lui-lit.  ou 

[a|pj=  OA.OH. 
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<  )n  en  dé  du  il  cette  conséquence  importante  :  Le  produit  scalaire  de 
deux  vecteurs  perpendiculaires  entre  eux  est  nul  et  réciproque- 
ment i  <;ir  alors  COsQ        o). 

39.  (  .i(i  posé,  formons  le  produit  scalaire  <lu  vecteur  x  el  «lu  com- 
plémenl  du  produit  |a,j|  exprimé  par  l'équation  i  {).  Nous  voyons 
sans  difficulté  que  ce  produit,  obtenu  en  additionnant  les  produits 
deux  à  <l<'ii\  des  composantes  e, ,  e2  et  e3  dans  chacun  de  ces  vecteurs, 
esi  identiquement  nul.  On  trouverait  le  même  résultai  en  faisant  le 
produit  extérieur  de  ce  même  complément  et  <ln  vecteur  S.  Il  en 
résulte  que  l  n"  38  )  : 

A ■'  complément  du  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs  est  un 
vecteur  perpendiculaire  aux  deux  facteurs  du  produit. 

Le  module  du  complément  ;i  pour  carré  l;i  somme  des  carrés  des 
composantes,  c'est-à-dire 

kj\y—  yx'f--^{zx'  —  xz'f  +  (yz  —  zy'y- 

=  (xi-hyt-h  zt)(x'ï  -+-  y'2 -+-  z'i)  —  ( xx'-hyy'  -     zz'  )- 
—  a^b2 — a262cos20  [pari;)  art.  précédent j 
=  a268sin28. 

Le  module  est  donc  égal  à  aèsinO  puisque  >\i\h  esl  toujours  positif 
(  0  étant  compris  entre  o  et  -  i. 

Quant  au  sens  dans  lequel  lecomplément  est  dirigé  il  suffit,  pour 
l'obtenir,  d'appliquer  ce  qui  précède  au  cas  particulier  «les  vecteurs 
e,,  e-j.  e3  par  exemple.  On  voit  alors  que  ce  sens  doit  être  tel  que  la 
rotation  soit  positive  de  a  vers  (3  pour  un  observateur  ayant  les  pieds 
sur  le  plan  aJ3  et  la  tête  dirigée  suivant  le  vecteur  |  [a[3  |.  Finalement 
on  a  donc  le  résultai  suivant  : 

Le  complément  d'un  produit  de  deux  vecteurs  est  un  vecteur 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  ayant  pour  module  le 
nombre  qui  exprime  la  surface  du  parallélogramme  construit 
sur  a  et  [j  et  dirigé  dans  un  sens  lel  que  la  rotation  de  a  vers  'p 
soit  positive  par  rapport  à  ce  complément  <  '  i. 

I  ii  produit  de  deux  vecteurs  tel  que  [ccjii]  s'appelle  un  bivecteur. 
Son  complément,  défini  comme  nous  venons  de  le  dire,  s'appelle 
Y  index  ou  Y  axe  du  bivecteur. 

I   n  bivecteur   représente   l'aire   vectorielle   construite    sur  les   deux 

(  '  )  Ou  encore  que  le  triédre  ajSy  soit  à  droite. 

L.  5 
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veoteurs  donl  il  est  le  produil  (n°  31,  Mi  ci.  si  nous  reprenons 
l'expression  «lu  bivecteur  |  n"  .'{8.  (  ■•>.  >|. 

[afi]  =  (xy'  — yx')eiet->r{yz'    -  zy  )<■■■>?■.  —  |  zx'  —  xz')ezeu 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  expressions 

{xy' — yx')eiet,     (y*-     zy')e2e?,.     (zx' —  xz')e%e\ 

représentenl  les  projections  sur  les  plans  Oxy,  Oyz  el  O.rz  de  l'aire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  vecteurs  a  et  [J,  de  sorte  que  le 
bivecteur  [a 3]  représente  alors  cette  aire  décrite  positivement  dan» 
le  sens  tel  que  son  complément  satisfasse  à  la  condition  donnée  pin- 
haut. 

Réciproquement  le  complément  d' un  vecteur  pouvant  être  regardé 
comme  le  double  complément  du  bivecteur  dont  te  vecteur  est  le 
complément  [n°  28.  <K)|  est  un  bivecteur  dont  le  plan  est  normal  an 
vecteur  donné,  el  déterminé  par  deux  vecteurs  quelconques  de  ce 
plan  assujettis  à  la  seule  condition  que  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  vecteur»  s'exprime,  en  fonction  de  l'unité  d'aire, 
par  le  même  nombre  «pie  le  module  du  vecteur  donné  en  fonction  de 
l'unité  de  longueur  el  que  le  sens  de  rotation  du  premier  vecteur  au 
»econd,  par  rapport  au  vecteur  donné,  soit  positif. 

Ru  résumé,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  peut  représenter 
les  vecteurs  el  leurs  produits  au  moyen  des  unités  e(,  £2>  £3  f>|  des 
unités  du  second  degré  e4  =  e2£a,  ^2==  e3et,  s:{z=eie-2  et  que   l'on   a 

les  relations 

^i  !  ^1  =  <?»  |  e*  =  e-i  |  e3  =  1 , 
et\et=  es|e,  =  e1\e3  =  ...  =  o, 

£3  =  eïei—\e-.u     z*-=  e3et  =  |è2,     s,  =  e2p:j  =  U-,. 
ex  e2e3  =  —  e2  ei<?:j  =  .  .  .  =  -+- 1. 

Le  produil  intérieur  dune  unité  par  elle-même  tel  que  C\\e{  se 
représente  souvent  par  la  notation  e*.  On  a  donc 

e\  —  e\  -  e\  =  -+-  1. 

Ce  n  est  pas  ce  système  qui  a  prévalu  dan»  le  calcul  des  vecteurs.  Il 
ne  présente  en  effel  aucun  avantage  sur  le  calcul  des  quaternions 

qui  es|  beaucoup  pins  simple.  Mais  au  point  de  \  ne  du  calcul  absolu 
sur  le»  points,  le»  droites  el  les  plans  de  Vesfxtee.  le  calcul  déve- 
loppé sous  le  titre  G  de  ce  Chapitre,  pré  seule  à  sou  tour  des  avantages 
importants  qui  doivent  le  faire  préférer,  toutes  les  fois  qu'il  s'unit 
d'une  question  du  domaine  i\w  quatrième  degré-. 
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En  résumé,  les  figures  géométriques  élémentaires  une  nous  avons, 
rencontrées  jusqu'ici  >nni  les  suivantes  (')  : 

Désignations.  Notations. 

Point ...  \ 

Vecteur a  —  I»  —  V 

l>i  vecteur |  k{3 ]  —  | v 

Bipoint.. Alî  =[AB]  =[Aà]       w 

Tripoint \BC  =[ABG]  =  [AaP]  =  [C»]  =     ra 

Sp;itli  i  produil  de  3  vecteurs) \ ipV  | 

Spath  (produit  de  /,  points) .  ABCD  =  [ABCD]  =  [AafJy] 

Produit  scalaire  île   >.  vecteurs [a|3]  =  [S|a] 

En  \  adjoignant  les  règles  du  produil  progressif  el  régressif,  oi» 
peut  ramener  un  produit  quelconque  à  ces  formes  élémentaires  dans» 
le  cas  où  il  s'agil  de  la  multiplication  alternée. 

E.        Multiplication  alternée  des  formes. 

40.  Si  nous  considérons  deux  formes  F,-  el  l\  des  degrés  /•  <•[  s  el 
telles  que  /'  -\-  s  S  f,  nous  pourrons  obtenir  le  produit  extérieur  de 
ces  formes  en  leur  appliquant  les  règles  de  la  multiplication  alternée 
progressive.  Le  résultai  de  I  opération  sera  évidemmenl  une  forme 
Fr+i.  D'ailleurs  l'opération  n'esl  pas  toujours  commutative,  mais  |<- 
renversement  «le  Tordre  des  facteurs  ne  fait  que  changer  le  signe  du 
résultai  dans  le  cas  où  la  propriété  commutative  ne  subsiste  |>as.  Il 
en  est  ainsi  par  exemple  pour  deux  formes  I'  ,  dont  le  produil  est  eim- 
lornie  F2. 

On  peul  égalemenl  former,  d'après  les  règles  précédentes,  le  pro- 
duit régressif  de  deux  (ormes  F"  el  l\  si  la  somme /'H-s  esl  supé- 
rieure a  n .  Dans  ce  cas  il  esl  clair  <l  après  ce  que  nous  avons  vu  (n°  X»  i 
que,  si  les  deux  formes  oui  un  élémenl  commun,  le  produit  extérieur 
ainsi  obtenu  sera  congruenl  à  cel  élément  commun.  Il  lui  sera  mu» 
seulement  congruent  mais  égal  si  on   laisse  subsister  dans  le  produit 

les  facteurs  lels  que  |  \  IU  *l  )  | dont  la  valeur  est    -f-  i   ou        i  et 

dont  la  suppression  peul  avoir  pour  effel  de  changer  le  signe  du 
résultat.  \mm,  le  produil  de  deux  plans  représente  leur  ligne  d  inter- 
section :  le  produil  de  trois  plans  leur  point  d  intersection  el  le  pro- 
duit de  quatre  plans  le  contenu  du  tétraèdre  que  ces  plans  limitent. 

(')  Nous  y  ^is.in»  ajouté  l<-  trivecteur  ou  produil  de  trois  vecteurs  qui  dan»  le* 
domaine  du  troisième  degré  esl  évidemment  un  multiple  de  er  e,.  e..  c'est-à-dire  un 
nombre,  mais  que  nous  n'utiliserons  |»;is. 
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En  se  conformant  aux  règles  du  produit  régressif,  on  obtiendra  ces 
éléments  exprimés  à  L'aide  des  sommets  el  des  arêtes  du  tétraèdre  de 
référence^  c'est-à-dire  des  unités 

\.    B,    <:.    i). 
w,=  AB,        u>î=BC,        ai»=CD,        w4=AC,         t«s=AD,         u>,=  BD. 

(  )u  trouvera  une  application  de  ce  procédé  au  n"  i2. 

Dan»  Ifs  exercices  i]';i|»|)licyiiun  <|uc  nous  donnons  au  Chapitre 
siii\;ini.  ikpiis  supprimerons  souvent  les  crochets  de  la  notation 
grassmannienne,  ce  qui  n  \  présente  j>;is  d'inconvénienl  parce  que 
l'on  s;iii  de  quel  genre  «le  multiplication  il  s';i^ii.  Rien  n'empêche 
alors  il  employer  les  signes  ordinaires  de  la  multiplication  algébrique, 
sachant  d'avance  que  les  produits  à  obtenir  sont  toujours  «les  pro- 
duits extérieurs.  C'esl  ;uiisi  qu'au  Chapitre  1\    une  expression  telle 

que  La  suivante 

A,  B  —  C)(C  —  D, 

pourra    être  écrite  au    heu   de  l'expression  conforme  à   la  notation 

grassmannienne 

[A         B  — G         C— D]. 

Cependant  il  esl  nécessaire  d'employer  les  notations  correctes  quand 
La  nature  de  l;i  multiplication  n'es!  pas  définie  à  l'avance.  En  particu- 
lier La  multiplication  intérieure  doit  toujours  se  représenter  j>ar  le 
signe  intercalé  entre  les  facteurs  en  supprimant  si  on  le  veul  les 
crochets  extérieurs. 

Il  es|  d  usage  de  supprimer  toujours  les  crochets  ci  Le  si^ne  j  dans 
La  multiplication  îles  unités  c^e-,''\  ef  d'écrire 

e\  au  lieu  île  et  \  Ci 

el 

exe-,  au  lieu  de  [eiS;]. 

Il  ne  peut  en  effet  \  avoir  d'hésitation  sur  la  nature  du  produit  e,<'2. 
attendu  que  et  j  e3  esl  nul  (n°  30  ». 
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EXERCICES  ET  APPLICATIONS. 
APPLICATIONS  DES  F2  A  LA  STATIQUE  ET  A  LA  CINÉMATIQUE. 


41.  Nous  donnerons  d'abord  quelques  exercices  sur  les  produits 
planimétriques  ri  stéréométriques.  Les  règles  de  calcul  -oui  toujours 
très  simples  ainsi  qu'on  a  |>u  s'en  apercevoir  ci  il  suffît  d'un  peu  d'at- 
tention pour  s'en  rendre  maître.  I  n  certain  nombre  des  exercices 
présentés  ici  esl  emprunté  au  Livre  de  Krafl  cité  dans  l'Intro- 
duction. 

I.  Produit  planimétrique  de  trois  entés  d'un  triangle  \li,  BC, 
CA.        Nous  devons  poser  ici  (  n"  156  >. 

[ABC]-,.. 

<  )u  a  alors  par  la  règle  <le>  produits  régressifs  <  n"  29  i 

|[BC..CA]=  |BC|CA  =  AB  =  |C. 

I)  où  en  rétablissant  le  facteur  VIMi  =  -+-  i  pour  L'homogénéité 

|  BC.CA]  =  |  ABG]C 
el  par  suite 

[AB.BC.CA]    :[ABCp. 

(  le  prod  mi  esl  différent  de  zéro. 

II.  Le  produit  planimétrique  de  i  nu-  il  nu  les  concourantes  est  nul. 

Soient    les  droites    VH,  AC,    \|).  oïl  a 

[  VB.AC.  \\)\      \  V.BC].|  A  AD]  =  o. 

III    lira  le  du  double  produit  ou  du  facteur  moyen  \   t ...  I0o-107  I. 
Nous  désignons  ainsi  un  cas  particulier  d  une  formule  démontrée 
par  Grassmann  dans  le  c;is  d'un  domaine  de  degré  n  el  dont  I  emploi 
est  fréquent  dans  les  applications,  en  nous  bornant  au  cas  de  n 

ou  //  —  |. 
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Désignons  avec  Grassmann  (A*:  77)  par  grandeur  simple  une 
sçrandeur  qui  peul  s'obtenir  par  le  produit  alterné  de  ///  grandeurs 
♦  In  premier  degré.  Les  points,  les  droites,  les  plans  ci  les  nombres 
sonl  alors  des  grandeurs  simples.  Nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Quand  \.  H,  (.  sonl  des  grandeurs  simples  et  <jue  leur  produit 
r.st  de  degré  nul  on  ;i  les  formules 

Règle  du  <loul)lc  produit [AB.AC]  =  f  ABCJ.A 

Règle  du  double  produit \  AC.BCJ  =  [ABC].C 

Règle  du  facteur  moyen [AB.BC]  =  [ABCJ.B 

Nous  supposerons  d'abord  /*  ==  3  puis  n  ===  \  pour  la  démons- 
i  ration. 

Soient  //  le  degré  du  domaine  el  />.  </,  r,  les  degrés  de  V,  B,  C. 
Puisque  |  \H(1|  esl  «!«•  degré  nul,  p  -+-  cj  +  /•  est  divisible  par//  el 
puisque  \.  B,  C  sonl  des  grandeurs  simples, p:  q  el  /•  sonl  <Cft.  On 
n   «loue,  soi) 

prhq  -h  r  -   n, 
soil 

p  —  g  -+-  /'  —  a  w. 

Soil  d'abord  //  =  •'».  Les  formules  ci-dessus  résultenl  alors  immé- 
diatement de  I  application  de  l;i  règle  des  produits  régressifs 

Soil  maintenant  n  =  {-.On  aura  p  +  q  +  r  =  \  ou  p  -+-  q  +  r  ==  8. 

Dans  le  premier  cas  (en  supposant  par  exemple  que  non-  considé- 
rions la  règle  du  facteur  moyen,  qui  esl  la  plus  facile  à  retenir), 
\.  B,  C  sonl  du  premier  degré  ou  (lu  second  au  plus.  Supposons 
d'abord  \  el  G  du  premier  degré,  H  sera  alors  du  second.  Prenons 
comme  unités  les  points  A,  (1.  I).  E  en  posant,  ce  (pu  esl  toujours 
possible, 

B  =  [DE]         et        [ACDE]  =  i'. 

<  )n  a  alors 

|[AB.BC]  =  |ADE|DEC  =  -  CA  =  —  |  ED  =  |  B. 
D'où 

[AB.BC]  =  [ACDE].B  -  [ABC]B        [car  ACDE  =  ADEC  (n°  32)J. 

La  démonstration  sérail  la  même  si  \\  était  du  premier  degré,  l'une 
ou  l'autre  des  grandeurs  \  el  C  étant  alors  (\u  second. 

Supposons  maintenant  p  -+-  q  H-  '*  =  8.  Les  nombres  j>.  q.  r  étànl 

inférieurs  ;ï    (,   il   l.iul   que  I  un  d'eux  soil  éi;;il  à   2    el    les    deux    autres 

il  .5.  "Posons 

P  =  [AB.BC  J. 
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Supposoiis  par  exemple  que  \  soil  <l  ordre  ■>.  el   l>  el  t.  <l  ordre  ■  '». 

On  n 

|P  =  |AB   l:<  . 

Soient    V  .  IV.  G'  les  compléments  <!<■  \.  H.  (..  Nous  aurons 
|AB  =  A'B',        |BC  =  B'C. 

D'oÙ 

|.P  =  [A'B'.B'C'j      [  ^'B'C'J.B'  =  [|A|B|C]1B  =  |[ABG].B. 
Démonstration  analogue  pour  les  autres  cas. 

I\  .   Produit  s téréomé trique  de  deux  tripoinls  situés  dans  des 
plans  parallèles.        Soient  ABC,  DEF  les  deux  tripoints.  Ecrivons 

[ABC.DEFJ  =  [A(B  — A)(C  —  A).D(E  —  D)(F  —  D)]. 
Les  tripoints  étanl  dans  des  plans  parallèles,  on  peul  écrire 

(E  —  D)(F  —  D)  =  m (B  —  A )(C  —  A)  =  m  x$. 
[  ABC.DEF]=  m\  Aa3]|  Dxi]. 


)  où 


Mais  \,  D  et  ocâ  sont  des  grandeurs  simples  el  I;i  somme  «  I  «  -  leurs 
degrés  est  uulle  (==  {).  <  )n  peul  donc  appliquer  la  règle  «lu  produit 
double,  ce  qui  donne 

»l[Aa8][D*3]  =  m\  AUai  ||  ai] 

=  [AD(E  —  D)fF-    D  i][*3J 

[  -VDKF  ||ai]. 

I .!•  produit  est  doue  un  bivecteur  {voir  n°  )Î9  i. 

\.  Soient  ABC,  Mil).  \C.D  l<^  i r< »i^  faces  d'une  pyramide  dont 
If  sommet  «-si   \ .  on  a 


.n  cllcl .  un  ;i 


ABC)|  ABD)(ACD)  =  |  ABCDpA. 

|[l  ABD).|  AGD)1=  —  CB  =  | Al >, 
|  [(ABC).  AD]  =  D.BC  =  |A. 


D'où  en  rétablissanl  l'homogénéité  on  ;i  l;i  formule  proposée. 

\l.   Le  produit  de  trais  plans  collinéaires  (c'est-à-dire  passant 
;i;ii  une  même  droite i  est  nul. 


-->.  (II  \I'I  I  RE    l\  . 

\  If.    Le  produit  des  quatre  faces  d'une  pyramide  esl 
u;<:.  \Bi>.\<;i>.i;cn  =  [ABCDp. 

Démonstration  analogue  à  \  . 

\  III.  Le  produit  de  quatre  plans  concourants  en  un  point  est  nul. 
Démonstration  analogue. 

IV    Soient   \.  B,  (  -  trois  points,  on  a 

A|[BG]=|[BC1.A, 
[AB]|C  =  |C[AB]. 

Posons  |[BG]       |  FG],  on  a 

A|[BC]  =  A[FG]  -  [AFG]  =  [FGA]  =  [FG]A  =|[BC].  \. 

De  même  posons  |  C  =  |  H  ill  | .  on  ;i 

[AB]|C=[ABJ[FGH]  =  [FGH][AB]. 

(clic  dernière  égalité  résulte  de  ce  que  I  on  a 
|[AB][DEF]  =  |AB|DEF. 

|DEF  =  H  G  =  —  G  [n"  28,  (71J. 

D'où 

|[AB]|  DEF]  =  — |AB.C  =  -  C|AB  |  par  l\  » 

el 

|[DEF][AB  =  |DEF|AB  =  -  C|AB. 

D'où 

[AB][DEF]  =  [DEF]{AB]  =    C[AB]. 

D'où  l'on  ;i  la  deuxième  équation  proposée. 

\ .   (  )n  demi »ntre  < !<■  même  que  I  «m  ;i 

[AB]I[CDÎ=|[CD][AB], 
poser 

|[CD]  =  [FGJ, 

cl 

|  *B]|[CDE]  =  |[CDE][ABJ, 

poser 

|[CDE]      F 

\l.   Démontrer  la  formule 

[PQS][PQRJ  =  [PQRS]|  PQ]. 


■il.    EXERCICES   ET   APPLICATIONS. 


-; 


Il  suffi!  d'appliquer  la  règle  du  double  produil  en  prenant  les  points 
P,  Q,  \\.  S  comme  unités. 

\ll.    /  ne    somme    S    de    bipoillts    est    réductible   à    un    />i/>oi/it 

unique  lorsque  I  on  a 

[SS]  =  o 

et  seulement  dans  ce  cas  ( .  \ ■i.  "2H(\  i. 
a .    Si  S  esl  nu  bipoinl    Vlî.  on  ;i 

[SS]  =  [AB.AB]  =o: 

//.    N  |  SS  |  =  o.  on  ;i 

S  =  AB    r-  CD  (n°  23,  lit). 
D'où 

..  =  [SS]  =  1  VI!  -+-  CD)(AB  -+-  r.D)  =  f  AB<:D]-!-[CD\BJ  =  ifABGD] 


ABCD  =  o. 

Par  suite  V.  H.  (.,  I)  sont  coplanaires  ci  S  -.<•  réduil  à  un  bipomi 
i  n"  23,  I  i. 

\lll.    Une  somme  de  bivecteurs  esl  un  bivecteur. 

Il  suffira  «le  considérer  deux  bivecteurs  <i  de  les  amener  par  un 
déplacemenl  convenable  à  avoir  un  côté  commun,  ce  (pu  esl  toujours 
l>u»-ililr  d'après  la  définition  du  bivecteur,  puisque  celui-ci  peul  se 
mouvoir  à  volonté  dans  des  plans  parallèles.  Les  deux  bivecteurs 
seront  alors  <l<-  la  forme 

[«Pl  +  [«Yl 

el  I  on  montrera  que  leur  soin  nie  esl  [a|  [3  H~  "■')]■ 

Le  théorème  s'étend,  d<-  proche  en  proche,  à  un  aombre  quel- 
conque de  ln\ ecteu rs. 

\l\  .    Démontrer  la  formule 

l«Plï]=P[*lT|-4PlY] 

où  y.,  [j.  y  sont  trois  recteurs  quelconques. 
(  )n  posera 

p  =  bx  ev -h  bi et      l>  ■.>■■.. 

C\  >'\      '■, ,-..      q3  e3, 
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'i  il  sufhl  alors  (I  effectuer  les  calculs  îles  deux  membres  pour  vérifier 
cette  identité.  Nous  retrouverons  cette  très  importante  formule, 
<liic  formule  du  double  produit  vectoriel .  sous  une  forme  un  peu 
différente,  au  n"  64. 

fci.  Coordonnées  barycentriques.  Nous  avons  vu  i  n"  15)  qu'un 
poinl  quelconque  1*  <!<•  l'espace  peul  s'exprimer  sous  la  forme 

x\  -    >B  —  ^C  -4-  uD 
I    =  '■ » 

./■  —  y  -+-  Z  -+-  Il 

où  \ .  B.  C,  I  )  -uni  quatre  points  indépendants  de  l'espace el  x.  y.  s,  u 
quatre  scalars  réels  quelconques.  On  peul  poser 

<  (i  )  cc-i-y-+-z-{-u  =  ï, 

el  alors  on  a 

I»  =  ./A  -t-jB  ^-:C-  «D. 

(  )n  peul  déterminer  les  nombres  x,  j\  ^,  m.  qui  s'appellent  Ujs 
réordonnées  barycentriques  du  point  P.  Multiplions  les  deux 
membres  par  BCD,  les  coefficients  <lc  v,  c.  //  s'annulent  el  l'on  •< 

[PBCD]  =  a?[ABCD], 
•  ni 

_  [PBCD] 
X~  [ABGDJ 
'  'n  aurail  de  même 

[PCDA]  [PDAB]  [PIBG] 

y~~  [ABGD]'  [  \BCD]'  _  [ABGD]' 

(  )n  voit  que  V  étanl  un  point  quelconque  de  l'espace,  «m  :i  la 
relation 

PfABCD]  =  \[PBCD]  — B[PCDA]  -r- G  [PDAB]  —  D[PABG] 
entre  cinq  tétraèdres  el  cinq  points,   les  tétraèdres  étanl  pris   i\<v 

leur  signe  (  <  }. 

(  )n  peut  ht  mettre  sous  la  forme  symétrique 

P[ABCD]=  \[PBCD] -r-B[APGD]  h-G[ABPD]       DfABCP], 

!«■  |)iniii  I*  remplaçant  dans  l'expression  de    \IU.I)  le  poinl  dont   le 


'i  Le  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  les  points  AlïCI»  a  pour  xoluine  ^  |  \I'»CD 
••>  i  signe  est  défini  par  celui  du  spath  AI'.CD. 
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tétraèdre  esl  l<-  coefficient.  L'équation  (a)  donne  la  relation 
[PBCD]h    [APÇD]     •  [ABPD]  -+-  [ABCP]  =    [ABCD] 

entre  cinq  tétraèdres  <  pris  avec  leur  signe  M  '  )■ 
(  Considérons  deux  points 

P         r\  ~/IJ    -+-  sC   -4-  "l>. 
Q  =  x'A-+-y'B  -t-s'C-+-  u'D, 

nous  obtenons   par   multiplication   extérieure   (<>ù    nous  avons  sup- 
primé  les  crochets  |      |  i 

PQ  =  (xy'  —  yy  )  AB    .    (xz'—zx')  AC  -f-  (tu1—  ux')  AD 

i  yz'  —  zy'  i  BC  -+■  (yu'—  uy')  BD  —  (-«'—  as')  CD 
ou  Iticn 


b) 


PO  =  aizt-\-  atZi-{-  a3e3-{-  «464-+-  «525  +  a6i 


en  posant 

e,=  AB,        e,=  AÇ,        s3=AD,        s,      I5C,        s8=BD,        e6=CD. 

.1  at,  n.,.  çl% a,-,  étant  les  mineurs  de  la  matrice 


*'  y 


Les  six  coefficients  <!<•  l'équation  (b)7  que  l'on  appelle  coordonnées 
barycentriques  de  la  droite  PQ,  ne  sont  pas  indépendants;  on  peut 
voir  qu'il  existe  entre  eux  la  relation 

ax  a{-,  —  «2rt.">  -+-  a3a*  =  °j 

de  sorte  que    le    bipoinl    PQ  dépend    <l<'   cinq   coefficients   scalars, 
comme  cela  devait  être. 

Si  nous  prenons  un  troisième  point 

H       *»A+/B  +  «rC  +  a,D, 
nous  obtiendrons  le  plan  l'Olî,  ou  tripoinl  sous  la  forme 

1    )  Un  calcul  analogue  dans  le  domaine  du  plan  donnerait  l'équation 
P[ABC1  =  |  PBC]A  +  |  PCA  |B  +  |  PAB]C. 
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en  posa ni 

wi=[DCD],        ra2  =    [CDA],         ra3=[DAB],        ro4=[ABC], 

el  les  coefficients/?!,  /?2,  p3.  p,  étant  les  mineurs  de  la  matrice 

x     y      z      h 

■  r       y'       z'       Il 

x"    y"     z"     u" 

ces  mineurs  étant  formés  dans  Tordre  des  lettres,    \insj  le  coefficient 
«le  [CDA]  esi 

//       x 
u'     x' 

Il  "      x" 

43.    Coordonnées  pluckériennes.  On  obtient    les  coordonnées 

pluckériennes  do  la  droite  en  partant  du  système  de  représentation 
du  point  de  l'article  2t.  Soient 

I*  =  A  -\-xei  -+-ye<i  -f-  ze,;, 
Q  ■  =  A  -+-  x'ex  -+- y'e-i-^  z > 3 

deux  (loinis  déterminés  au   moyen  des  quatre   unités    \.  e{,  c*.  e3. 
Nous  aurons,  par  multiplication  extérieure, 

PQ  -.  i  .7''—  ,r  |  Aei-f-  (jk'  — JK)  Ae2-f-  (  "' —  s)  Ac3 

i  /;k'  —  J-r' )  c1«i+  (  yz '  —  zy'  )  e}  e3  —  (  -.r'  —  xz')  e3 ct . 

Vmsi,  tandis  que  dans  l' expression  barycçntrique  un  bipoint  s'ex- 
primait au  moyen  de  six  arêtes  <\i\  tétraèdre  de  référence,  il  s'exprime 
maintenant  au  moyen  de  trois  bipoints  rectangulaires  et  de  trois 
bivecteurs.  Les  coefficients  de  ces  bipoints  et  de  ces  biVecteurs  uni- 
taires sonl  les  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite.  Comme  elles 
sont  au  nombre  de  six,   elles  ne  sont  pas  indépendantes  el  >i   nous 

rei'l\  uns 

PQ       l>x  Aei-f-  bïke*  ■+■  b3  A«3-r  b;  \et-\-  b-0 1  e2  ■+■  b(,  \  e3  ('), 

nous  avons  entre  les  sis  coordonnées  la  relation 
/>,/>,      btb6-+-  b3b(,=  <». 


(')  <>n  adopte  ordinairement  pour  les  coordonnées  pluckériennes  la  notation 
PQ  =  X(Ae,)       Y<  \r,).|-Z(\eJ)  +  L(r./.l)     .  M(e,e,)_-f-  N(e,e,), 
Elles  sont  alors  liées  par  la  relation  I.X  -+-  MY  -+-  NZ  =  o. 
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On  pourrait  obtenir  également  les  coordonnées  pluckériennes  du 
plan,  mais  elles  sont  plus  compliquées  et  n  oui  pas  pour  nous  «I  intérêt 
immédiat. 

ii.    Commutativité  d'un  produit.  Dans    un    grand    nombre    <!<• 

ciis,  en  géométrie  synthétique,  on  un  pas  besoin  de  connaître  la 
valeur  complète  d'un  produit  planimé trique  ou  stéréométrique,  mais 
seulemenl  sn  signification  synthétique.  Cette  dernière  s  obtienl  nu 
moyen  du  degré  du  produit,  c'est-à-dire  du  reste  de  l;i  < I i \  i •- 1 < » 1 1  de  la 
somme  des  degrés  des  facteurs  par  le  degré  <iu  domaine. 

I ,;i  question  qui  se  pose  pratiquemenl  csi  <lr  savoir  dans  quels 
cas  les  facteurs  du  produil  sont  commutatifs  sans  que  la  signification 
géométrique  du  produil  s<>ii  altérée.  Les  règles  à  suivre  onl  été  déter- 
minées minutieusem en I  par  Grassmann  et  ne  laissent  pas  <pi<'  d'être 
assez  compliquées.  Mais  en  nous  bornant  au  domaine  <!<•  I  espace 
géométrique,  on  |  >«*  1 1 1  les  ramener  à  quelques  règles  assez  simples 
que  nous  niions  donner  ci-dessous. 

I.  Dans  un  produil  stéréométrique  l  ou  planimétrique  )  composé  «le 
deux  facteurs,  on  peut  changer  l'ordre  de  ces  facteurs. 

En  effet,  soient   \  el  B  deux  points,  on  a 

Al!        HA. 

De  même,  on  verrait  qu'il  en  est  ainsi  pour  tout  autre  produil  de 
deux  facteurs  <  '  ). 

II.  On  peut  toujours  ajouter  à  chaque  facteur  ou  à   une  série  de 

facteurs  d'un   produit  un   facteur  de  degré  nul  sans  changer  son 

caractère  géométrique. 

(  lar  on  a  toujours 

m  Q      Q . 

III.  Dans  un  produil  de  deux  à  quatre  points  ou  plans,  on  peut 
ranger  les  facteurs  dans  un  ordre  quelconque. 

Par  exemple,  pour  les  points  on  a,  «ni  supprimant  1rs  crochets, 

AI'.:       BA, 

\i;i:   [AB]C   C[ABJ  =  BCA  =  CAB   .... 
V.BCD   BCDA  -  BADC   BCDA  =  ..., 


(')  Cela  signilie.  bien  entendu,  que   les  deux  produits  obtenus   sont  congrue/Us 
mais  non  pas  qu'ils  sont  égaux. 
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car  le  premier  représente  toujours  un  bipoint,  le  second  an  tripoml, 
le  troisième  un  tétraèdre  ayanl  même  teneur  el  même  support  i  droite 
ou  plan  i. 

I );ms  le  cas  «le-'  plans,  on  ;i 

77!,  m.,    -  77T.,  TTT,       ( J i oiic  ( l"i nte rsec t i < > n  . 

ttt,  Tn.,Tn3sEi  CTïnrjTTt!  =  T7T:i7î7277r,  =  point  <l  i  n  I  e  rsec  t  io  1)  . 

"iTïï.,H3n;       monT  ;  TTt!  7ttv  s;  .  . .  5ï  à  un  nombre  (degré   '>        j  i. 

I\.  lu  produit  reste  congruent  à  lui-même  quand  on  échange 
entre  eus    deus   facteurs   consécutifs   <  I  «  >  1 1 1    l'un    esl    compris   dans 

I    illll  IV, 

Par  exemple,  mi  peu!  échanger  un  point  el  une  droite  qui  se 
suivent  si  le  point  est  sur  lii  droite. 

\  .  Un  produit  I*  reste  congruent  à  lui-même  si  l'on  renverse  l'ordre 
de  ses  facteurs  ou  si  l'on  mel  entre  parenthèses  une  série  quelconque 
de  ses  derniers  facteurs  et  qu'on  renverse  ceux-ci  dans  l;i  parenthèse, 
à  condition  que  le  produit  I'  ><ni  d'ordre  nul. 

\  I.  In  produit  stéréométrique  d'un  point  V  el  de  deux  droites  s, 
el  z-2  qui  se  coupent  reste  congruent  à  lui-même  si  l'on  change  l'ordre 

des  deux  droites.  C'est-à-dire 

\  11.  Si  un  produit  de  degré  nul  contienl  lui-même  un  facteur  de 
degré  oui,  l'autre  facteur  esl  aussi  <le  degré  nul  et,  par  conséquent. 
le  produit  ne  peut  s'annuler  que  si  l'un  «les  facteurs  esl  nul. 

\  III.  La  même  proposition^  I  est  vraie  lorsque  le  facteur  \  esl  un 
phui  au  lieu  d'être  un  point.  C'est-à-dire 

132,6,         BISjS!. 

Le  lecteur  démontrera  sans  difficulté  les  propositions  l\  à  \lll 
que  nous  lui  laissons  à  titre  d'exercices.  La  démonstration  générale 
pour  un  domaine  de  degré  n  se  trouve  dans    i^,.  313  el  suivants. 

i,'i.  Perspectivité  et  projectivité  dans  le  plan.  Soit  \  un  point 
el  a  une  droite  i\\i  plan.  Si  nous  représentons  par  \  un  poinl  quel- 
conque «le  ee  plan.  In  droite  qui  puni  les  points  \  p|  \  sera  congruente 
au  produit  \  \.  Le  poinl  m  de  rencontre  de  cette  droite  et  de  a  est 
le  point  \  \a.   Lorsque  nous  Taisons  varier  \.   !<■  point   \  \u  décril 
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l.i  droite  (a)  |  lis .  i  ~  »  considérée  comme  série  de  points  h  représenta 
donc,  quand  \  varie,  la  ponctuelle  l  a  I.  \n  faisceau  (XA)  correspond 
donc  La  ponctuelle  \  \a  ou  (#).  La  relation  hmim  établie  entre  le 
faisceau  \  \  on  |  \  |  el  la  ponctuelle  (aj  s'appelle  perspectivité  ei 
l'on  dii  que  le  faisceau  (  \)  el  la  ponctuelle  (a)  sont  perspectifs. 


Fis.  i- 


Supposons  maintenant  que  nous  menions  par  les  différents  points  //: 
de  la  ponctuelle  I  a  )  des  droites  passa  ni  par  un  point  fixe  B.  Chacune 
de  ces  droites  est  représentée  par  le  produit  /// B  <>n  i  \  V«B'i  et, 
quand  \  varie,  celle  expression  représente  un  nouveau  faisceau  i  B) 
qui  coupe  le  premier  suivant  la  ponctuelle  (a).  D'ailleurs  (Bi  c>i 
perspectif  à  |  a  )  el  (a  »  à  (  V  )  ;  on  dit  alors  que  (  V  )  et  i  B  i  sont  pers- 
pectifs entre  eux. 

Soii  \  le  point  «le  rencontre  variable  «les  faisceaux  (B)  et  (  \  i.  Ce 
point  doit  se  trouver  sur  la  droite  l  \  \  a  B  i  ;  on  a  donc 


(i) 


(XAaBX)  =  o, 


équation  qui  montre  <pie  les  trois  points  \  \<i.  B,  \  sont  en  h^in 
(I  nu  le.  Or,  ceci  exige  ou  bien  que  \  \  \  a  ou  bien  que  les  trois 
points  \.  B,  \  soient  en  lign  droite.  C'est-à-dire 

(XA.a)       \         ou         i  \AB  )  -    ... 

La  première  équation  donne  \<i  o  el  montre  que  \  esl  sur  la 
droite  a.  La  seconde  indique  que  \  esl  par  la  droite  \B.  Par  suite, 
I  équation  i  i  i  se  décompose  en  deux  droites^  cl  el   \B. 

Soii  maintenant  une  droite  <pii  coupe  le  faisceau  (B).  \  chaque 
droite  \\//Bdu   faisceau  correspond    un    point    n  =  \\a\]><l   de   la 
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droite  d  el  le  faisceau  i  H  i  correspondra  à  la  ponctuelle  (  cl  i  el  inver- 
semenl . 

Ou  ilii  encore  que  i  V),  (B),  (c?)  (')  sonl  perspectifs  entre  eux. 
Mais  La  relation  entre  l  V  ici  \d)  prend  le  mini  de  projectivité  el  l'on 
In  que  ces  figures  ><mi  projectives. 

Menons  par  les  points  (X  VaHc/i  de  <7  des  droites  se  coupanl  en 
un  même  point  C,  aous  obtenons  un  nouveau  faisceau  (C)  perspectif 
avec  La  ponctuelle  (  d  i  cl  le  faisceau  (B)  ci  projectii  avec  la  ponc- 
tuelle (  a  )  el  le  faisceau  (A).  <  )n  peul  continuer  de  La  même  façon  el 
L'on  obtient  l;i  propositron  suivante: 

Dans  un  produit  planimétrique  comprenant  alternativement 
comme  facteurs  des  faisceaux  et  des  droites,  deux  facteurs  sont 
perspectifs  quand  ils  ne  sont  pas  séparés  par  plus  d'un  facteur. 
Dans  le  cas  contraire,  ils  sont  projectifs. 

Nous  avons  vu  plus  haul  que  Le  Lieu  de  l'intersection  de  deux 
faisceaux  perspectifs  se  compose  «le  deux  droites.  Celui  «le  L'inter- 
section de,  deux  faisceaux  projectifs.  c'est-à-dire  de  deux  faisceaux 
tels  que  |  V  i  el  (C),  se  trouve  sur  La  droite  \  WIWC  (  )n  ;i  donc 

(■>.)  \  \  a  BrfCX   =  o. 

Nous  allons  étudier  ce  lieu  en  supposant  qu'aucun  de  deux  éléments 
consécutifs  ne  coïncide  avec  l'autre.  Comme  il  contient  <\cu\  lois  le 
point  \,  on  l'appelle  courbe  du  deuxième  ordre. 

Le  produit  (2)  esl  de  degré  nul  (somme  des  degrés  -g).  Les 
points  \.  B.  C  -oui  fixes,  ainsi  que  les  droites  a  ci  d.  On  voil  que  la 
courbe  peul  être  regardée  comme  le  lieu  du  sommel  d  un  triangle 
(  fig.  1  <S  )  dont  les  trois  côtés  pàssenl  par  trois  points  fixes  \.  H.  C,  ci 
dont  les  deux  autres  sommets  s'appuient  sur  deux  droites  fixes. 

L'équation  est  satisfaite  pour  X.  =  A,  X  =  (..  La  courbe  passe 
donc  par  les  points  A  cl  (  \. 

Soit  G  le  point  de  rencontre  de  a  cl  d.  Si  nous  construisons 
l'expression  GAaBrfCX,  nous  avons  successivement 

<;\.        GAa       G,        GB,         GBd      G,        GGX.. 

L'équation  est  donc  satisfaite  si  (i(.\  m  ou  \  (1.  Le  poinl  <■ 
esl  doue  sur  la  CÔurbe.    (  )n   verrait    de    même  que  les  points  !..   1"    s  \ 


1  '  1  La  notation  (a)  désigne  la  ponctuelle  formée  par  la  droite  a  considérée  comme 
série  de  points  et  la  notation  (B)  le  faisceau  de  droites  émanant  du  point  I! 
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trouvent  aussi  ;  mais,  en  remarquant  que  la  connaissance  des  points  E, 
F,  G  détermine  les  droites  a  el  c/,  on  voit  que  l'on  ;t  I»-  théorème 
suivant  : 

Une  courbe  du  deuxième  ordre  est  déterminée  par  ciiuf  /><>i/i/<. 


La  courbe  dont  nous  nous  occupons  s'appelle  en  effet  courbe  du 
deuxième  ordre,  parce  qu'elle  jouit  de  la  propriété  d'être  rencontrée 
par  une  droite  quelconque  en  deux  points.  On  peu!  le  voir  de  la 
manière  suivante.  Considérons  une  droite  passant  |>ar  le  point  A,  soii 
VP,  et  ne  passant  par  aucun  des  points  C,  E,  F,  G.  Le  point  1*  sera 
■^ 1 1 r  la  courbe  si  l'on  a 

(PAoBrfC)X  =o. 

Le  point  \  doit  donc  se  trouver  sur  VI'  el  sur  la  droite  \*  \a  \\d( . 
qui  passe  par  C,  tandis  que  \l*  a  \  passe  pas.  Donc  \l*  rencontre  la 
courbe  en  un  second  point  seulement. 

Remarquons  que  Ion  peut  écrire  L'équation  de  la  courbe 

(XA)(GF).(AE)|  CF  i.(GE)(GX)  =  o. 
C'est  un  produit  planimé trique  de  degré  nul.  Cette  équation  exprime 

le  THÉORÈME  DE  PASCAL  : 

Les  diagonales  opposées  d  un  hexagone  inscrit  à  une  courbe 
du  second  degré  se  coupent  en  (rois  points  situés  en  ligne  droite. 
L.  6 
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16.    Courbe  de  la  deuxième  classe.  Considérons    le    produil 

d'ordre  nul  obtenu  en  remplaça lans  I  >  l  les  points  par  des  droites 

«■i  réciproquement,  soil 

où  g  esl  une  droite  variable,  a,  >•  V  'I-  droites  fixes,  et    V  et  D  des 
i)oini>  fixes.  On  ii  successivement 

ffa       |>,         zr\       l'A.         ™\>       «>■         JaApD       QD, 

.m  alors  le  point  R  <!<•  rencontre  de  QD  h  «!«•  y  doit  être  sur  t. 
< )n  a  donc 

7  PR. 

Or.  les  ponctuelles  P  el  Q  {fig.  19)  sonl  perspectives,  les  ponc- 
tuelles Q  el  R  le  sonl  également.  Par  suite,  P  el  R  sonl  projectives  el 
l'on  voil  que  l'équation  (3)  représente  «1rs  droites  qui  joignent  des 

Fig.   19. 


points   homologues   <(,■   deux  ponctuelles   projectives,    ce   qu  on 
exprime  simplemenl  en  disanl  : 

V équation  (3)  est  le  résultat  de  deux  ponctuelles  projectives. 

Remarquons  que  -i  nous  considérons  le  triangle  variable  PQR,  ses 
trois  sommets  glissenl  sur  les  droites  li\c>  a.  (3,  y  el  deux  des  côtes 
passent  par  les  points  li\r-  \  et  I).  <  >n  peut  donc  dire  que  le  lieu  (3  ) 
/■-1  obtenu  au  moyen  du  troisième  côté  d'un  triangle  dont  les  deux 
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premiers  côtés  passent  par  des  points  li\es.  tandis  que  les  trois  som- 
mets glissenl  sur  trois  droites  li\e>. 

()u  voit  immédiatement  que  les  droites  a  el  y  satisfonl  <'■  I  équation. 
La  droite  Bl)  est  également  une  droite  t.  car  «>n  ;i  successivement 

RDx       B,         li|)7.\=     BA,         l!DvA>       B,         BDaApD  =  BD, 

BAaApD-y  =  BD        et  alors        (BD)s  =  (BD).(BD)  =  o. 

(  )n  verrait  de  même  que  \( .  esl  une  droite  t.  el  ;hi-.m  \  I  ).  Nous 
avons  donc  les  cinq  droites  a,  y,  Bl).  \(.  h  \l).  Mais  ces  droites 
définissent  parfaitement  les  trois  droites  y.,  [j.  y  el  !<•-<  deux  points  \ 
el  B.  Dont'  on  ;i  le  théorème  suivant  : 

Une  courbe  de  seconde  liasse  est  définie  par  cinq  droites. 

Le  1  i  «  -  ii  ainsi  obtenu  s 'appelle  courbe  de  seconde  classe,  parce  q\if. 
par  le  point  I*  passent  deux  droites  <lu  lieu,  à  savoir  a  et  a\ 

Les  droites  telles  que  Pli  sont  coupées  par  la  droite  infiniment 
voisine  eu  un  point  qui  est  un  point  de  leur  enveloppe.  D  après  cela, 
l'enveloppe  esl  une  courbe  caractérisée  par  le  fail  que,  d'un  point 
quelconque  du  plan,  on  peut  lui  mener  deux  tangentes  et  drwx  seule- 
ment, qui  sont  les  <lcu\  droites  <?  passanl  par  ce  point. 

En  posant  BD  =  8,  AC  =  e,  VD  ==  Ç,  on  a  V  =  sÇ,  D  =  qÇ  el 
alors  l'équal  ion  de\  ienl .  a\  ec  [3  =  (  oto  ►•(-£"'  l5 

(««)(eÇ).(«8)(sY).<3Ç)(Y»)  =o, 

qui  définit  le  lieu  parle  théorème  bien  connu  .!<•  Briajvchow. 

Supposons  qu'une  courbe  du  deuxième  ordre  soit  définie  par  cinq 
points  \.  C,  F,  (i,  E  (  fig.  i <S  i  ;  on  peul  écrire 

a==FG,        rf=FG,         B       AE.FC, 

«le  sorte  que  I  équation  |  >.  i  s  écril 

X  A (  FG  )  (  A  F .  FC )  (  EG  )  CX  =  ... 
Supposons   alors   que   le  point    E    se   rapproche    indéfiniment    du 

point  A,  et   le  point    F  du   point  ('.  de  sorte  que    \  I.  el   GF   de\iennenl 

des  tangentes  xt  et  v,,  ;'t  la  cour  Le  en   V  el  C.  (  mi  aura  l'équation 

XA(CF)(a;Y,)CGA)CX  =  o. 

Cette  équation  esl  satisfaite  par'  un  point  quelconque  de  la  courbe. 
Considérons  alors  un  point  I)  quelconque.  Nous  aurons 

DA(GG)(a'iYi)(GA)CD    -  ... 


Si 
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équation  qui  exprime  que  1rs  trois  points  I'.  Q,  I»  (  fig.  20  1  son!  en 
ligne  droite. 

Un  calcul  semblable  montrerai!  que  DS  et  GS  étanl  tangentes  en  I) 


el  G,  les  points  I'.  S.  \\  muii  en  ligne  droite  (  il  suffît  de  permuter  les 
données).  Donc  Q,  R.  S  sonl  en  ligne  droite.  Une  autre  permutation 
des  lettres  montrerait  de  même  que  les  points  AT.  R.  N  sont  en  ligne 
droite.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une 
courbe  du  second  degré  <  MQNS  1  et  les  diagonales  du  quadrila- 
tère ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  (CADG)  se  ren- 
contrent au  même  point . 

\  I  aide  de  ce  théorème,  il  est  facile  de  démontrer  une  proposition 
relative  à  l'arrangement  d'une  certaine  figure  par  rapport  à  une 
courbe  de  seconde  classe  que  l'on  appelle  configuration  de  Mac- 
taurin.  Elle  consiste  dans  un  arrangement  de  points  el  de  droites 
défini  par  le  1  héorème  suh anl  : 

Configuration  de  Maclaurin.  Si  l'on  considère  le  quadrilatère 
complet  détermine  par  quatre  tangentes  à  une  courbe  de  seconde 
classe  el  le  quadrangle  complel  déterminé  par  leurs  quatre  points  de 

contact,    les    diagonales    du    premier    el    le^    droites    qui     joignent     les 

points  d  intersection  des  côtés  opposés  du  second  coïncidai t . 

Nous  le  proposons  comme  exercice. 

Il  en  résultera  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

//  y  a  identité  entre  les  courbes  de  deuxième  ordre  et  de 
deuxième  classe. 
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17.   Produits  stéréométriques  dans  l'espace  S h  j »;i --< n i ->  du 

domaine  du  plan  I  n  3  |  à  «clin  de  l'espace  i  //  \  ),  nous  obtien- 
drons des  résultats  analogues,  mais  les  figures  fondamentales  mhii 
maintenant  au  uombre  de  quatre  :  le  point,  la  ligne,  le  plan,  le 
tétraèdre.  De  plus,  à  cause  de  l'introduction  d'une  troisième  dimen- 
sion de  l'espace,  il  \  a  l i< ■  1 1  maintenant  tic  distinguer  deux  sortes 
d'émanences  que  l'on  pourrait  appeler  émanence  planaire  et  éma- 
ne nce  spatiale.  \in>i  des  lignes  émanentes  d'un  point  peuvent  être 
situées  toutes  dans  un  même  plan:  elles  forment  alors  un  faisceau 
di'  droites;  ou  prendre  toutes  les  directions  dans  l'espace  autour  «!<• 
ce  poinl  :  rllo  forment  alors  une  gerbe  de  droites. 

(  )n  pourra  de  même  obtenir  un  faisceau  de  plans  lorsque  leurs 
normales  seront  toutes  parallèles  ;ï  un  même  plan  el  que  ces  plans 
passeront  par  une  même  d  roi  le  ;  on  une  gerbe  de  /dans,  si  I  on  consi- 
dère tous  les  plans  passant  par  un  même  point. 

I  )<•  même  que  nous  avons  considéré  une  droite  dans  le  plan  comme 
ensemble  de  ses  points,  (<■  que  nous  avons  appelé  nue  ponctuelle, 
nous  pourrons  regarder  un  plan  comme  l'ensemble  de  ses  points  ou 
de  ses  droites.  Le  plan  considère  à  ce  point  de  vue  sera  appelé  un 
champ  linéaire  dans  le  second  cas  el  ponctuel  dans  le  premier.  Un 
champ  ponctue]  est  de  degré  un  comme  le  point  el  un  champ  linéaire 
«le  degré  deux  comme  la  droite. 

II  sera  toujours  facile,  d'après  cela,  de  reconnaître  la  nature  de  la 
figure  représentée  par  un  produit  stéréométrique.  6e  produit  repré- 
sentera un  point  ■  on  un  champ  ponctuel  ).  une  droite  <  on  un  champ 
linéaire),  un  plan,  on  un  nombre  suivanl  que  le  reste  de  la  division 
de  la  somme  des  degrés  «les  facteurs  par  le  degré  \  du  domaine  sera 
i.  2,  !  ou  o.  Soient,  par  exemple.  \  un  point  variable  dans  tout 
I  espace  et  A  un  point   fixe.  On  aura 

\  \  e=  la  gerbe  de  rayons  issue  de  \  : 

\  \rr>,  champ  ponctuel  77!,.  Le  champ  ttt,  el  le  point  V  sont 
perspectifs  : 

\  \  m,  B         I  X  \  Œ  i  )  B  ^  gerl  >e  de  la  \  on  s  issue  de  B.    Les  gerbes  I    \  i 

el  i  Bi  sont  perspectives.  Le  plan  vst  s'appelle  plan  perspectif; 

XAtCT|Bc5o=  champ  ponctuel  ny2=;  intersection  de  la  gerbe  (B)  el 
iln  plan  nr2.  Les  champs  mt  et  nra  son!  perspectifs.  La  gerbe  i  V  i  et  le 
champ  ra2  sont  projectifs  ;  el  ainsi  de  suite.  On  peul  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Si.  (lu us  un  produit  stéréométrique ,  on  a  alternativement  après 
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////  point  variable  des  points  et  des  plans  fixes ,  et  si  deux  facteurs 
consécutifs  ne  sont  pas  incidents,  le  produit  donne  lieu  alternati- 
vement à  des  gerbes  et  à  des  champs  ponctuels  oui  sont  perspectifs 
s'ils  ne  sont  pas  séparés  par  plus  d'un  facteur  et  projectifs  dans 
le  cas  contraire. 

()n  peu!  considérer  <!<•  même  les  produits  stéréométriques  succes- 
sifs 

on  les  m  sont  <lc^  plans  el  \,  B.  ...  des  points  el  qui  représentent 
successn  emenl 

I .  1 .1   champ  linéaire  gt1  formé  des  intersecl  ions  du  plan  variable  rs 
el  du  plan  fixe  ro, . 

II.  La  gerbe  de  plans  de  centre   \  perspective  au  champ  ra,. 

III.  Le  champ  linéaire  gt2  perspectil  au  champ  m{. 

I\  .    La  gerbe  «le  plans  <!<•  centre  B  perspective  à  (Â)  el  projee- 

1 1  \  i  ■  ;  i  GJ  | ,  «'le. 

I  n  produil  ici  que 

\y.i^o  .  .  . , 

dans  lequel  le  poinl  variable  \  n  es!  muni  que  de  droites  dont  <lcn\ 
consécutives  ne  se  eoupenl  |>a>.  donnera  successivement 

Xa         =  faisceau  de  plans  d'axe  a. 

Xa3      =  ponctuelle  S  perspective  au  faisceau  (a), 

\  ij-;  faisceau  de   plans  d'axe  -;  perspectif  à  la  ponctuelle  (  i  i  et   au  fais- 

ceau de  plans  X  x, 

\y.ry/j  ponctuelle  o  perspective  au  faisceau  (■■)  et  projective  au  Fais- 
ceau  \a,  etc. 

D'où  la  proposition.  Si  un  produit  stéréome trique  est  composé 
du//  point  variable  suivi  de  droites  fixes  dont  deux  consécutives 
ne  se  rencontrent  pas.  ce  produit  donne  alternativement  des  fais- 
ceaux et  des  ponctuelles,  et  deux-  cléments  qui  ne  sont  pas  sépares 
par  plus  d  un   /acteur  sont  perspectifs,  sinon  ils  sont  projectifs. 

I  >i-  même  un  produit  tel  que 


dans  lequel  ^  est  nu  plan  mobile  el  a,  ri.  y,  ...  <!<•>  droites  li\<s.  don- 
nera  successivement  les  mêmes  résultats  en  posant 

m-j.  =  X  =  ponctuelle  y 
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ci  alors 

my/i        faisceau  de  plans  d'axe  S, 

raajî'y  =  ponctuelle  v  perspective  au  faisceau  ($),  etc. 

Remarque.  Il  esl  clair  une  les  produits  stéréométriques  que 
nous  venons  de  considérer  ne  peuvent  jamais  s'annuler. 

Gomme  nous  devons,  donner  d'autres  applications  d  un  genre  diffé- 
ivni  «les  principes  posés  dans  les  précédents  Chapitres,  nous  ne  pou- 
vons nous  attarder  plus  longtemps  à  ces  applications  dans  un  ordre 
il  idées  spécial,  <'i  nous  renverrons  aux  Traités  spéciaux  ceux  de  nos 
lecteurs  que  celle  question  intéresse  particulièrement  <  '  i.  Nous  nous 
contenterons  d'en  hure  une  brève  application  avanl  de  passera  un 
autre  genre  «I  illustration  «le  ces  principes. 

(  Considérons  I  équal  ion 

P  -  Xa3yX  =  o, 

dans  laquelle  X  esl  un  point  variable,  el  a,  (3,  y  «les  droites  qui  ne  se 
rencontrent  pas.  Cette  équation  est  de  degré  nul  el  contient  deux  fois 
le  point  \.  Elle  représente  un  heu  géométrique  du  second  ordre.  Si 
le  point  Y  esl  sur  la  droite  a,  on  a  I*  =  o.  La  droite  a  fait  donc  partie 
du  lieu.  D'autre  part,  on  peut  écrire  (  n"  li,  \  i 

PsXypaX, 

ce  (pu  montre  que  la  droite  y  fait  aussi  partie  du  lieu. 

Soit  alors  \  un  point  du  lieu.  \  %  esl  un  plan  passant  par  \  el  y . 
Ce  plan  coupe  |ïJ  en  un  point  X.aS.  L'expression  X.a[âv  représente  le 
plan  passant  par  y  el  par  le  point  V  =  \a(j.  Ce  plan  devant  passer 
par  le  point  \,  on  voit  que  Y  V  rencontre  v.  Comme  \  V  est  d'autre 
pari  dans  le  plan  X.  a,  cette  droite  rencontre  donc  les  trois  droites  a, 
EL  y.  dites  les  directrices  de  ht  surlace. 

D  autre  pari,  ww  point  quelconque  de  la  droite  \  V  satisfera  ù 
I équation  puisqu'il  donne  heu  aux  mêmes  constructions  géomé- 
triques. Il  en  résulte  : 

Le  lieu  géométrique  I'  <>  esl  le  lieu  des  droites  de  V espace  qui 
rencontrent  trois  directrices  y.  [j.  y. 

(  )n  l'appelle  surface  réglée  du,  second  ordre. 

(')  Cf.  en  particulier  A.,,  Section  I,  Chap.  V;  Kraft,  |  toc.  cit.),  Cbap.  IV,  Sec- 
Lion  V.    Jahnke,   Vorlesungen   liber    Veklorenrechnung,    Section   II,  Chap.   XIII  en- 
suivants.  —   Cf.  aussi  MehmkEj    Vorlesungen   iiber  Punkt  itnd  lectorenrec/inung  r 
Erstër  Band,  p.  ij'i  et  suiv. 
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Comme  exercice  <m  pourra  montrer  que  [si  x,  sans  rencontrer  (3, 
rencontre  v,  l'équation  représente  deux  plans  qui  sont  !<■  plan  commun 
à  x  el  v  el  l<-  plan  mené  par  3  el  par  le  point  commun  à  a  et  j. 

<  )n  inuiii  in  ,i  de  même  que  I  équal  ion 

\  -/  Ïy8e  \  -  o. 

où   a  rencontre  :.    représente    un    cône  <lu  second  ordre  dont   !<• 
sommet  est  au  point  <l<-  rencontre  S  de  x  el   <l<-  :   i  on  suppose  que 
deux  droites  consécutives  ne  se  rencontrent  pas  >. 
De  même  on  \  erra  que  I  équal  ion 

\  xoa  \  =  o 

esl  -;ii isfaite  par  un  poinl  quelconque  de  I  espace. 

Dans  son  Ouvrage  déjà  cité,  I* .  Kraffl  étudie  complètement  au  n°  tt't 
i  l>.  200  et  suivantes)  !<•-  cas  qui  se  présentent  dans  la  réduction  <l<- 
I  équation  générale  de  la  surface  réglée  du  second  ordre 

\  i  yj.  |  ',  x  y..,  '}._,  ...'/„  [j„  y  \  —  < i 

el    uous    devons    \    renvoyer   le    lecteur   désireux    d'approfondir   la 
question. 

18.  Application  à  la  Cinématique  et  à  la  Statique  du  solide.  —  Les 
grandeurs  que  l'on  considère  spécialemenl  en  Cinématique  sont  les 
rotations  el  [es  translations  infinitésimales.  \  ne  rotation  infinitési- 
male esl  complètemenl  déterminée  lorsque!  on  connaît  son  axe,  le  sens 
de  la  rotation  autour  de  cel  axe  el  I;i  grandeur  de  la  rotation  instan- 
tanée, c'est-à-dire  de  la  vitesse  angulaire  à  I  instant  considéré.  Or  ces 
éléments  seront  parfaitement  déterminés  en  grandeur  el  situation,  si 
iiim-  représentons  la  rotation  par  un  bipoint  donl  le  support  est  la 
droite  située  suivanl  I  axe  <  1  «  -  rotation,  donl  la  longueur  i  I»-  module 
;i  pour  valeur  l;i  vitesse  angulaire,  el  donl  le  sens  esl  tel  < j  1 1 < •  la  rota- 
tion autour  de  I  axe  pour  un  observateur  place  dan-  sa  direction,  soil 
positive,  c'est-à-dire  semble  avoir  lieu  en  sens  inverse  des  aiguilles 
d'une  montre,  lu  bipoint  "représente  donc  convenablement  une 
/  otation  instantanée. 

\  ne  translation  instantanée  suivant  une  certaine  direction  el  a\<  c 
nue  vitesse  \  -  obtient,  comme  on  le  sait,  au  moyen  d'un  couple  de 
rotations,  c'est-à-dire  de  deux  rotations  Instantanées  autour  il<-  deux 
axes    parallèles,   avec    des   vitesses   angulaires    égales    mais    de    sens 
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opposés,  el  telles  que  l'on  ;iii  la  relation  numérique  I  ci.Jig.  >.\  i 

1  w       ThT'=  \. 

(0  étant  la  valeur  numérique  dé  la  vitesse  angulaire,  el  00'  la  distance 
.Irv  deux  axes.  Eu  égard  à  J < i  représentation  ci-dessus  <l<-  la  rotation, 
la  translation  se  représentera  donc  au  moyen  <l<-  deux  bipoints  <!<• 
même  module  el  de  directions  opposées,  assujettis  à  la  condition 
que  l'aire  du  parallélogramme  construil  sur  ces  bipoints  ail  une  gran- 
deur constante.  IU  peuvent  d'ailleurs  se  déplacer  ensemble  dans  leur 
plan  on  se  transporter  simultanément  dans  un  plan  quelconque  paral- 
lèle (  <i  par  conséquenl  perpendiculaire  à  la  translation  i  sans  qu'il  y  ail 
rien  de  changé  pourvu  que  la  condition  i  i  i  reste  vérifiée.  I  ne  trans- 
lation esl  donc  parfaitemenl  représentée  par  un  couple  de  bipoints 
parallèles,  c  est-à-dire  par  la  somme 


<>A  +  O'B 


A  —  O  =  0'—  B. 


Fig.  21. 

fv 


<  )n  peul  écrire 

OA  +  <)B  =  0(A  —  0)  -+-"0'(B  —  O') 

=  0(A  —  O)  —  0'(A  —  O)  =  (O  —  0')(  A  —  0), 

<•<■  qui  exprime  un  bivecteur  <  n"  39). 

\insi.  non-  voyons  que  le  bipoint  représente  une  rotation  in>- 
tantanée  el  ////  bivecteur  représente  une  translation,  et  réciproque- 
ment. 

Si  nous  passons  maintenanl  au  domaine  de  la  Statique,  une  force, 
qui  se  trouve  déterminée  par  mi  grandeur,  sa  direction,  son  sens,  el 
la  droite  suivanl  laquelle  elle  esl  appliquée  el  le  long  de  laquelle  elle 
peul  glisser,  sera  représentée  complètemenl  et  exactemenl  par  un 
bipoint,  qui  possède  les  mêmes  propriétés.  !><■  module  du  bipoinl 
sera  égal  à  la  grandeur  de  la  force,  cl  son  supporl  sera  la  droite 
d'application  de  la  force. 

I  n  bivecteur  |  deux  bipoints  opposés  «le  même  module,  mais  donl 
l'jb  supports  ne.  coïncident  pas.  {-fig.  2i).l,  représentera  donc  mainte- 
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nanl  nue  somme  <!<•  deux  forces  égales,  parallèles,  <!<•  directions 
opposées  el  non  portées  par  la  même  droite,  c'est-à-dire  un  couple 
[PoissotI.  L'aire  du  parallélogramme  construil  sur  les  il<-u\  vecteurs 
du  bivecteur  représente  le  moment  du  couple. 

(  )n  considère  aussi  en  Statique  le  moment  d* une  force  par  rapport 
à  un  point  el  le  moment  par  rapport  à  un  axe.  Le  moment  par 
rapport  a  un  point  <•  est  par  définition  un  vecteur  normal  au  plan 
déterminé  par  la  force  el  !<•  point  :  son  module  est  l'aire  «lu  parallélo- 
gramme construil  sur  les  vecteurs  ()\  c\  \B.  el  son  sens  <si  tel 
(lin'  la  direction  de  la  rotation  de  \l>  soil  positive  par  rapport  au 
moment  lu.  On  \<»h\  ( /',-  ''-''■  }  <|"r  ''"  In,,|,|rn|  n'es!  autre  chose  <|u<' 
le  complément  du  bivecteur  [ay]  où  l'on  a 


y.  =  A  —  0. 


B  —  A. 


\  u  |  ><n  ni  de  vue  statique,  !<■  moment  rsi  anvecteure[  non  un  bipoint, 
ce  <ini  s'accorde  bien  avec  ce  que  nous  axons  < 1 1 1  aux  n  "  36  et  37. 
Le  moment  jxir  rapport  à  un  axe  se  définit  comme  projection  <lu 

Fig.     22. 


R 


moment  u.  sur  I  axe  A.  ce  moment  étant  |»ris  par  rapporl  à  un  point 
quelconque  de  l'axe.  C'est  donc  le  vecteur  OP.  Si  nous  désignons 
par  OQ  un  vecteur  unité  suivant  (>A.  la  grandeur  de  ce  moment 
esl 

Tfx.cose  =  ÔQ|  |x  =  ÔQ:ap. 

Cest-à-dire   que  c'est  le  spath   construil   sur   \\\  el   sur  un  bipoin! 
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mule  porté  par  A.  Or  ce  volume  esl  constant  quel  que  soit  le  muni  (  ). 
(  )n  peu!  donc  dire  que  le  moment  <l  une  force  \l>  par  rapport  à  un 
;iv  R.Q  esi  un  vecteur  parallèle  à  cet  axe  et  dont  le  module 
psi  [RQAB],  RQ  étant  un  bipoint  unité  compté  sur  l'axe.  Le  moment 
h  la  direction  R.Q  ou  la  direction  QR  suivant  que  le  produit  [liO  \I>1 
esl  positif  ou  négatif. 

Nous  sommes  ainsi  en  possession  de  représentations  très  simples 
dt  -  grandeurs  élémentaire^  de  la  Cinématique  et  de  la  Statique.  Il  en 
résulte  immédiatement  que  tout  théorème  de  Cinématique  donnera 
lien  par  dualité  à  un  théorème  correspondant  de  Statique,  et  inverse- 
ment, en  remplaçant  I  un  par  I  autre  les  mots  rotation  et  force  d  une 
part  et  translation  et  couple  de  l'autre;  les  termes  ••  rotation  »  ei 
«  translation  »  s'entendent  d'ailleurs  de  rotations  et  translations  ins- 
tantanées. De  |>lus.  !;t  vitesse  de  la  translation  correspond  alors  ;'i  la 
grandeur  du  montent  du  couple. 

Soient  par  exemple  i\c[[\  bipoints  VB,  CD  parallèles  et  de  même 
sens  ayant  des  modules  égaux.  On  peut  écrire,  en  supprimant  les 
crochets. 

Al:  =  A<  B  —  A)  =  A  |  D  -  C)  =  i  C  -f-  A  —  C)(D—  C  i 

=  C(  D-C)-M  A  —  Ci  D  — C). 

L'interprétation  de  celle  identité  esl  la  suivante  : 

Interprétation  statique.  Interprétation  cinématique. 

I  ne  force  quelconque  AB  peut  se  Une  rotation  infiniment  petite  AU 
remplacer  par  une  force  égale  et  est  la  somme  d'une  rotation  infini- 
paraJlèle  CD  appliquée  en  un  point  ment  petite  égale  CD  autour  d'un 
arbitraire  G,  plus  un  couple  dont  le  ;j\c  parallèle  au  premier  et  mené  par 
uniment  est  égal  a  la  surface  du  un  point  arbitraire  C  et  d'une  trans- 
parallélogramme ABCD,  lalinn   perpendiculaire  à  leur  plan  et 

dont  la  \ilesse  est  l'aire  ABCD. 

19.  Réduction  de  la  l-2-  l  '"'  l'  ■<  pouvant  être  regardée  comme 
une  somme  de  bipoints  esl  susceptible  de  représenter  le  système  des 
forces  appliquées  à  un  solide  el  les  différentes  réductions  que  I  on 
peut  obtenir  pour  une  F2  donneront  alors  les  diverses  réductions 
dont  esi  susceptible  un  système  de  forces  appliquées  à  un  solide. 
tandis  que  l;i  dualité  donnera  dans  chaque  cas  un  théorème  de  Ciné- 
matique correspondant . 

Mous  avons  vu  au  n"  23  que  l'on  peut,  d'une  manière  générale, 
;    nie;  pr  une  somme  quelconque  de  bipoints  à  la  forme 

S  =  rVBH-CD 
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de  la  somme  de  deux  bipoints.  <  )n  peut  voir  que  dans  toutes  les 
réductions  possibles  le  produit  [SS]  est  un  invariant.  Soil  en  effel 
une  deuxième  réducl  ion 

S  =  \  t:       CD'. 
On  a 

[SS]  =  (A.B       CD)(AB-r-CD)=(A'B'-f-CD')(A'B    -   CD') 


[SS]  =  z\  VBCD]  =  2[A'B'CD'], 

identité  ijm  exprime  que  le  volume  du   tétraèdre  construit   sur  les 
deux  vecteurs  conjugués  \H  el  CD  esl  consta.nl  i  Chasles  i,  ou  bien. 
d'après  l'expression  du  moment  (n°  18),  que  le  moment  réciproque    ' 
Je-  deux  vecteurs  conjugués,  auxquels  peut  se  réduire  nue  l-2  d'une 
infinité  de  manières,  esl  constant. 

Ceci  [Mise,  la  somme  S  peul  prendre  différentes  formes  suivant  les 
relations  des  vecteurs  AB,  (  -I)  entre  eux.  On  peul  distinguer  plusieurs 
cas. 

I.  Les  vecteurs  conjugués  se  rencontrent.  Dans  ce  cas,  la  F2 
se  réduira  à  un  bipoinl  unique  qui  est  la  somme  des  bipoints  \l> 
et  CD.  La  condition  pour  qu'il  en  soil  ainsi  esj  que  l'invariant  [SS | 
--•ii  nul.  i  Cf.  n"il.  VII.  i 

II.  Les  deux  vecteurs  conjugués  AB  èl  <M)  forment  un  couple. 
Dans  ce  cas,  la  tonne  K_,  esl  équivalente  à  ////  bivecteur. 

III.  Les  bipoints  \Bei  CD  sont  quelconques  et  ne  se  rencontrent 
pas.  On  peul  alors  remplacer  la  somme  «le  ces  deux  bipoints  par  un 
bipoinl  passant  par  \  el  un  bivecteur,  car  d'après  |  n"  48)  le  bipoinl  CD 
peul  se  remplacer  par  un  bipoint  passant  par  un  point  arbitraire 
(ici  le  point  \  i.  lequel  se  compose  alors  avec  \B  en  un  bipoinl 
unique  \l..  el  par  un  bivecteur.  Désignons  par  y  ""  vecteur  perpen- 
diculaire au  plan  du  bivecteur  el  dont  le  module  ;i  pour  valeur  l'aire 
de  ce  ln\ ecteur,  <>n  pourra  écrire 

-     I  m-:  J  —  I  v- 

Le  vecteur  y  -  appelle  axe  du  bivecteur.  Chasles  a  fail  \'Hr  que 
parmi  toutes  les  décompositions  possibles  -nus  la   forme  i  i  t  il  en 


(')  \.o  moment  réciproque  de  deux  vecteurs  AH  et  CD  est  donc  égal  an   moment 
de  CD  par  exemple  par  rapport  à    M>,  multiplié  par  /<■  module  fie  M!. 
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existe  toujours  une  el  une  seule  dans  laquelle  le  bipoinl   \R  el  l'axe-' 
sonl  parallèles. 

I.«'  bipoinl  obtenu  dans  cette  décomposition  particulière  s'appelle 
alors  axe  central  du  système  de  vecteurs.  Nous  pouvons  l'obtenir 
de  la  manière  suivante.  Supposons  que  nous  décomposions  l'un 
quelconque  des  bipoints  qui  composenl  l;i  F2  en  un  bipoint  qui  snji 
parallèle  au  premier  et  passe  par  un  poinl  arbitraire  V  et  en  un 
bivecteur  (n°  48).  L'opération  totale  donnera  comme  résultat  des 
bipoints  passant  tous  par  le  point  V  el  se  composant  en  un  bipoinl 
équipollenl  ;'i  la  résultante  ou  somme  géométrique  des  vecteurs  équi- 
pollents  ;iu\  bipoints  composants,  suit  -7,  el  un  bivecteur  |y.  Nous 
pouvons  donc  écrire 

(2)  S=[A<r]-i-|y. 

Si  nous  choisissons  au  lieu  Au  poinl  A  un  autre  point  A',  la 
somme  7  ne  change  p;is.  et  en  posant 

A  =  V  -  0. 

nous  aurons 

;  :  S  =  [(A'+  8)<r]  +  |  y  =  [  A'tJ  +  [B<r]  -  |  y, 

«le  sorte  que  le  bivecteur  esl  maintenanl  devenu  [û3"]  +  |y.  Exprimons 
que  l'axe  de  ce  bivecteur  est  parallèle  à  7,  c'est-à-dire  que  le  produit 
extérieur  de  ce  bivecteur  et  du  bivecteur  I  <r  est  nid.  Nous  aurons 
l'équation 

[["]-lv]h-o 

ou  bien 

["StT  j  <r]  -4-  {■;-  =«.. 

Développons  le  produit  double  par  la  formule  trouvée  au 
11"  il ,  \l\  .  nous  aurons 

<r[8|  t]  —  8[<J  ;  7]  +  I  y  7  =  o. 

Nous  |>ou\oiis  supposer  que  0  est  perpendiculaire  à  a  sans  restreindre 
la  généralité  ;  car  cela  revient  à  supposer  que  l'on  prend  le  point  A'  de 
I  axe  central  dans  un  plan  déterminé  mené  par  ^perpendiculairement 

a  la  direction  li\e  7.  On  a  alors  [olc]  <>e|  0  se  trouve  déterminé 
d  une  manière  univoque  par  I  équation 

I  i' 


Dans  celle  réduction  particulière  on  peut  donc  écrire,  puisque  alors 
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le  vecteur  y  esl  devenu  parallèle  à  7. 

(5)  F2  =  Ec7-h/c|ff  (*), 


>n 


E  étanl   un  point   quelconque  de  l'axe  central  el   /.    un  scal        [i   1 
appelle  le  paramètre  de  l;i  réduction. 

Si  nous  interprétons  statiquemenl  el  cinématiquemenl  les  résultais 
qui  précèdent,  nous  voyons  d'abord  qu'au  point  de  vue  statique  un 
système  de  forces  quelconques  appliquées  à  un  solide  peut  se  réduire  : 

1"  \  uni'  résultante  unique  dans  le  cas  où  l'invariant  de  la  forme  b\ 
<-nI  nul  : 

■>"  \  une  somme  de  deux  forces  qui  ne  se  rencontrenl  pas  et  dont 
l'une  est  appliquée  en  un  point  arbitraire  ; 

3°  A  La  somme  de  s;t  résultante  géométrique  appliquée  en  un  point 
arbitraire  ri  d'un  couple  ; 

\"  \  \:\  somme  de  la  résultante  géométrique  appliquée  en  un  point 
de  l'axe  central  el  suivant  s;i  direction,  el  un  couple  dont  l'axe  est 
parallèle  à  la  résultante  géométrique. 

(  )n  aurait  pour  les  rotations  des  théorèmes  dualistiques  faciles  à 
énoncer.  (  )u  remarquera  qu'en  particulier  le  dernier  exprime  que 
tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  solide  peul  être  obtenu  au 
moyen  d'un  déplacement  hélicoïdal. 

Considérons  la  réduction 

F2=  [AB] -H  [CD]  =  [Ea]  +  k\a, 

]  VB|  ci  [CD]  désignant  un  des  systèmes  en  nombre  infini  de  deux 

bipoints  auxquels  peut  se  réduire  le  système  de  forces  F*.  Multiplions 

les  deux  membres  de  cette  équation  par  un  plan  ttt  perpendiculaire 

à  t. 

Nous  aurons  alors  I g.ts  =  o,  car  \xr  esl  contenu  dans  m  (n°  96).  On 

;i  donc 

[ABw]  4-  [CD<b]  =  |  Et. ut], 

ce  <pii  signifie  que  le  point  d'intersection  de  l'axe  central  el  du  plan  ci, 
c'est-à-dire  |E7.7ts|  el  les  points  d'intersection  de  ce  même  plan  avec 
les  deux  vecteurs  |  Mi|  el  |CI)|  sont  linéairement  dépendants.  Ces 
points  sont  donc  en  ligne  droite.  On  voil  que  l'axe  central  coupe  à 
angle  droit  La  plus  courte  distance  de  deux  vecteurs  conjugués  quel- 
conques (  théorème  de  Schwein  \. 

i'i  l  ne  I',  réduite  ii  la  forme  (5)  s'appelle  quelquefois  une  vis. 
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.")().   Moment  résultant.        Etant  donné  un  système  quelconque  de 

forces 

S  =  S|AB  |; 

on  appelle  moment  résultant  de  ce  système,  par  rapporl  à  un  point  (  >. 
I.i  somme  géométrique  des  moments  des  forces  par  rapport  ;i  ce  point. 
\oii«<  savons  (  n"  18)  que  le  moment  de  la  force  |  \B|  par  rapporl  lui 
point  (  )  r>i  donne  par  I  expression 

;,     :|[(A  — 0)(B-A)]  =  |[aY]. 

Le  moment  résultant  DR  est  donc  le  vecteur 

OR  =S}i  =  S|[«ï]. 

Transportons  le  centre  «les  moments  ()  en  un  autre  point  O'iel 
qu'on  ait  OOf  =  o  et  soit   et!  lé  nouveau  vecteur  du   point    \  d  appli- 

cation  de  In  force  :  on  aura 

%  =  fi  -+-  a'. 

D'autre  part,  y  ne  changeant  pas,  le  nom  eau  moment  résultant  sera 

pR/=2|[*'Y]  =  S|(a  —  o)y 

=  S  |  [«y]  -  S  |  [37  |  =  ;)lt  -  |  [8Sv]  =  3H  -    |  8*], 

en  désignant  encore  par  <r  la  résultante  géométrique  <ln  système  de 
forces.  On  voit  donc  que  : 

Si  l'on  change  le  centre  des  moments,  le  nouveau  moment  résul- 
tant est  égal  au  premier,  augmenté  du  moment,  par  rapport  au  nou- 
veau centre  des  moments^  de  la  somme  géométrique  (ou  résultante) 
des  forces  transportée  au  premier,  car  ce  dernier  moment  est 

f[(-8)a]  =  -|[8ff]. 

Ceci  posé,  remarquons  que  le  moment  de  l;i  force  \\\  peut  s'écrire 

|(A— 0)(B  —  A)  =  |(A  —  0)(B-  0), 

et  qu'on  a  généralement 

[AB]  =  [(A  —  0)(B  —  Oj  +  0(B- A)]  =  j  [J.-0-;. 

I  )n  en  déduit 

S  =  X  |  ;jl  -4-  O  7  =  |  OR.  +0î; 

d  où,  en  faisant  le  produit  extérieur, 

[SSJ  =  |  DK.Oï-f-  <>7.|  DU, 
car  le  produit  extérieur  d  une  quantité  par  elle-même  est  nul  i  n"  'AS). 
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(  ) z  <•-!  In  résultante  des  forces  transportée  au  |>oini  (  ).  Soii  lî  cette 
résultante.  Si  nous  avons  [SS]       o,  la  relation  précédente  exige 

R  |  DR  =  o, 

c  est-à-dire  que  lî  el  DR  sonl  perpendiculaires.  (  )n  \<>!i  donc  que  : 

Pour  qu'un  système  de  forces  i  ou  de  bipoints  »  se  réduise  à  une 
force  |  où  à  un  bipoint  i  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  le  moment 
résultant  soit  perpendiculaire  à  la  résultante  de  translation. 

La  direction  de  la  résultante  étanl  fixe,  on  voit  que  dans  ce  cas,  le 
momenl  résultant  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  I  espace  est 
perpendiculaire  ;'i  une  direction  fixe,  c'est-à-dire  parallèle  à  un  plan 
invariable. 

Cas  particulier  d'une  somme  de  bipoints.  —  Considérons  <lcu\ 

bipoints    parallèles    <!<•    même  sens   el    à    distance    Unie    \B  et   CD. 

Soienl   /'  et   q  deux  vecteurs  équipollents  à  ces   bipoints.  On   peut 

écrire 

AB  =  [A/>],         CD  =  [Cfr], 

d  mu 

AB  +  CD  =  |  Lp]  +  [Cq]  =  |  \p)  -  [Cap], 

car  on  peut  poser  q       %p 

=  [A/>]  +  [aC./>l  =  [(A  *■  *C  >/>]  =  |  .    h«)[S/i  |, 

S  étanl  !<■  |»niiii  (pu  est  la  somme  des  points  A  el  ocC. 

On  voit  donc  que  la  somme  de  deus  bipoints  parallèles  <1<-  même 
sens  est  un  bipoinl  donl  l;i  longueur  esl  la  somme  des  deux  premiers 
el  qui  esl  appliqué  au  barycentre  des  points  d'application  des  deux 
termes,  en  les  affectant  de  masses  proportionnelles  aux  longueurs  des 
bipoints  primil  ifs. 

()u  en  déduil  facilement  qu'une  somme  <l<'  bipoints  parallèles 

*[ABJ  +y[CD] 
représente  un  bipuini 

;i  distance  finie  si  x  i  -  < • .  < * i  un  produil  (!<■  vecteurs  (ou  biveç- 
teur)  si  x  y  o.  Ce  dernier  résultai  s  obtient  en  remarquant  que, 
si  B       A       Cl  ).  on  a 

[AB]h-[CD]  =  [A(B       \    |      [(C  — D)D]  =  A(B  — A)  +  (B  — A    D 
=  [(  B  —  A)(D    -  A)]  i  A  s,  274-276). 
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EXERCICES  ET  NOTES  SDR  LES  CHAPITRES  III  ET  IV. 


PRODUITS    DES    POINTS    ET    DES    FORMES. 


51.  I.  Note.  —  Il  importe  de  se  rappeler  que  le  plan  et  l'espace 
peuvent  être  envisagés  respectivemenl  comme  îles  domaines  <lu 
deuxième  et  troisième  degré;  ou  <lu  troisième  et  quatrième  de'gré 
suivant  qu'on  prend  comme  élément  la  droite  (le  vecteur)  ou  le  point. 
Dans  tous  les  cas  on  suppose  toujours  que  le  produit  extérieur  des 
unités  est  égal  à  l'unité  absolue  -f-  i. 

Ainsi,  le  plan  comme  champ  de  vecteurs  est  défini  au  moyen  des 
unités  E|,  e2  par  exemple  el  l'on  pose 


e,  ea=  H-i, 


Comme  champ  ponctuel,  il  est  défini  par  trois  points  arbitraires, 
A,  B,  C,  et  l'on  pose 


\i:<: 


De  même  l'espace  comme  champ  de  vecteurs  est  rapporté  à  trois 
unités  s,,  e2,  e3,  et  l'on  pose 


;|    E2Î'i    =    +    I; 


et   si  on  le  regarde  comme  champ  ponctuel,  il  est  rapporté  à  quatre 
points  A.  B.  C.  D,  en  posant 


YBCD  =  -i-i, 


Il  est  rappelé  également  que  les  équation; 


AB  =o, 
ABC  =  o, 
A.BCD  =o 


expriment  respectivement  que  les  deux  points  A  et  li  sont  confondus, 
que  les  trois  points  \.  B,  C  sont  collihéaires,  que  les  quatre  point-  \. 
B,  C.  I  )  sont  coplanaires. 
I  )r  même  les  équations 


-I  £2         ~~    <i. 
El  ~-->'-3  =   0 


expriment    respectivement  que  les  deux  droites  e,.  .-_.  sont  parallèles 
L. 
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el  que  les  trois  droites  g,,  i2.  e3  -mil  coplanaires    c'est-à-dire  i<i  paral- 
lèles  à  un  même  plan). 

La  représentation  ponctuelle  de  l'espace  ou  <ln  plan  esl  indépen- 
dante des  axes  de  coordonnées  el  de  l'origine,  tandis  que  La  représen- 
tation linéaire  a'esl  pas  autre  chose  au  fond  qu'une  représentation 
cartésienne,  les  axes  étant  dirigés  suivanl  les  droites  st,  e2,  ^3  qui 
sont  supposées  se  rencontrer  en  un  point  fixe  (origine  ,  On  a  pris 
l'habitude,  depuis  Hawiltoiy,  de  représenter  les  trois  vecteurs  unités 
dirigés  suivanl  :,.  =2,  za  par  les  lettres  /.  /.  k  (n°  "1\  formant  un 
trièdre  trirectangulaire  à  droite.  Toutefois,  il  esl  essentiel  de  noter 
que,  tandis  que  qous  posons  dans  le  calcul  des  formes  ///,==-|-i, 
nous  poserons  plus  loin  dans  le  calcul  vectoriel  ou  des  quater- 
nions  ijk  = —  t.  C'esl  afin  d'éviter  les  confusions  que  nous  avons 
conservé  dans  le  premier  les  symboles  e,,  e2,  z:i. 

II.  Les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  <<>//ij)/,:/  sont 
collinéaires  (cf.  <lli<i|>.  II.  Exercice  13). 

Soienl    A,  B,  G,  D,  E,  F  les  sommets  du   quadrilatère  complet, 

<i  P,  Q,  li  les  milieu*  des  diagonales.  (  )n  .1 

2P  =  A  —  C,         2Q     -  B       h.  .  i:    -   E  —  F. 

On  effecl  ue  le  produil 

8PQR  \       C      B+  Dj(Ë-f-F), 

«■i  I  mi  constate  facilemenl  qu'il  esl  nul.  en  exprimanl  par  exemple  C, 
E,  F  en  fonction  des  trois  points   \.  B,  D. 

III.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes  [37]. 

On  a  souvent  intérêt  dans  des  questions  de  ce  genre  à  introduire 
directement  dans  le  calcul  le  point  de  rencontre  supposé  <mi  ]»•  regar- 
dant comme  point  <\<-  rencontre  de  deux  <!<■>  droites  qui  !<•  déter- 
minent. Par  exemple  ici  soienl  x,  [j.  y  les  vecteurs  des  sommets  \. 
B,  < ..  el  0  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  issues  de  A  el  de  B. 

On  a 

'      (3  —  a)|(p  —  y)  =  o, 

(0  —  P)  1 1  •;  —  y.  |  —  o. 

1 1  où,  par  addition,  on  trouve  aisémenl 

t)=  o. 
Par  conséquent,  0       y  est  bien  la  troisième  hauteur. 
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l\  .  Soient  ABCD  un  quadrilatère.  M.N  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  et  I'  un  point  quelconque  situe  sur  la 
droite  M\.  Démontrer  que  la  somme  des  aires  des  triangles 
ayant  pour  sommet  V  et  pour  bases  deux  fîtes  opposés  est  la 
même  pour  chaque  paire  de  côtés  opposés.  (Jahnke.  loc.  cit,)  [27  |. 

On  a 

.,M:-A-C,         aN  =  B-j-D. 
On  posera 

P  =  XM-+-fjiN,        X-f-ti  =  i. 

On  en  déduil 

aABP  =  XABC-+-  jjlABD 

et  trois  autres  semblables.  D'où,  par  addition  des  deux  membres,  le 
théorème  énoncé: 

\  .  Déduire  du  théorème  ci-dessus,  le  théorème  de  Newton  : 
I fa  n  s  un  quadrilatère 'circonscrit,  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales  passe  par  le  centre  du  cercle. 

VI.  Lorsque  dans  un  tétraèdre  deux  couples  d'arêtes  opposées 
sont  rectangulaires,  le  troisième  l'est  aussi  [37]. 

Soient  OABC  le  tétraèdre  et  a,  [3,  y  les  lignes  OA,  OB,  OC.  On  a 
par  In  pol  hèse 

*|Ct- —  ?)■=  °»      Pl(*  —  y)=°; 

d'où  Ton  déduil 

Y|(P-a)=o. 

VII.  Etablir  la  relation  qui  existe  entre  six  points  copia- 
nt) ires  [  12]. 

Soient  quatre  points  A.  B,  C,  D.  on  a  (  n"  12  i 

(  ABG)D  =  (  DBC)A-+-(DCA)B  -h(DAB  iC, 

don.  en  multipliant  par  EF. 

(ABC  il  DEF)  —  (DBG)(AEF)  +  (CDA)<  BEF)  — (DAB)(GEF)  =  o, 

relation  entre  les  triangles  qu'on  peul  former  avec  les  si\  points.  En 
exprimant  res  triangles  sous  forme  de  déterminants,  on  a  une  relation 
due  ;i  Cayley. 

\  III.    Etablir  la  formule  du  double  produit  vectoriel  {cf.  Note 

n"  il) 

[■PIt]  =  [«It1P-[PItI«- 


IOO  CHAPITRE    IV. 

On  posera 

i  =  a]  e{  —  ai  e2  —  0363, 

p  =  bx  ex  -+-  biei-k-  bze^. 

V  =  <"l  ^1  —  CSe2+  C3e3j 

et  il  suffit  d'effectuer  le  calcul  indiqué  en  tenant  compte  des  règles 
relatives  au  produit  régressif,  car  |xj|y|  est  du  quatrième  degré  el 
par  conséquent  régressif  dans  le  domaine  linéaire. 

I\.    Montrer  que  l'équation 

\aV;X  =0, 

où  \  est  un  point  variable  et  tx,  (5,  y  des  droites  fixes,  a  e<  y  se 
rencontrant  sans  qu'aucune  d'elles  rencontre  3.  représente  deux 
plans  (cf.  11"  47  1. 

\.    Montrer  que  l'équation 

XapYoeX  =0, 

oà  a  <?£  £  se  rencontrent,  représente  un  cône  du  second  ordre  ayant 
son  sommet  au  point  de  rencontre  de  y.  et  t. 

XI.  L'équation 

XvUX =0 

est  satisfaite  par  tout  point  de  l'espace. 

Pour  ces  trois  exercices  on  raisonne  successivement  comme  on  l'a 
lait  dans  le  Précis,  en  remarquant  que  \  x  esl  un  faisceau  de  plans 
passant  par  a.  Xa[i  une  ponctuelle  [$,  etc.  Par  exemple,  dans  l'Exer- 
cice IX  on  voit  que  : 

Xa  représente  un  faisceau  de  plans  passant  par  z  : 

Xa(3  représente  la  ponctuelle  {3  déterminée  sur  {3  par  ce  faisceau. 

Soit    \  le  point   \  v.'i. 

\  -j'y-  ou  A  y  est  un  faisceau  (  un  plan)  passant  par  y.  Ce  plan  doit 
contenir  \.  Donc  A\  rencontre  y.  el  i.  ce  qui  exige  (jue  X  soit  dans 
le  plan  a.'i.  etc. 

XII.  <  >n  sait  qu'une  F2  générale  peut  se  réduire  à  une  somme  de 
deux  bipoints  d'une  infinité  de  manières,  l'un  de  ces  bipoints  passant 
par  un  point  arbitraire.  On  demande  le  lieu  du  deuxième  vecteur 
quand  on  suppose  fi re  le  point  arbitraire  pour  toutes  les  décom- 
positions possibles. 
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Supposons  qu'on  ail  1rs  décompositions 

AB  -+-  CD  =  AB'-t-  C'D'  =  AB'-i-C'D^.... 

(  )n  aura,  en  multiplianl  par  A, 

\CD  =  \C'D'=  AC"D"  =  ..., 

c'est-à-dire  que  si  l'un  des  vecteurs  conjugués  tourne  autour  du  point 
fixe  A,  l'autre  reste  dans  un  plan  fixe  (a)  et  la  surface  du  triangle 
ayant  son  sommet  en  A  et  le  deuxième  vecteur  pour  base  est  cons- 
tante 

\lll.  Réciproquement,  on  peut  choisir  arbitrairement  le  plan  dans 
lequel  se  trouve  l'un  des  bipoints  conjugués.  Quel  est  alors  le  lieu 
du  deuxième  bipoint? 

Soit  (a)  le  plan  donné.  En  multipliant  par  a  on  a 

(AB.a)-4-(CD.a)  =  (A'B'.a)  -+- (C'D'.a)  =  . . .. 
Les  droites  CD,  CD',  . . .  sont  dans  le  plan  a.  Donc 

o  =  CD. a  =  C'D'.a  =...", 
el  par  suite 

(AB.a)  =  (A'B'.a)  =  (A"B".a)  =.  .., 

c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  AB...  coupent  le  plan  (a)  au 
même  point  P,  et  leur  projection  sur  la  normale  au  plan  est  cons- 
tante. 

\l\  .  Montrer  que  le  moment  du  système  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  issue  du  point  P  et  située  dans  le  plan  (a)  est 

nul  |  o0|. 

Soit  C,  le  point  où  CD  rencontre  le  plan  (a).  Joignons  PC,  el 
multiplions  par  PCt  : 

A B  .  PC,  +  CD .  PC|  =  A'B'. PC,  ■+■  CD'. PC,  = . . . . 

Les  deux  ternies  du  premier  membre  sont  nuls.  On  aurait  le  même 
résultat  en  prolongeant  CD' jusqu'à  G',  et  multipliant  par  PC',.... 
Le  moment  est  donc  nul  par  rapport  à  une  droite  quelconque  issue 
de  P.  Le  point  P  s'appelle  point  nul  du  système  et  (a)  le  plan  nul 
correspondant.  Les  droites  issues  de  A  s'appellent  droites  nulles 
i  Môbius). 

\\  .    Etant  donné  un  plan,  construire  le  point  nul  conjugué. 
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Soit  ™  le  plan  donné,  multiplions  par  ni.  On  a 

VB.nr-H-CD.t5  =  A'B'.to-h  C'D'.rar  =  ...  ; 

AB.raiesl  le  poinl  de  rencontre  de  AB  el  de  t«ï,  soil  V;  CD . ra  est  le 
poinl  'I'-  rencontre  de  c$  et  de  CD.  soit  C,.  Si  nous  coupons  toutes 
les  croisées  par  un  plan  quelconque,  nous  voyons  que  les  droites 
joignant  les  points  d'intersection  des  vecteurs  conjugués  el  du  planta 
passent  en  un  même  point.  Ce  poinl  est  le  point  nul  relatif  au  plans?. 
En  effet  le  moment,  par  rapporl  à  uni'  droite  telle  que  V  i  C ,  qui  y 
passe,  est  nul  puisqu'elle  rencontre  AB  el  CD. 

\\  I.    Etant  donné  un  point,  construire  le  plan  nui. 
Soit  lJ  le  point.  On  au ra 

ABP-+-.CDP  =  A/B'P+  C'D'P  =.... 

Le  plan  déterminé  par  la  somme  des  plans  ABP  -hCDPesl  le  même 
pour  touto  les  croisées.  Par  suite,  si  l'on  mène  deux  plans  par  deux 
vecteurs  conjugués  el  par  un  point  arbitraire  P.  tous  ces  couples  de 
plans  se  coupent  suivant  des  droites  qui  sont  dans  un  même  plan 
passant  par  P.  C'est  le  plan  nul  correspondant  au  point  P.  car  ces 
droites  rencontrent  à  la  fois  VB  et  CI)  et  sont  donc  des  droites 
nulles. 

\\  II.  Soient  AB  une  droite  et  \\  un  axe  quelconque.  Si  l'on 
désigne  respectivement  par  A,.  h2  et  S  les  distances  des  points  A 
et  B  et  du  milieu  de  AB  à  taxe  X\  ,  le  moment  d'inertie  de  \B 
par  rapport  à   l'axe  \  ^  est  donné  par  i  >' r  pression 

T=  ™ih\-h\-\> 
m  étant  la  masse  de  la  droite  AB  supposée  homogène  (Jahnke,  loc. 

rit ..   p.    i  oS  ,. 

Soit  PQ  un  vecteur  unité  suivant  \^  .  on  remarque  que  si  Z  esl 
un  |  h  tint  quelconque  de  AB,  le  produit  intérieur  ZPQ  |ZPQestle  carre 
de  la  distance  du  point  Z  a  \ï  .  car  c'est  le  carre  de  Taire  ZPQ  dont 
la  hase  PQ  esl       i.  D'autre  part.  Z    -^A+)Ba\ir  x-\-y  =  \  et 

l'on  en  déduit  aisément  dm  =  mdx.  (  )n  a  alors 

T  =  m    f:r*(APQ     A.PQ)        )-il:|Mi     BPQ)         >.ry(  APQ  ;  BP<  >  .. 

et  il  suffit  de  transformer  le  dernier  terme  en  remarquant  que  si  S  est 
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le  milieu  de    \K.  on  a  aS=    \    |    B.   D'où    iSÏ'O        VPQ-f-BPQ, 
pour  obtenir  l'expression  cherchée. 
(  )n  remarquera  pou r  cela  qu'on  ;i 

AIM)  |  BPQ  =  A,  A,  cos<p, 

<d  étanl   l'angle  des  plans    YI'O  ri  BPQ  et  que  en  élevanl  an  carré 
l'expression  précédente,  on  obtienl 

i  S-  =  k\  -+-  h\  -+-  %h\  h-i  cos tp. 

\\  III.  Soient  ABC  un  triangle  homogène  de  masse  m,  et  //,.  Ii2. 
h :!  A'\  distances  de    \.  I>,  C,  7  ////  axe  X.Y,  S  te  distance  de  son 

ce n  Ire  de  gravité  à  Ce  même  axe.  an  <i 

T=  —(A|  +  ^i-t-As  +  oSî). 
la       *  ■ 

On  aura  encore 

T  =  /"(ZPQfZPQjrfm, 

el   en   posant 

Z  =  »A+/B  +  3C,  37  -H^  -4-  .3  =  I. 

On    prendra    connue    élément    d'aire    un    petit    parallélogramme 
obtenu  par  des  parallèles  à  AB  el  AC. 
On  I  roux  era  facilement 

dm  =  t.  m  dy  dz, 

el    l'on    devra    intégrer   dans    le    champ    x -+- y -+- z ^ i .    On   trouve 
l'expression 

T  =  —  (A2  -+-  h\  -+-  h\-¥-  A2  A3  cosç,  -t-  A3  A]  cns&24-  Ai  h2  cos<p;)), 

d,,  co2,  -^^  étant  les  angles  des  plans  BPQ  avec  CPQ,  cycl.  On  trans- 
forme au  moyen  de 

3S=A-t-B-+-C. 

\l\.    Le  moment  //'inertie  du  tétraèdre  homogène  de  masse  m 
par  rapport  à  Fa.ee  \\  est  donné  par 

T  =  —  (  h\  -+- . ,  .  -+-  /t  î  -f-  A2  A  -i  cos  ©«  j  -t-  . . .  -t-  A  i  h ,  cos  o ,  ,  i 
iô  ' 

=  —  ( h-.  -+■  ni  ■+-  h  -;  -t-  ht  ■+■  io S2). 

Les  A.  o  ei  S  ayanl  des  significations  analogues  à  celles  de  ces  lettres 
dans  les  ciis  précédents. 
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\\.    Quelle   est    la  condition    pour  qu'il  existe  une  relation 
linéaire^  entre  quatre  droites  de  Vespace? 

Soient  quatre  droites  7,.  -72,  t3,  t^  et  la  relation  linéaire 

(I  7,  -f-  Ôffj  -f-  C  73  -+-  d  1;  =  o. 

Multiplions  par  une  droite  quelconque  t.  on  aura 

ai  T,  7  1  —  h(l.,-j  I—  c(t37)-4-  ^(t.  j)=  o. 

Si  la  droite  ff  rencontre  1rs  trois  droites  i,.  (r2,  t:1.  on  a 

7!  -   =   72T   =  <T3<T   =   O. 

Ou  doit  donc  avoir  iiussi  (x4<y  =  o,  c'est-à-dire  que  toute  droite  <|in 
rencontre  trois  des  quatre  droites  rencontre  la  quatrième.  Ces 
droites  appartiennent  donc  à  un  même  hyperboloïde  réglé. 

\\\.    Le  produit  extérieur  de   deux    ris  (moment    réciproque 
des  deux  vis  ou  coefficient  \  irtuel  de  Ball)  est  égal  à 

(E<7)(EV)-t-(#  -t-  k')((t\(t'). 

Soient   les  deux  \  h 

E«t -f- À  |  j,     E's' — /-'| -". 

où  l'on  peut  supposer  E  —  E'  perpendiculaire  à  7  et  -y' .  Soient  il  la  plus 
courte  distance  de  <s  el  t  .  çp  leur  angle,  S  et  S' les  modules  de  o-  et  ?'. 
En  effectuant  le  produit,  on  trouve  par  exemple  :  en  remarquant 
que  /  de  |  n'  et  de  <r=  -  —  <p  (faire  la  figure) 

£'i  Et  I  <r')=  -  Â-'SS'  coso         el         k(\  a  EV)  =  -  ArSS'  coso. 
1  fi  •  '  (i 

D'où  I  on  déduil  I  expression  indiquée. 

\  \  1 1 .  Remarque  sur  lu  multiplication .       Nous  avons  «lit  1  n"  27) 

que  le  produit  extérieur  de  plus  de  quatre  points  mi  de   plus   de   trois 

vecteurs  est  nul.  Mais  d  ne  tant  pas  oublier  que  cette  rémarque  ne 
s'applique  qu'au  produil  extérieur .  résultant  de  la  multiplication 
alternée .  Il  n'en  esl  plus  ainsi  quand  on  emploie  la  multiplication 
générale  définie  à  l'article  6.  Nous  trouverons  dans  les  Chapitres  sui- 
vants des  produits  i|c  pins  de  trois  vecteurs  tpn  ne  seront  pas  nuls, 
car  la  multiplication  que  nous  allons  employer  pour  eux  n  esl  plus  la 
multiplication  alternée.  De  même  1  n°29  1  un  produit  régressif  de  plus 
de  trois  vecteurs  n'est  pas  associatif.  Mais  j|  continue  à  l'être  dans 
la  multiplication  générale  I  n"  6). 
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,'il  bis.  Sur  les  produits  planimétriques.  Considérons  le  domaine 
du  plan  où  nous  prenons  comme  unité  les  trois  | >< >i ni -~  \.  B,  C,  on 
pose  par  conséquent  <  n"  tiS  | 

[  \i;i:|  =  i. 

D'après  la  définition  générale  du  complément  i  cf.  n°  28),  le  eom- 
plément  du  bipoint    \B  serait  le  point  G  et  l'on  a 

|  AB  =  G. 

Mais  cette  définition  ne  permet  pas  d'exprimer  la  perpendicularité 
de  deux  lignes. 

Remarquons  que  si  AH  el  OB  sont  deux  bipoints  unitaires  rectan- 
gulaires, et  le  parallélogramme  ABC  étant  positif,  on  a 

[ABC]  =[AB(G  —  B  )]  =i. 
Posons 

C  — B  =  e, 

z   est    donc    un  vecteur  unité   perpendiculaire  à    AB  et  tel  que  le 
parallélogramme  ABs  soit  positif.  On  a  alors 

[ABeJ=i. 
On  pose 

s  =  |  \B 
el  l'on  a  alors 

[  AB|  AB]  =  i. 

Si    VH  n'est  pas  unitaire,  soit  a  sa  teneur.  On  a 

|AB  =  ai\ 
«I  où 

[AB|AB]  =  a>s*  =  a*. 

Dans  le  domaine  planimétrique,  le  complément  d'un  bipoint 

est  un  fréteur  normal  à  ce  bipoint,  ayant  même  teneur,  et  tel  que 
le  parallélogramme  construit  sur  le   bipoint  et    le  recteur   soit 

positif. 

On  peut  alors  obtenir  des  relations  métriques  entre  les  droites  du 
plan. 

Soient,  par  exemple,  deux  droites  \  et  ^  du  plan.  Nous  allons 
montrer  que  l'équation 

[X|Y]  =  o 

exprime  que  ces  droites  sont  rectangulaires. 

En  effet .  --oient 

X  =  AB        |  Y  =  e, 
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l'équation  précédente  s'écrit 

[AB.6]  =  o. 
Mais  le  produit  du  bipoinl    VH  el  du  vecteur  :  esl  égal  à 
Tl  Al;  i.Te  sin/(AB,ï  i. 

Il  ne  peut  être  nul  que  si  l'angle  de  AB  el  de  z  esl  o  ou  -..  <  >i  :  esl 
perpendiculaire  à  \»  .  Donc  \  esl  normal  a  \. 

Soit,  pjAr  'exemple,  ABC-  un  triangle  <i  -oit  :  un  vecteur  unité 
dirigé  suh  anl  B(  '..  Posons 

i-2  esl  donc  un  vecteur  unité  normal  a  BC. 

Soient  £3  et  £4  les  vecteurs  unités  normaux  à  CA  et   AB.  on  a 

I  BC  =  ai,.         |CA  =  l>-  .  AB  =ce4. 

On  trouvera  facilement  par  des  considérations  géométriques  |  le 
même  calcul  serait  immédiat  en  se  servant  des  propriétés  du  verseur 
hamiltonien  1  cf.  n"  5<>  i| 

e3  =  e2  c<>sy  —  E|  sin  -', 
£4  =  e4  sin  3  —  e2  cos  j, 

ce  qui  donne  les  expressions  des  compléments  de  CA  el   \  1  >  au  moyen 
des  vecteurs  -.,  et  z2. 

Le  lecteur  pourra  traiter  de  cette  manière  l'exercice  suivanl  : 

Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes. 

L(  -  hauteurs  sont  congruentes  aux  produits    V:..  Vu..  Ce4. 

On  remplacera  z:i  el  £,  par  leur-  valeurs  et  l'on  montrera  que  le 
produit  de  ces  trois  bipôints  est  nul. 

Nous  devons  cependant  ajouter  que  les  calculs  où  entrent  ainsi  de- 
perpendiculaires  à  Vies  droites  donnée-  seronl  en  général  beaucoup 
plus  -impie-  en  emplojanl  la  méthode  vectorielle  des  quaternions. 
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I.  —  Définitions  générales. 

a"2.  Définitions.  —  Nous  prenons  avec  Hamilton  comme  unités  du 
système  complexe  le  nombre  i,  c'est-à-dire  l'unité  absolue,  et  trois 
unités  vecteurs  trirectangulaires  formant  un  système  à  droite  (voir 
Note  du  n°  21).  Nous  pouvons  alors  exprimer  un  vecteur  quelconque 

miii>  la  forme  |  n"  ï2l  | 

a  =  xi-hyj-h  sk. 
Soit 

P  =  -r  '      y  j  ~  z  '  k 

un  deuxième  vecteur.  Si  nous  effectuons  la  multiplication  alternée 
de  ces  deux  vecteurs,  les  termes  eu  //.  jj.  kk  disparaissent.  La 
multiplication  quaternioniertne  n'est  pas  une  multiplication 
alternée,  mais  une  multiplication  complète  telle  que  celle  qui  est 
définie  à  l'article  6  avec  certaines  conditions  spéciales  établies  de 
manière  à  satisfaire  au  principe  indique  dans  l'article  T.  Si  nous 
indiquons  d'une  manière  générale  une  multiplication  telle  que  .elle 
de  l'article  6  au  moyen  du  signe  .  (un  point),  nous. aurons  ici 

x.  ji  =  xx'  i.i  -+-  y  y '  j ./  -+-  zz'  k.k 

-+-  xy '  i ,j  ■+-  yx'  j  .1  -+-  yz'j.  /.  +  zy' k.j  —  z.r  k.i  —  xz'i.  k. 

D'après  (n°  7),  ceci  doit  se  réduire  à  un  nombre  de  la  forme 

w  —  ai        l>j  —  ck, 

où  tv.  a.  A.  e  sont  des  scalars. 

En  désignant  par  i-  le  symbole  /.<,  Hamilton,  guide  par  des  idées 
théoriques  exposées  magistralement  dans  la  Préface  des  Lectures  et 
ilont  nous  donnerons  une  idée  dans  une  Note  annexée  à  ce  Chapitre, 

a    po-e 

[A.J  <'2=./2=  *■  =  ijk  =  — i, 


io8 
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équation  i|ui  contient  en  principe  toute  La  théorie  dos  quaternions. 

I  -;i  multiplication  des  unités  étant  associative  (vo/rNote  n°ol,  X\  II. 

on    a,   en    multipliant  l'équation  i.j.  A  = —  i  par  k  et   supprimant 

momentanément  !<■  point, 

ijk*  =  -k 
bu  par  [A  ] 

ij  =  k. 

De  même  en  multipliant  par  i  : 

i"jk  =  —  i         ou         jk  =  i. 

Multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  pary,  on  obtient 

j=kj       ou        i  =  —  kj. 

Do  procèdes  analogues  donnent   finalement  les  équations  fonda- 
mentales dérivées  de  l'équation  [A]: 


l»l 


U  =  —j'i  =  k, 
jk  =  —  kj  =  i, 
ki  =  —  ik  =  j. 


Ces  règles  se  traduisent  très  simplement  à  l'aide  du  diagramme  de 
la  figure   23  donné  par   Hamilton  (L,  530)  (le  sens  de  la  flèche  est 


23. 


diffèrent).  Le  produit  de  deux  unités  prises  dans  l'ordre  de  la  flèche 
est  égala  la  troisième  et  il  est  égal  à  la  troisième  précédée  du  signe  — 
si  les  facteurs  sont  pris  dans  Tordre  opposé  à  la  flèche.  C'est  un 
excellent  moyen  de  les  retrouvera  tout  instant. 

I  .u  appliquant  au  produit  a.,j  les  équations  [A]  et  [B],  on  a 


[P] 


P  =  —  (  x.r'  -+-  y  y'  -+-  zz  ) 

-+-  i(yz' —  zy')  -+-  j(zx'  —  xz' )  ■+-  k(xy'  —  yx'), 


équation   qui   va   nous   servir  de  point  de  départ.  ISous  remarquons 


M.5.    PRODUIT    DE    l>F.UX    VECTEURS.    QUATERNION.  109 

que   le    produit   se   compose  de  deux   parties  dépendant  de  quatre 
coefficients  scâlars  : 

i°  Une  partie  scalaire  —  (  xx  '  -+-  y  y  -+-  :■:■'); 
:>."  I  ne  partie  vectorielle  i  (yz1       zy'  ) -{- — 

l  ae  expression  telle  que  l  I*  |  >  *  ;  1 1  >  |  ><  •  ]  1  «  •  un  quaternion.  Désignons- 
le  par  q. 

La  partie  scalaire  s'appelle  scalar  du  quaternion  et  la  partie  vecto- 
rielle le  recteur  du  quaternion.  Hamilton  emploie  pour  désigner  le 
scalar  la  caractéristique  S,  et  pour  désigner  le  vecteur  la  caractéris- 
tique \.  Nous  conserverons  ces  notations  d'une  manière  générale, 
mais  nous  lui  en  substituerons  d'autres  dans  Certains  cas  particuliers, 
en  vue  de  faciliter  certains  calculs  spéciaux,  {loir  Chap.  1\.  — 
Fonction  linéaire.  ) 

On  a  donc  généralemenl 

(Q)  q  =  Sq  +  Vq. 

53.  Scalar  du  produit.  -  Soient  a  et  b  les  modules  des  vecteurs 
k  et  8,  et  X,  tx,  v;  a',  ut/,  v',  les  angles  que  forment  les  directions  %  3 
avec  les  axes  /,  /,  /. ,  nous  avons 

x  =  a  cosX,         y  =  a</osu.,         z   =  a cosv, 
a/=6cosV,        y'—bcosp?,         z'=fecosv'; 
d'où 

Sq  = —  a6(cos  X  cosX'-f-  cosji  cosjz^   cosv  cosv'). 

Désignons  par  0  l'angle  compris  entre  o  et  ~  que  forment,  entre 
elles  les  directions  x  et  ri.  On  voit  ([lie  l'on  a 

(i)  S  q  =  —  db  COSÔ. 

On  voit  que  :  le  scalar  d'un  produit  est  égal  au  produit  des 
modules  des  deux  facteurs  multiplie  par  le  cosinus  de  leur  angle 
et  chanué  de  sk.xk. 

Se/  est  par  conséquent  égal  à  [a|^]ou  au  produit  intérieur  de 
Grassmann  changé  de  signe. 

On  voit  (pie  si  a.   par  exemple,  est   unitaire,  on  a 

(2)  Saft(i  =  — 6cos0. 

Le  scalar  d  un  produit  de  deux  vecteurs  dont  I  un  est  unitaire 

est  égal  à  lu  projection  de  l'autre  sur  celui-ci,  changée  de  signe. 

Nous  désignerons  ordinairement   le  scalar  d'un  produit  sans  mettre 
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aucun   signe  entre   les  facteurs,  comme  dans  La  multiplication  algé- 
brique; de  sorte  que  nous  écrirons 

a£  =  —  aôcos6  =  Sap. 

Remarque.  —  L'équation 

(4)  Sï^  -  o         ou         a[3  =  o  [53,  (3)] 

exprime  que  les  vecteurs  y  el  [3  sonl  rectangulaires  <  cos  0  =  o). 

54.    Vecteur  du  produit.   —  On  a 

i  X-jj  --  i\rz' — zy')  -4-j(zx'  —  xz')  —  k{xy' — yx') 

qu'on  peul  écrire  sous  forme  plus  facile  à  retrouver 

'      J       * 


i  > . 


Va3  - 


•'•    y 

x'    y' 


el  traitant  /,  /.  /.'  comme  des  lettres. 

I   ii   calcul    identique   à    celui  du  n°  39,   en    tenant  compte   de  (A) 
et  (B  i.  montre  que  1  on  a 

(  3  i  TV  ai  =    ah  si ii  'I, 

a.  h.  0  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus  (  n°  53)  et  que  l'on 
peut  écrire 

(4)  \  ab  =  ab  sinÔ.e, 

z  étant  un  vecteur  unité  perpendiculaire  au  plan  de  a  el  8  et  dirigé 
dans  un  sens  tel  que  la  rotation  de  a  vers  $  par  rapport  h  z  soit 
positive. 

Remarques.  —  I.  Dans  le  cas  <le  deux  facteurs  seulement,  nous 
remplacerons  généralement  la  notation  \  x(3  parla  notation  a  X  [3  ou 


• 


a  x  (3  =  ab  sinO.  i. 


II.    L'éauation 


y.    <  S  =  o 
exprime  que  les  deux  vecteurs  y  el  [3  sonl  parallèles  i  8       o  <>u  ~>. 

III.    Pour  éviter  des  parenthèses,  aous  écrivons  S'-q:  \ -y.  T-'y  ai 
lieu  de  (Sor.  (  \  y)-,  (Tq)-.  Il  ne  peul  3  avoir  de  confusion  para 
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que  SS^,  par  exemple,  étanl  égal  à  Sy.  S-y  ne  j >< ■  1 1 1  signifier  SStf, 
qui  sérail  une  notation  inutile.  Il  en  est  de  même  pour  \  -q  qui  ne 
peut  signifier  \  \  </.  car  \  \  y  =  V^r. 

Pour  1rs  fonctions  algébriques  ou  transcendantes  et  pour  les  diffé- 
rentielles, mnis  conserverons  L'usage  admis.  Ainsi,  cos2 x  signifiera 
(cos^c)-  »'i  min  |iii^  cos(cos#  i  el  <7-.c  signifiera  d(dx)  et  non 
i  ,/  /■  i-  <  '  i. 

55.  Réciproque  d'un  vecteur.  Quotient  de  deux  vecteurs.  — 
Hamilton  appelle  réciproque  d'un  vecteur  a  un  vecteur  [i  tel  que 
le  produil  a.  3  =  i . 

Soienl  •  /  le  module  de  a  el  A  celui  de  3,  on  aura 

a6a0.(30  =  i- 
Le  second  membre  étanl  un  scalar,  on  a 

V  a0  Pi  =  o 

el  par  suite  i  ii"  ,Vt  i  x0  el  j30  sont  parallèles.  Mais  comme  a0  et  (30  sont 
unitaires,  leur  produit  est  —  i  ou  -f-  i  suivant  qu'ils  sont  dirigés  ou 
non  dans  le  même  sens.  Or  ab  étanl  positif,  on  voit  que  a0.{30  doit 
être  posil il,  et  par  suite 

a0  =  —  Pu 
et  alors 

o  =  —  et  <7  =  v  • 

a  h 

Ces  conditions  étanl  symétriques,  il  en  résulte  que  si  (3  esl  le  réci- 
proque de  a,  réciproquemenl  a  est  le  réciproque  de  (3. 

On  désigne  le  réciproque  d'un  vecteur  par  la  «notation  a   '.On  a 

(loue 

i  a-*  = a  = 

a  «- 

<  ieci  permel  de  définir  le  quotient  de  deux  vecteurs.  On  pose  par 
définit  khi  (  Hamilton  i 

i-  =  Sa    i         <  et  non  =  a-  i  3  >, 


i'i  Nous   suppi  imerons  ordinairement   aussi    le   point    indiquant   la  multiplication 

«1  ii, m  lin  ion  it'imr  lorsqu'il  ne  pourra  >   avoir  aucune  ambiguïté. 


1  12 

c  n  \im  i  iu;   \  . 

on  <-n  il 

•  <  1 1 1 1 1 

facil 

■meul 

; 

\ 
1 

h 

>     -       -    :      -     COS0, 

7.        a 

\    '?           b     ■  n  A 

h  ci  s  ayant  l;i  même  définition  < j u <•  plus  baul  |  n'"  53  et  -">ii. 

Il  Importe  de  remarquer  la  relation  suivante,  souvenl  utile.  Soient 

i      e 
deux  miotieills  SOUS  la  tonne  ^  et—  >  on  a 

p        a 

l  =  vS  •'  et         £=  3a-i, 

'  '  ot 

d'où 

Dans  un  produit  tel  que  I  \  |,  on  peul  supprimer  les  moyens  s'ils 
sont  égaux  (  mais  on  n'aurait  pas  en  général  J«  —  =  ^  )■  Ceci  suppose 

que  la  propriété  associative  de   la   multiplication;    vraie   pour   1rs 

nulles  /.  /',  /,-.  l'est  aussi  pour  des  facteurs  quelconques.  Nous  le 
démontrons  un  peu  plus  loin. 

56.  Quaternion  considéré  comme  produit.  Verseur.  —  Nous  ;nous 
obtenu  le  quaternion  comme  somme  dé  son  scalar  et  de  son  vecteur, 
(  )n  pcui  aussi  le  considérer  comme  un  produit,  dans  un  ordre  d'idées 
différent,  ce  qui  va  nous  fournir  des  résultais  nouveaux. 

Si  nous  posons 

8 
(0  ;       y. 

nous  en  lirons 

-••ii    3       f/7.         soil    P  =  aq, 

en  considérant  le  quotient  '/  comme  un  (acteur  qui,  au  moyen  de  ot, 
doit  nous  donner  3  par  analogie  a\ee  la  inull  iplieal  ion  et  la  division* 
algébriques.  Hamilton  a  choisi  la  première  alternative  et  pose  donc 

li')  p  =  q  a  ; 

(i  es|  donc  mi  facteur  «pu.  en  opérant  sur  x.  produit  (3.  Or  cettfl 
opération  peut  se  faire  en  deux  stages  dont  l'ordre  est  d'ailleurs 
indiffèrent . 

i°  Nous  rendrons  la  longueur  île  a  égale  à  celle  de  Jj,  au  moyen 
d'un  opérateur  évidemment   numérique.  Il  sullit  pour  cela  de  mulli- 
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Il  5 


plier  le  module  il»'  a  par  le  rapporl  des  modules  de  rt  el  dey.  Cel 
opérateur  numérique  riait  appelé  par  Hamilton  le  tenseur  et  indiqué 
par  la  caractéristique  T.  Nous  L'appellerons  module  ou  teneur  el 
l'indiquerons  par  la  même  caractéristique  initiale  du  moi  teneur.  On 


aura  ainsi 
(a) 


'r  o 

1  la 


:>.°  Il  nous  restera  maintenant  à  faire  tourner  le  vecteur  a  dans  le 
plan  (le  a  cl  (3  de  manière  à  l'amener  dan>^  la  direction  de  [j,  ce  que 
nous  pouvons  toujours  obtenir  au  moyen  d'une  rotation  comprise 
entre  o  et  -.  Cette  rotation  sera  obtenue  au  moyen  d'un  opérateur 
qu'IIamillon  appelle  verseur  et  auquel  il  donne  la  caractéristique  l  . 
(  )n  a  ainsi 

(3)  q  =  TqVq 

ou  bien,  puisque  l'ordre  des  opérations  est  évidemment  indifférent, 

(3)  g=\]qTq. 

Or  nous  avons  trouvé  [n°  55,  (3  )] 

q  =  Sq-+-\q  =  —  (cosô  -+-  esinô), 
et  nous  as ons  d'ailleurs 

nous  devons  donc  avoir 

(4)  Ugr  =  cosô -t- s  sinO. 

Il  est  facile,  en  effet,  de  vérifier  qu'il  en  est  bien  ainsi.  Considérons; 
en   effet  (fig-  24),  les  deux  vecteurs   unitaires  OA  =  a0  et   OB  =  fi0 

Fie.  a4. 


P     A 


el  ^>ii   0  l'angle  de  leurs  directions  I  compris  entre  o  <i  7t).  (  )n  sait 
que  e  est  alors  un  vecteur  unité  perpendiculaire  au  plan    \<)Hei  tel 

L.  S 


I  l4  CHAPITRE    V. 

(jue  la  rotation  de  OA  vers  OH  soil  positive.   Dans  Le  <;is  de  la  figure, 
i  sérail  donc  dirigé  au-dessus  de  ht  feuille.  (  h  uous  avons 

30=  OB  =  OP  -+-  PB  =  cos0.a0-+-sïne.80o, 

comme  on  le  voit  en  faisant  le  produit  sa0,  qui  donne  OC. 
D'où 

p0=  (cos6  —  t  sin6)a0, 

et  par  suite 

B  =  TgrfcosO  -h  e  sin8)a. 

(  )n  \oit  donc  que  l'opérateur 

\]  q  =  cosô  —  e  sin0, 

agissant  sur  un  vecteur  perpendiculaire  à  e,  fait  tourner  ce  Vecteur 
dans  le  sens  direct  de  l'angle  H.  D'où  le  nom  de  verseur  donne  à  cet 
opérateur. 

Il  q  s'appelle  le  module  du  quaternion  et  h  son  angle. 

Le  vecteur  unité  t  s'appelle  Y  axe  du  quaternion. 

Le  plan  V^OB  des  deux  vecteurs  a  et  3  s'appelle  plan  du  quater- 
nion. 

Il  est  clair  que  l'opérateur 

cosG  —  i  sinO 

opère  dans  les  mêmes  conditions  une  rotation  de  l'angle  — H  sur  le 
vecteur  a,  c'est-à-dire  une  rotation  H  dans  le  sens  négatif  par  rap- 
port à  £. 

I  n  verseur  s'appelle  aussi  quelquefois  quaternion  unitaire  (tarée 

que  son  module  e>t  égal  à  l'unité.  Si  8  =  -i  le  verseur  se  réduit  à  :. 

I  n  vecteur  unité  est  donc  un  quaternion  unitaire  dont   l'axe  est  ce 

vecteur  lui-même  et  dont  l'angle  est  -■ 

a 

57.  Notation  exponentielle.  Rotation  conique.        Si  nous  opérons 
une  deuxième  lois  sur  le  vecteur  OB  par  le  verseur 

U  q  =  cosO  -+-  î  sinO, 

il  est  clair  que  le  résultat  obtenu  sera  un  vecteur  OB'  représentant 
OA  après  une  rotation  de  l'angle  2O  autour  de  1.  Mais  celle  rotation 
peut  s'obtenir  directement  au  moyen  du  verseur 

COS2Q  -t-  e  sin  >'). 
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on  a  donc 

cos-i8  -l-  ssiny.O  =  (cosô  H-  z  sinO)  (cos8  -+-  e  sin6)  =  (cosO  —  z  sinO  f 

el  généralement,  m  m  esl  un  entier  positif . 

i  i  )  cosmO  -+-  s  sin/uO  =  (cosO  -4-  £  sin8)'". 

Cette  formule  est  évidemmenl  exacte  pour  m  entier  el  négatif,  les 
rotations  a\  anl  alors  lieu  en  sens  inverse.  Si  nous  posons  alors  comme 
en  algèbre 

/'  i 

1  cosO  -f-  z  sin6;'/  =  [(cosfl  -f-  z  sinO  )P]1, 

on  étendra  cette  équation  à  une  valeur  quelconque  réelle  <le  m  au 
moyen  des  raisonnements  connus.  Cest  une  généralisation  de  la  for- 
mule de  Moivre. 

Supposons  que  nous  opérions  successivement  sur  un  vecteur  x  par 
« I «mi x  \erseurs  ayant  même  axe,  mais  des  angles  différents,  0  el  s.  Le 
résultai  de  l'opération  sera 

1  cosç  -f-  z  sino)  (cosô  -f-  z  siu8)a. 
c'est-à-dire 

[cos(o  -f-  6j  -+-  s  sin(o  -+-  6)]  a, 

il  après  la  définition  du  verseur  et  ainsi  d'ailleurs  que  lé  montrerai! 
le  calcul  direct.  Si  donc  nous  posons 

cos6  -+-£sinO  =/(0), 

nous  voyons  que  la  fonction  f  jouit  de  la  propriété  caractéristique 

de  la  fonction  exponentielle 

/(<?'-+- 6)  =/(<?)/(  8). 

L'ordre  «les  opérations  est  indifférent.  (Il  ne  le  serait  pas  si  les 
axes  des  verseurs  étaient  différents,.)  Ceci  a  suggéré  à  Hamilton  I  idée 
de  poser 

(  ■>.)  cos6  -4-  £  sin  0  =  zf\ 

expression  où  Kangle  droit  doit  être  pris  comme  unité  de  manière 
Bue,  pour  9  =  1.  le  premier  membre  se  réduise  bien  à  :.    (  )n   a   alors 

I)  cos8  —  esin6  =  e-0. 

Si  0  s'exprime  en  parties  du  rayon  (mesure  trigonomé trique  ordt 
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uaire),  sa  mesure  en  angles  droits  sera  donnée  par 

-  28 

0  =  ni  —  ou  m  =  —  » 

2  ~ 

on  peu!  alors  écrire 

(4)  £'"  =  cosm i-  e  sinm  —  ■ 

2  2 

L'opérateur  1'"  l'ail  donc  tourner  1<-  vecteur  y. perpendiculaire  à  1 
«le  l'angle  m  -  dans  Le  sens  direct.  On  a  <-\  iderament 

1  -'"  =  cos/n  —  —  e  sinm  — j 
2  2 

<i  par  suite 

(5)  E'»ot  =  ae-'«; 

on  en  déduit 

e'"  y.z~'"  =  1'-'"  1 

c'est-à-dire  (Tue  l'opérateur 

(6)  e'"(     )e-'" 

taii  tourner  un  vecteur  v.  perpendiculaire  à  son  axe:  <!<•  l'angle 
1  ni  —  dans  !<•  -en-  positif. 

Cel  opérateur  appliqué  à  un  vecteur  parallèle  à  L  axe  z  donne 

l'"  I  E  I  E~ '"  =  E'"-1"  •  £  — '"  =   3. 

c'est-à-dire  quV/  «e  le  modifie  pas. 

Or  un  vecteur  quelconque  pouvanl  se.  décomposer  en  deux  com- 
posantes, I  nue  parallèle  à  1  axe  el  I  autre  perpendiculaire  à  1  axe,  on 
voil   que    l'opérateur  (6),   appliqué  à  un    vecteur   quelconque,    tait 

tourner  sa  composante   perpendiculaire  â  1  <!<•  l'angle  2  m  -  ou   >.m 

droits  dans  le  sens  direct,  sans  modifier  la  composante  parallèle  à 
l  axe.  Le  résultai  de  l'opération  ésl  donc  une  rot4tioh  conique  de 
■>.m  droits  autour  de  l'axe,   il  «m   la   proposition   très  importante  qui 

suit  : 

Uopérateur  1'"  (.)  s  m  fait  tourna-  un  recteur  quelconque  de 
uni  angles  <Iit>its  (dans  le  sens  direcl  si  m  >><>.  en  sens  rétrograde 
si  ///  <  0  1  coniquement  autour  de  l  axe  z. 

<  )n  peul  prévoir  I  importance  considérable  que  prend  <'n  (  îinéma- 
tique  un  tel  opérateur  donl  la  forme  permel   de  résoudre,  pour  ainsi 
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dire  automatiquement,  un  grand  aombre  de  questions  relatives  aux 
rotations,  étanl  donné  qu'il  n  \  entre  que  les  éléments  mêmes  du 
problème,  c'est-à-dire  I  axe  de  l;i  rotation  ci  sa  grandeur.  Nmh  m 
donnons  plus  loin  quelques  exemples.  (  Voir  n"  7(5  el  suivants.) 

<")8.  Quaternion  conjugué.        Soil  le  quaternion 

q  =  S<7-^  \'q. 

Hamilton  appelle  quaternion  conjugué  de  '/.  le  quaternion  qui  m 
même  scalar  el  vecteur  de  signe  contraire.  Il  le  désigne  par  la  nota- 
tion K  q 

(i)  Kq=Sq  —  Vq. 

(  )n  a  la  relation 
{•}.)  qKq  =  Kq  q  =  Tiq, 

car  soil 

q  =  T </(cosO  -+-  z  sin  0  ), 

mi  aura 

Kq  =  Ty(cos6  —  e  sinO  ). 

d'où,  par  multiplication,  la  relation  (2). 
On  voit  que 

(3)  KUq  =  UKq. 

Les  produits  a.  S  et  [3. a  sont  conjugués,  car  dans  !<■  deuxième  pro- 
duit le  sens  de  l'angle   H  |  pu  plutôl  du  vecteur  z  |  change  : 

(4)  K(a.-P)=p.«. 
(  )u  tire  di'  <  1  1 

5  KWq  =  q         ou  symboliquement         K2  =  ï. 

L'équation  <  2  i  peut  aussi  s'écrire 

i  6)  S*  9  —  V-'v  =  T*q 

pu,  s\  mboliquemenl . 

(7)  '    (S-f-V).S  —  V)  =  T* 

Par  1  \  )  on  obtient 

S*«p  —  V*ap  =  ««p», 

formule  sou\  enl  employée. 

Le  conjugué  d'un  scalar  est  ce  scalar  lui-même. 
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Le  conjugué  d'un   vecteur  <••>[   ce  recteur  changé  de  signe  ou, 
s\  mboliquemenl . 

(9)  KS  =  S,         KV=  —  V. 

o9.  Quaternions  réciproques.     -   Le  réciproque  d  un  quaternion  q 
esl  le  quaternion  q'  qui  satisfail  à  la  relation 

qq'=q'q  =  '• 

On  le  désigne  par  la   notation  q   '.   On   verrail   comme  pour  1<j» 
vecteurs  réciproques  que  l'on  a 

\  ?<,-'= 4- 

(  Ur'=  (If/)-'. 
q  =  Ty(°cosD  -+-  z  sinO), 

g—1  —  — —  (cosO  —  z  sinô  ). 
Tg 


**—*£-■ 

p? 


(Kg)-»=  -f-  =  Kgr-i. 
1 2</ 

Le  conjugué  du   réciproque  est  égal  au  réciproque   du   con- 
jugué. 

On  remarquera  également  les  formules  : 

Sq  =  Lfq  +  Kq), 

Vf/  =  -2(r/  —  K<?)- 

En  particulier,  on  a 

S^=-iaï-;ia)     (»'), 
\  xB  =  -(aS  —  8a). 

2 


(I) 

s 

i  Ton  ;i 

on  ; 

lira 

On 

en  déd 

■  lit 

1  2  1 

On 

a  aussi 

(3) 

(')    Nous    .i\"ii-     supprimé     ici     le    point   de    I < •    multiplication    quaternionienni 
n    54,  Remarque  II  i.  ce  <|ui  ne  présente  évidemment  aucune  ambiguïté. 
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En  résumé,  les  symboles  propres  au  calcul  des  quaternions  sonl 
S,  V,  T,  l  ,  k.  Dans  le  cas  de  deux  vecteurs  el  lorsque  le  quaternion 
a.'j  n'intervient  pas,  on  pourra  souvenl  écrire  par  abréviation  a  (3  au 
lieu  de  Sa  j  et  a  x  [3  au  lieu  de  Va{3  (Gibbs).-  De  même,  nous  em- 
ploierons rarement  le  symbole  T  appliqué  à  un  vecteur,  en  rempla- 
çant Ta  para.  Nous  avons  dit  également  (n°  17)  que  pour  simplifier 
l'écriture,  nous  écrirons  ordinairement,  pour  le  cas  d'un  vecleu/-, 
a0  au  lieu  de  la.  De  même,  nous  aurons  généralement  intérêt  à  rem- 
placer K  a  par  l'expression  effective  — a  (n°  58).  Les  notations  sont 
ainsi  notablement  simplifiées  dans  le  cas  très  fréquent  où  l'on  ne  con- 
sidère que  des  produits  de  deux  vecteurs  au  plus. 

II  con\  lent  d'ajouter  que 

f    —  a  est  le  conjugué  du  vecteur  a  (ou  Ka), 

(N)  a2  a 

/  a^1  = = est  le  réciproque  du  vecteur  a  ( ou  a-1  ). 

{  .a'2  a 

60.   Représentation    géométrique.  On    doit    à    Hamilton    une 

représentation  géométrique  très  simple  du  quaternion  qui  met  en 
évidence  la  plupart  de  ses  propriétés. 

Un  quaternion  </  peut  toujours  se  mettre  sous  forme  du  quotient 
de  deux  vecteurs,  carie  quaternion  a.  [3  se  ramène  au  quotient  a  :  rp  "' . 
Nous  pouvons  supposer  que  les  deux  vecteurs  ont  même  module,  el 
même  sont  unitaires,  car  la  suppression  des  modules  ne  fait  inter- 
venir qu'un  facteur  numérique  toujours  facile  à  rétablir  ensuite. 
Considérons  doue  le  quaternion  (  fig.  a5  » 

AD  

q  =  ^—         où         OA  =  OB  =  i. 

'         OA 

Soient  A  et  B  les  points  de  la  sphère  unité  de  centre  ()  où  ces  vec- 
teurs percent  la  sphère.  Les  points  A.  et  B  déterminent  sur  la  sphère 
un  grand  cercle  que  nous  pouvons  regarder  comme  le  plan  du  qua- 
ternion  q.  D'autre  part,  l'arc  AB  pris  avec  son  signe  sur  ce  cercle 
dans  le  sens  de  description  de  l'angle  ()  et  à  partir  d'une  origine 
quelconque  prise  sur  le  cercle  détermine  sans  ambiguïté  la  position 
relative  des  deux  vecteurs  OB  et  OA,  c'est-à-dire  le  quaternion  q. 
Nous  pourrons  alors  dire  que  cet  are  représente  le  quaternion  q  et 
nous  écrirons  symboliquement 

q  =  ,y\B         (r/  =  arcAB). 
Soit  maintenant  q'  un  autre  quaternion    unitaire.   Nous   pouvons  taire 
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tourner  g   el    q'   dans   leurs    plans  de  manière  qu'ils  prennent  le 


0  B        O  A 

formes—  .1—, 


Nous  avons  alors  [n°  oo.  (4)1 

.Mais  l'arc  CB  n'est  autre  chose  que  la  somme  sphérique  des  arcî 
C  V  et  CB,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


(0 


;'   gq'=r   ?'-A?  =  CB. 


L'arc  représentatif  d'un  produit  de  quaternion  esl  égal  à  la  somme 

des  arcs  représentatifs  des  facteurs  pris  en  ordre  inverse. 

Or  V addition  sphérique  n'est  pas  commutalive.  car  pour  obtenir 
la  somme 

0  q  •+■  C\  q\ 

(jui  représenterait  f\q'.q,  nous  devons  faire  tourner  q  et  </'  dans  leur 
|ilan  de  manière  que  (  )\  soit  encore  le  vecteur  moyen,  ce  qui  donne 

q'q  =  A'B'-t-  B'A"=-  A  A" 

(jui  sera  en  général  différent  de  CB  en  plan  et  en  grandeur. 

Les  propriétés  des  quaternions  apparaissent  très  facilement  au 
moyen  de  cette  représentât  ion  très  simple,  \insj.  pour  que  le  produit 
soit  commutatif,  il  faut  (mais  il  ne  suffit  pas  »  que  qq'  el  q'q  soient 
dans   le  même  plan  el  il  faut  pour  cela  que    V  suit  dans  le  plan    BCj 
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mais  alors  \\\  esl  droil  et  V  se  confond  avec  B.  Il  faudra,  de  plus. 
que  V  soit  dans  ce  même  plan.  Donc  V  viendra  en  Ct  el  GA  sera 
droit.  Mais  alors  le  produit  qq'  devient  CB  et  q'q  =  BtC,  =CB.  Il 
n'est  p;i-  commutatif  et  ne  fait  que  changer  de  signe.  Cela  esl 
d'accord  avec  les  principes  connus,  car  dans  ce  cas  VB  représente 
le  vecteur  (  K  1  el  CA  !»•  vecteur  ()B.  Le  produit  y/'  représente 
CB  =  \  ecteur  ()  \.  et  le  produit  y  y  =  B,  C,  =  vecteur  OA. 

Le  produil  sera  commutatif  seulement  dans  le  cas  où  les  plans 
AB  el  BC  sont  confondus.  L'addition  sphérique  se  réduit  alors  à 
une  addition  algébrique  d'arcs  de  cercle  qui  est  commutative.  Donc  : 

La  multiplication  des  quaternions  est  commutative  quand  ils 
sont  coplanaires  et  seulement  dans  ce  cas. 

.    ,  OB  ,  ,        OA' 

Le  conjugue  du  quaternion  q  =  — r-  est  le  quatermon  q  =  -— —  et 

Ton  ;i 

/OR   OA'\        ^   in        .    .  .  , 

d'où 

OA 

(  )n  ;i,  d'autre  part , 

K(qg')  =  BC  =  BA  -+-  AG  =  A  Kg  -h  Kgr'  =  f\  (k^'k?;. 

Le  conjugué  du  produit  est  égal  au  produit  des  conjugués  pris 
en  ordre  inverse.  (Les  modules  n'interviennent  pas.) 

On  verrait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  que  : 

Le  réciproque  du  produit  est  égal  au  produit  des  réciproques 
pris  en  ordre  inverse. 

(Les  modules  n'interviennent  pas  non  plus,  car  ils  disparaissent 
des  deux  membres.  | 

Les  propositions  précédentes  sont  vraies  pour  les  vecteurs  qui 
•-ont  un  c;is  particulier  des  quaternions. 

6i.  Note  sur  les  bases  du  calcul  des  quaternions.  -  Hamilton  n'a 
p.is  introduit  lu  notion  du  quaternion  en  cherchant  à  déterminer  le 
produil  de  deux  vecteurs,  mais  leur  quotient. 

Posant  -  =  </,  l'opération  «le  la  division  de  deux  \ ecteurs  ayant  un 

sens  non  encore  défini,  il  se  demande  quel  sens  on  peul  attribuera 
une  telle  éauation. 
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Pour  cela  il  remarque  que,  dans  l'algèbre  ordinaire,  de  l'équation 


b 

—  =  //.  on  I  in 


b  =  qa 


et  que  dans  la  théorie  de  l'addition  des  vecteurs  il  a  été  montré  que 
-i  [3  et  a  son!  deux  vecteurs  parallèles,  on  peut  poser 


cl,  par  extension  de  la  définition  de  la  division, 


où  x,  c'est-à-dire  le  quotient,  esl  un  nombre  qui,  multipliant  le 
diviseur,  reproduit  le  dividende,  et  qui  dépend  non  seulement  de  la 
grandeur  relative  de  a  et  (3,  mais  encore  de  leur  direction  relative,  ici 
égale  ou  opposée,  en  ce  que  ce  nombres  esl  ^>  o  dans  le  premier  cas 
et  <C  o  dans  le  second. 

Partant  de  cette  remarque,  il  se  trouve  porté  à  admettre  que  le 
quotient  q  devra  être  ni\  facteur  qui,  agissant  sur  a,  reproduit  {3,  et 
qui,  par  conséquent,  d'après  l'analogie  avec  le  cas  simple  précédent, 
de\  ra  dépendre,  non  seulement  des  grandeurs  relatives  de  ,3  et  a, 
mais  encore  de  leur  angle.  Mais  cet  élément  q  ne  peut  dépendre  seu- 
lement de  cet  angle:  sinon,  ainsi  que  le  remarque  Hamilton,  le 
même  facteur  multipliant  un  vecteur  a  donnerait  la  même  expression 
pour  tous  les  vecteurs  formant  avec  a  un  cône  de  révolution  avant 
comme  angle  au  sommet  le  double  de  cet  angle.  Conclusion  qui  est 
en  contradiction  avec  la  définition  du  vecteur,  laquelle  exige  que 
toutes  les  génératrices  de  ce  cône  aient  des  expressions  différentes. 

Nous  arriverons  à  ce  résultat  en  Introduisant  dans  le  facteur  q  non 
seulement  1 angle  des  deux  vecteurs,  mais  les  éléments  qui  déter- 
minent leur  plan,  c'est-à-dire  l'orientation  du  plan  diamétral  du 
cône  précédent  qui  les  contient.  Cette  orientation  sera  déterminée 
par  les  deux  coordonnées  nécessaires  pour  déterminer  la  direction 
de  la  normale  à  ce  plan,  ce  qui,  avec  le  rapport  numérique  des  lon- 
gueurs des  vecteurs  et.  leur  angle,  montre  que,  suivant  ces  concep- 
tions, le  rapport  °  ou  le  fadeur  q  doit  dépendre   de  quatre  (déments 

numériques.  Il  faudra,  de  plus,  admettre  une  lois  pour  toutes  un 
sens  détermine  pour  les  angles. 

M, lis    on    remarquera    que    le    l'acteur   q    ainsi    défini    sera    le   même 
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lorsque  l'angle  formé  par  tx  el  j3  tournera  dans  son  plan  autour  de 
miii  sommel  en  conservanl  La  même  grandeur.  En  particulier,  dans 
un  plan  donne,  l<-  rapporl  de  deux  vecteurs  unités  rectangulaires 
entre  eus  sera  le  même  quels  <[u<'  soient  ces  vecteurs,  el  l'on  aura,  par 
conséquent  i  fig.  26  >. 


<)B  _  O  V 
ÔÂ  ~    OH ' 


(I  où,  par  m  h  h  iplication, 


OA'  OB        OA' 


=  —  1, 


c  est-a-dire 


OB   OA        OA 
en  désignant  par  i  el  /  1rs  vecteurs  unitaires  OA  el  OB. 


Mais  la  position  «lu  plan  QAB  est  complètement  définie  par  le 
vecteur  /,.  unité  perpendiculaire  à  ce  plan  et  dirigé  dans  ym  sens  tel 
que  la  rotation  soit,  par  exemple,  positive  de  OV  vers  OB  par  rap- 
port à  k.  (Ire i  suggère  de  poser 


4  =  k, 
1 


Lue  opération  analogue  fournirai!  les  équations 

i1  =  —  1 ,        J*  =  —  1 , 
k  =  ij,  i  =  y'/ . 

1)  autre  part,  on  aura,  en  suivanl  ces  principes, 

i  _  OA 

y  ~ 

d'où 


j        OB 


=  -*, 
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«I  finalement,  par  conséquent, 

ï»  =  y»  =  **=-i, 

i  = .//.  =  —  */, 
j  =  Art  =  —  ik, 
k  =  ij'  =  —  ji, 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  l'équation  [A],  i  Voir  Eléments,  101  et 
siii\  ;ui|s.  i 

Il  faudrait  bien  se  garder  de  croire,  d'ailleurs,  que  c'est  sur  des 
bases  aussi  peu  assurées  que  le  maître  a  établi  sa  méthode.  Elles  ne 
servent,  dans  sa  pensée,  et  c'est  ainsi  qu'il  faut  les  concevoir,  qu'à 
donner  une  illustration  de  la  suite  des  idées  qui  ont  conduit  l'inven- 
teur à  prévoir  qu'il  aurait  affaire  avec  certaines  données  nouvelles, 
telles  que  celle  de  la  non-commutativité  delà  multiplication  et  une 
interprétation  réelle  de  l'imaginaire  y  —  i,  dans  un  sens  tout  à  fait 
différent  de  celui  qui  lui  était  jusque-là  attribué.  L'inventeur  des 
quaternions  expose  d'ailleurs  dans  la  Préface  des  Lectures  l'historique 
du  développement  de  ses  idées,  qui  est  en  réalité  fort  différent  de 
celui  que  nous  venons  d'indiquer  d'après  les  Eléments,  et  qui  se 
rapporte  plutôt  à  une  >éne  de  méditations  sur  les  principes  de  l'al- 
gèbre.  La  lecture  de  cette  Préface  est  très  attachante,  d'autant  que 
l'auteur,  avec  une  rare  impartialité,  fait  à  chacun  de  ses  devanciers, 
dans  la  Mue  nouvelle  qu'il  entreprend  de  tracer,  la  part  qui  lui  est 

due. 
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PRODUITS  OE  PLUS  DE  DEUX  VECTEURS. 
F<  ) KMU LES  GÉNÉRALES. 


(32.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  1rs  formules  générales 
du  Calcul,  de  manière  à  pouvoir  nous  passer  généralement  de  l;i 
représentation  cartésienne  qui  nous  a  servi  jusqu'ici  pour  établir  les 
formules. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  :  La  multiplica- 
tion des  qaalernions  est  associative  et  distributive. 

C'est-à-dire  que  si  jy,  r/:  r  sont  trois  quaternions  quelconques  (qui 
peuvent  èlre  des  vecteurs),  on  a 

(P'J  )'■  =  /'(  qr)  =pr/r, 
p(q  +r)  =  pq  +~pr. 

Cette  proposition  résulte  pour  les  quaternions  de  ce  qu'elle  existe 
pour  les  unités  i.  /,  j\  k  du  système.  Il  suffit  de  montrer  que  les 
équations  précédentes  ont  lieu  en  posant  : 

p  =  w  -+-  ni  ■+■  bj  -+-  c/c, 
<l  =  w'  -+-  ai  -t-  b'J  -+-  '•'/,, 
/•  =  w"  -+-  a"  i  -h  b"  j  -+-  c"  k, 

ce  ipn  se  montre  immédiatement. 

On  peut  aussi  démontrer  la  première  propriété  directement  au 
moyen  de  la  représentation  géométrique  du  Chapitre  précédent;  on  a 

\p( '/'■)]  =  f\(qr)  -t-      p  =C\  r-+-P\  q-hC\p, 
el  de  même 

H  [(/"/Kl  =Ar  +  A(/>?)  =  n  r  +  Aî  +  A/»- 

Hamilton  a  d'ailleurs  donné  plusieurs  autres  démonstrations  de 
ce  principe  (  E,  212,  223,  269,  272  ». 


I  26  CHAPITRE    VI. 

63.  Deux  formules  fondamentales.  — (  )n  a  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Le  scalar  d'un  produit  de  trois  vecteurs  ne  dépend  que  de 
I  ordre  cyclique  des  termes  et  change  de  signe  quand  on  change 
cet  ordre. 


11.    On  a  la  formule 


VapY  =  VYp«. 


Ces  formules  se  démontrent  facilement  à  L'aide  de  la  représentation 
géométrique  du  Chapitre  précédent.   La  démonstration  analytique  a 
l'avantage  de  fournir  la  valeur  de  Sa(3v  souvent  utile. 
Soïenl  trois  \  ecteurs 

a  =  xi  —  rj  -^-  z/c, 
fi  =  x'i  -+-y'j  ■+-  z' k, 
Y  =  x"  i  -+-  y" '  j  -+-  z"  k. 

Remarquons  que  L'on  a 

SapY  =  Sa(SpT-t-  VéBT)  =  SaSpy-h  SaV.i-;. 

Le  premier  terme  est  nul,  car  S.jâ'v  étant  un  nombre,  il  s'écrit 

Spy.Sa. 

Or  Sa  =  o,  puisque  le  scalar  d'un  vecteur  esl  nul.  (  )n  a  doue 

S«Py  =  S«A  fp-; 

ou  bien,  en  remplaçant  \  (3v  par  sa  valeur  [n"  ,">i  i  >.  )]. 

i     j      k 


*  Py  = 


x     y 

x"    y" 


on  a,    d'après  la  formule  qui   donne  le  scalar  d'un  produit  de  deux 
facteurs, 

S  a  fi  y  =  —  x(y' z"  —  y" z')  —  y(z'x" —  x' z")  — z(  se' y"-  —  y'  x") 


(0 


S  apv  =  — 


x      y      z 

x'    y'     z 

■>■"   y"    -" 


formule  très  importante  qui  montre  que 

(  2)  S  ap-y  =  S  Py«  -=  S  y«P  =  —  S  fa  =  —  S  *YP  ="—  S  yP*. 
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La  deuxième  formule  peut  -.<•  démontrer  comme  il  suit.  On  a 

Y  ai-;  -  YTiz  =  V(apY  —  -;Jla  ). 

Décomposons  a. [3  en  ses  parties  scalaire  h  vectorielle,  on  a 

V(Sa3  -+-  Va!i)y  —  V-;(Sa3  —  Ya3) 
=  yS«P  H-  Via  x  P)Y  —  YS"P  —  vï-<  *    <  P)- 

I  .<■  première!  le  troisième  terme  s'annulent;  le  quatrième  terme  esl 
égal  au  deuxième  changé  <!<■  signe,  puisque  ce  sont  des  produits  vec- 
toriels de  v  et  île  \  a|ii  (c'est-à-dire  <le  deux  vecteurs)  pris  en  ordre 
inverse.  Donc  finalement 

(  3)  Va3T  —  Yypa  =  0         ou         VaBy  =  VyP«. 

Remarques.  —  I.  L'équation 

(4)  SapY  =  o 

exprime  que  les  trois  vecteurs  a,  (3,  v  sont  coplanaires,  car  on  peut 
l'écrire  (  t'o/V  supra  i 

Sa  V  Py  =  ° 

et  elle  montre  alors  que  V  [3y  esl  perpendiculaire  à  7..  c'est-à-dire  que 
y.  es|  parallèle  au  plan  de  j3  et  y. 

II.  On  peut  écrire  indifféremment 

SapY=  SaVpY  =  SY  V^=  S(Va3).y  =  Sy(a  x?).... 

64.   Formule  de  double  produit  vectoriel.         La  formule  suivante 
est  d'un  emploi  continuel.  On  a 

(i)  VaVpY  =  YSap  —  PSaY- 

(  )u  a  en  ellèt 

2V«V  Py  =  V»(  Py  —  ïP  )  =  V  %fa  —  VaïP- 

Remplaçons  a[3  el  fây  par  la  somme  de  leur  scalar  et  <lc  leur  vecteur  : 
On  aura 

aVaVpY  =  YSat?-+-  V.Vap.Y  —  pSetY  —  \  .  \  zy.i: 

ajoutons  el  retranchons  ^Sav,  il  vient 

=  2('y  S  ai  —  p  S  a7  )  -+-  V.  V  ai .  •;  -+-  3  S  ay  —  V .  V  ay .  p  -  -;  S  a3, 

mais  on  a 

p  S,«Y  -  V.  V  a-;  •  p  =  Y  3 .  (  S  ay  -f-  V  ay  )  -  V  3a-; 


vî8 

et  de  même 
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-,'SaS—  V.Vap.Y=  Vy<  S*3-+-  \  «p)  =VYap. 


La  somme  des  quatre  derniers  termes  esl  donc  nulle  et  la  formule  esl 
démontrée. 

A.  —  Formules  générales. 

65.  De  cette  formule  découlent  un  grand  nombre  d'autres  formules 
dont  nous  citerons  les  principales,  surtout  à  titre  d'exercice.  Les  plus 
utiles  sont  celles  <[in  sonl  indiquées  sous  les  n"~  (j  i.  |  \  \.  |  -  |.  On  a 

(i)  V«Py  =  Vx(SPy  ■+-  VPy)  =  xSPy—  Ps*y-4-ys*P; 

d'où,  par  permutation, 

(  2  )  V  -y.  V  Py  +  V  P  V  y«  +  V  y  V  otp  =  o. 

La  somme 

a.VpY-f-  p.VYa-f-Y-Vap 

est  donc  un  scalar,  puisque  son  vecteur  esl  nul.  Or,  les  scalars  des 
trois  termes  sonl  égaux  (63);  on  a  donc 

(  3  )  a.  V  pY  +  p.  V  va  +  y  .  Vap  =  3  S  «  %■-. 

On  a  s(ni\»'ui  ;i  considérer  les  expressions 


SVapVYO     et     V.V«pV"YO. 
SVapVYo  =  S«VpVYo  =  Sa(8S  2-;  -  -/>  p8  .. 


On  a 

d  où 

(4;  SVap.VYS  =  SaoSPv  —  Sr;S  po. 

On  a  de  même 

V.Va3VVo  =  SSVap.Y    --;S\ rap.o 
ou 

i  5)  V.VapVYS  =  BSapY-  V^aSo. 

On  irou\ erail  de  même 

(6)  V.VapVYS  =  aS3-;o  -  ;iSr;o. 

En  particulier,  si  [3  --_--•'.  en  remplaçant  o  par  y,  on  a 

(7)  V.V«PVPy=— pSapY. 

Dans  le  Chapitre  actuel  el   dans   [es  exercices  qui  suivent,  nous 
employons  exclusivement  les  notations  S  el  \   d'Hamilton  pour  | > i< •- 


66.    PRODUITS    DE    l'LUS    DE    DEUX    VECTEURS.    FORMULES   GÉNÉRALES.  12g 

venir  toute  espèce  <!<•  faussé  interprétation.  Mais  nous  ferons  ensuite 
largement  usage  des  signes  simplifiés,  parce  que  nous  n  aurons  géné- 
ralement que  deux  vecteurs  <'n  présence. 

66.  Systèmes  réciproques.  -  Soienl  a,  jii,  y  trois  vecteurs  non 
coplanaires.  Nous  appelons  système  réciproque  du  système  a,  [3,  y 
le  s\si<''mr  des  trois  vecteurs  définis  par  les  équations 

m  *'-_-Xi±L         Qj  -'     v?g  ■/  -      VgP 

_        SapY  'J  ~         Sa^Y  '    "  SaBy 

Il  ne  faul  pas  confondre  le  système  réciproque  des  vecteurs,  a,  [j,  y 
avec  les  vecteurs  réciproques  a-1,  [i_1,  y-1. 

Réciproquement^  a,  [i,  y  sont  réciproques  de  a',  j J3 ',  y ',  c'est-à-dire 
que  l'on  a 

on  a  en  effet 

V  PY  =  V .  V  ya  V  x(3  S"  2  aSy  =  —  a  S    '  <3y. 

D'autre  part 

S  a'  p'  y'  =  -  SV  Py  V y«  V ap .  S-3  a^, 
or,  on  a 

SVpYVY«Vap=  -  S V 3y . «S a3y  =  —  S2agy. 

D'où 

1  !  >  Sa'p'Y'.Sa^Y  =-+-1, 

un  en  déduit  1  ■>.  1. 

Remarques.     -  I.  Le  système  \  a'3',  \  | j  'y  ',  \  y  'a'  est  Le  réciproque 
du  système  \  ajà,  \  Jjy,  Y  ya  et  réciproquement. 
Le  réciproque  de  Va3  dans  ce  système  est  en  effet 

\  .  Y  3y  V -ça  S -«  Y  a3  V  By  V ya  =  H-  V.  V  3y  \  yx  S   !  a3y  =  \'  a'  3'. 

II.  Le  système  réciproque  du  système  /.  /.  /."  est  le  système  lui- 
même,  car  S  ijk  =  —  1. 

III.  (  )n  ;i  entre  les  systèmes  réciproques  ies  relations 

■   S  1%'  =  S  33'  =  S  yy'  =  —  1  • 

1  I  •    Sa8'==  S3a'  =  Say'  =  ...=  o, 

/   V(aa'-H  S3'-+--;-;'i  =  o. 

Soit  alors  g  un  vecteur  quelconque^   nous  pouvons  le  décomposer 
L.  9 
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suivant  les  trois  directions  non  coplanaires  a.  ri.  y.  Posons  donc 

p  =  oc*  ■+- y$  h-  zy 

Si  nous  multiplions  suceessivemenl  par  a  .  8  .  y  el  que  nous  prenions 
1rs  scalars  du  résultai  [ce  < f n i  s'exprime  en  disant  que  Von  opère 
sur  o  par  Sa',  S{3',  S'y'),  nous  obtenons,  en  tenant  compte  de  |  {), 

Sot'p  =  —  ■'-.         Sp'p=  —  y,         S-;':  = — z. 
D'où  la  formule  importante 

(5)  p  =  —  (aSa'p  -l-  (ÎSp'p  —  YSï'?  '■ 
On  aurait  de  même 

(6)  p  =—  (ft'Sap  H    P'Spp  +  y'S-;?). 

Si  nous  remplaçons  dans  ces  formules  a,  É ri  ,  y  par  Leurs  valeurs,  il 
vient 

( 7 )  p SapY  =  «S  pYP  -i~  P s  Va?  +  Y  s  °#P- 

i  S  )  pSapY  =  VPy  Sap  —  Yy*  Spp  +  VaS  S-;?. 

lui  prenant  y.=  i,  jil  =y,v  =  /r.  on  obtienl 

(9)  P=-iS»p-ySyp  — *S*p. 

Les  formules  |  .">  i  à  (9),  qui  développenl  nu  vecteur  suivant  trois 
directions  non  coplanaires,  sont  d'un  emploi  très  fréquent. 

Nous  ne  développons  pas  les  produits  de  quatre  vecteurs  et  plus 
«nu  ne  donnent  lieu  à  aucune  formule  générale  intéressante.  Il  sera 
toujours  facile  de  les  obtenir  d'après  les  règles  invariables  qui  pré- 
cèdenl . 

B.  —  Exercices  de  calcul. 
()7.     Il  impolie  que    le   lecteur   se   1;:  ni  il  la  lise    a\ee    les    formuler  qui 

précèdenl  en  les  appliquant  à  des  exercices  de  (.aïeul  pratique.  Nous 
eu  donnons  ci-dessous  un  certain  nombre,  choisis  parmi  les  plus 
caractéristiques,  sans  toutefois  développer  complètement  les  calculs 
que  !<■  lecteur  devra  achever  avec  soin.  I  u  certain  nombre  de  ces 
exercices  sont  empruntés  aux  Lee  litre  s  el  aux  Eléments.  D'autres  sont 
relevés  dans  l'excellent  ouvrage  de  Tait,  Traité  élémentaire  dés 
quatern ions,  traduction  de  M.  (i.  Plarr  |  '  \t 

(')   Paris,  3  volumes,  Gauthier-Villars,  1882-1884. 
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I-    Tirer  p  de  l'équation 

sjp8  =  v, 

On  utilise  la  propriété  des  réciproques.  Opérant  par  7.-',  <„,  a 

or^a.pfl  =  a-i-;  ou  p^  =  «-«-', 


lil 


|  ni  1 


^;;->  =  a-iYii-i        ou       p  =  a-'7i 


f°"  la  rè&le:   Pour  *»»■«■  Passer  un  facteur  d> un  membre  dans 
l  autre,  on  le  mel  à  droite  s'il  était  à  droite,  à  gauche  s'il  était  à 
gauche,   et   on  le  remplace  par  son  réciproque.  Il  fan!  avoir  soin 
<l  opérer  successivement  sans  interversion  de  facteurs. 
Vinsi  rie 

a3poïv;  =  ;, 
on  tirera 

p  =  S-'  2-'^-i--'o-i. 

II.  Résoudre  les  équations  simultanées  suivantes  par  rapport 

Sap  =  «, 
S3p  =6, 

S  y?  =  c 

a.  h.  c  étant  des  scalars  connus. 
On  emploie  fn°60,  (8)]  qui  donne 

p  S  x8v  =  a  V  3 y  —  b  V ya  -4-  c  V  a 3. 

III.  Démontrer  les  identités  suivantes  (Tain  : 

S(a-4-P)(P-t-Y)(Y-+-a)  =  2SapY  développer  le  premier  membre). 

SVeeB  Y  3V  VY«  =  -  S*  aSY     {cf.  n°  66;. 
SV(.«  +  P)(P  +  T)V(P+Y)(Y-»-a)V(Y  +  a)(«  +  p)=_4S««pY. 

SV(V«pvpY)V(VpTVT«)V(VYaV«P)=-S*«^Ino65,(7)]. 
SSeÇ=  —  i6S*apY, 


ou 


3  =  V[V(a  ■+  3)  r.3  4-  y  »  V,  ,3  -  Y  ,  (v  +  a  1 1, 
e  =  V[V(3  +  Y)(YH-a)V(Y-r-a)(«-i  ;  |, 
Ç  =  V[V(ï-+-<x)(<n-B)V(«  4-8..  6  .--v.|. 


I\.  Démontrer  la  formule  (où  a-, p,r  et  a',  p',y  so*t  quelconques) 

SaPY.Sa'8'Y'  =  -- 


Saa!     S  3a'     Sy»' 
S*B'    S  88'    SY8' 

S-r;'      S8y'      S-' 


i  \  > 
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Développer  y.  par  |  n°  6(J,  (8)]  x'Sa^Y  — ^  apSya'-f- . . .  el  opérer 
par  S\  p'v',  puis  développer  les  scalars  des  vecteurs  doubles  par 
K6o,  (4)]. 

Cette  formule  établit  la  formule  de  multiplication  des  détermi- 
nants. 

\  .  Trouver  les  composantes  vectorielles  d'  un  vecteur  «  suivant 
une  direction  ?  et  suivant  la  direction  perpendiculaire  à  v  et 
coplanaire  à  a. 

Soient  OP  la  composante  suivant  a-  et  OQ  suivant  la  perpendicu- 
laire. On  a  (  n°  o3) 


OP  =  —  :0Sa02  =  a  S  a"1  a  =  a-1  Saa  (n°  od), 


on  a  alors 


OQ  =  a  —  OP  =  aT-«i-aSa-'a  =  aVr>a=  or-»  Va*. 

\I.    .S'/   nous   posons    («o    désignant    un    signe   fonctionnel,    t'o//* 

Cliap.   \  i 

tpp  =  a  S  /  p  -+-  fiS  [xp  -+-  -;  S  vp , 

«p'  p  =  X  S  ap  -H  |x  S  {3p  -f-  v  S -('p. 

montrer  que  l'on  a 

S  p.oa  =  Sa.tp'p, 

quels  que  soient  les  vecteurs  ù  et  ?  i  il  suffit  de  faire  la  substitution). 

\  II.  Dans  la  même  hypothèse  et  en  supposant  Sa^vei  S  Xuv  ^é.  o, 

montrer  que  Von  a 

Sœ'cnp' (3<j>'y       S(p'Xtp'fxcp'v 
Sa^y  SXtxv 

e/  ^rue  /a  valeur  de  ces  quotients  est  égale  aussi  à 

SozejspY       S<pX<pfz©v 

S  «s'y      =      SX-xv' 

Calcul  nu  peu  long,  mais  sans  difficulté. 

\  III.    \  érifier  que  la  valeur  de  p  donnée  par  V équation 

p  S  a  S  =  a-'  S  «Y  +  >    '  -s  PY  —  Y 

satisfait  à  /équation  A  aoô  =  v(il  suffit  de  faire  la  subslitutionVj 
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l\.   Montrer  que  si  oc,  jî,  y  sont  coplanaires,  on  a 
g^ô(a  'SaY+  P~»SPy  — Y)  =  a-1Sp-»v+  (3-1  Sa-i- -  yS  or  '  p -'. 

En  effet,  si  y.,  (3,  y  sont  coplanaires,  on  peut  poser 

Y  =  j-a-'  +  j^-'. 

Remplaçons  y  par  s;*  valeur  dans  les  deux  membres  de  la  proposée, 
nous  trouvons  que  les  coefficients  obtenus  pour  a-1  et  S-1  dans  cha- 
cun d'eux  sonl  égaux. 

X.   a,  (J,  y  étant  coplanaires,  exprimer  y  en  fonction  de  a  et  S. 
On  peut  poser 


ara 


jP- 


Opérant  par  Sa  el  S(â,  on  a 


SaY  =  ara»+^Sap, 

SPy  =  a?Sap-f-^p». 

D'où 

*(o»p«— S*ap)  =  p«SflCY— Sap-SpY  =  5V«pvpY  K  65,  Ci)], 
,y(a»P*  -  S^afî  i  =  «aSJiY  —  SaT  Sap  =  SVa(3  VTa 

DU 

XI.    On  /K).SV 

S  œXœacpv 

b  A  JJLV 

S(  AcpjjLCûv  -+-  jjicpvoX  -+-  vœXtpiJi) 

M  1    =    ' ^"T '■ ! , 

C3  K\X't 

S(X(jlcbv  -i-  uvcdX -f-  vXcpu.) 

//?  .1  =   — ^r — '■ ^—-  • 

S  A  [Jtv 

Calculer  ces  quantités  pour  It's  fonctions  suivantes  (où   p  est  la 
variable  à  remplacer  dans  chacune  par  X,  u.,  v  i  : 

(a)  ç  =  VapP, 
en  posant 

X  =  a,         [j.  =  p,         v  =  y  =  un  vecteur  quelconque; 

(b)  cp  =  Vapp, 

en  posant 

X  =  a.         ta  =  p,         v  =  y  =  u«  vecteur  quelconque; 

(.C)  U)  =   V  J.Z. 
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en  posant 

X  =  a,  [jl  =  Yi         v  —  V*Y> 

on  i roiiN era 

(a)  »t  =  a*p*SaS,  m,=-  a*  3»,  /«j  =  —  SaB; 

(6)  m  =  a*BISaB,         m,  =  2  S2aB  ■+-  a2  B2,  m,=  3SaB; 

(c)  m  =  o,  /?2t=  —  a2,  otf=o. 

Par  exemple,  pour  (a),  on  a  à  calculer 

m=  g— j £i  =  — ^   ,.    ', ^-=a232SaB 

8apY  °aPÏ 

XII.    Même  question  avec 

cpp  =  a SXp  h-  SS  [jlo  -4-  y  S  vp. 

Le  calcul  est  un  des  meilleurs  exercices  qui  soient,  car  presque  toutes 
les  formules  y  sont  employées,  on  a 

©À  =  <xXa      -4-  8  S  ajji  -4-  y  ?  Xv , 

cpiji  =  a  S  Xfj.  -+-  B;a2      ■+-  y  S  fiv, 

cpv  =  a  S  Xv  -+-  3  S  ,uv  -4-  yv*. 

D'où 

m  S  X  av  —  S(aX2  -+- . . .  )  (  a  S  Xp  -f-  .=. .  )  (  a  S  Xv  •+- . . .  ) , 

on  trouve 

=  S  a6Y(X2  [jl2  v*  -+-  1  S  Xu  S  |iv  SvX  —  X2  S2  fJN  —  ;jl2  S2  v) *«S»X|Jl), 

or,  on  a 

X2  ;jl2v2  =  XfJiv.vpX  ==  (S  -h  V)(—  S  -f-  V)XfiV  =  (—  S2-4-  V2)X;jlv. 

Développons  A  2Àu.v  par  la  formule 

V  X  jiv  =  X  S  fiv  —  ;j.  S  Xv  -4-  v  S  Xjjl, 
on  trouve 

X2  {jl*  v*  =  —  S'XfJiv  +  X2  S2  |xv  -4-  fx»S*Xv  -4-  v*  S2  Xfi  —  2  S  Xu  S  |jlv  S  vX, 

el  par  suite 

m  =  —  SajiY  SXfiv. 

Pour  le  calcul  de  m,,  on  a 

/njSXjxv  =  SX(aSX;j. -+-  B|Ji2-4-  7  Sjjlv)  (aS  Xv  -4-  BSuv  +yv*)-h... 
=  SX[aQ(SX;jtS|iv  —  fi*SXv) -4- 3v(  fi«v«—  S2.jlv) 
+  Y«(SP  SXv  —  v2SX;jl)]-4-  S  fi[...]  +  Sv  [...]• 
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Le  coefficienl  de  A  s  écril 

—  ap  SVXfi  V  |tv  —  pY  S  V  p  V  ;r/  —  y«  S V  fiv  Y  Xv. 

(  .eux  de  u  el  de  v  sonl 

-  «pSVXfxVvX  — ., ., 
i-a(îSVXfiVXjA— .'.  .. 

Groupanl  les  termes  en  ajî,  ori  trouve       \  àjâSXuv  pour  leur  coeffi- 
cient. „ 
De  même,  on  trouve  pour  les  coefficients  de  Bv  et  "v. 

—  \  jjw  S  X u/     et     —  V  v X  S  X [iv , 
il  où 

m,  =  —  S(V«p  VXu  +  VpTVj«  +  \yj.  VvX). 

(  )n  tioiiN era  ensuite 

S  X  ;j.v  .  m2  =  S  X  jjl  (  a  S  Xv  -+-  (ï  S  jzv  -+-  y  S  v2  )  -h  .  .  . 

=ù  S  a(  VX;jl  S  vX  H-  V  (iy  S  XX  -+-  VvX  S  ,uX  )  -t- . . . 
=  Sa(XSX;jLv)+..., 
<l  où 

/»,  =  S  (aX  -+•  jïut.  -I-  Yv)* 

Nous  pensons  que  le  lecteur  qui  aura  étudié  soigneusement  les 
procédés  employés  dans  ces  transformations  sera- suffisamment  rompu 
;iu\  règles  spéciales  du  Calcul  pour  tt' avoir  plus  à  craindre  d'être 
arrêté  à  ce  sujet  par  une  difficulté  quelconque,  el  que  nous  pouvons 
doue  passer  à  une  autre  question.  , 


CHAPITRE  VU. 

D1FFÉRENTIATI0N  DES  VEGTEUBS. 


<)8.  Considérons  généralemenl  un  quaternion  Q=y(<yi  que  nous 
regardons  comme  une  fonction  d'un  quaternion  variable  g.  Si  nous 
supposons  que  la  \ ariable  subisse  une  variation  très  petite  i  c'est-à-dire 
dont  le  module  est  trè>  petil  I  dq,  nous  appelons  différentielle  de  Q 
hi  limite  de  l'expression 

lorsque  dq  tend  vers  zéro. 

[Jn  fait  nouveau  se  produit  ici.  C'est  que.  à  cause  de  la  non-com- 
mutativité  de  la  multiplication,  on  ne  pourra  pas  mettre  en  général 
ce  produit  SOUS  1  une  des  formes 

F(y  \.dq      OU      dq  .  F(  q  ) 

sans  <pie  V t  q  )  dépende  à  la  fois  de  q  et  de  dq.  On  ne  pourra  donc 
pas  diviser  d()  par  dq.  En  d'autres  termes,  il  n'y  aura  pas  de 
dérivée. 

Soit,   par  exemple,   la   lonel  loi) 

Q  =  q\ 

ou  a 

dq  =  I i m  [ (  y  —  dq )s  —  y 2  J  =  1  i m  [ q . dq  -+-  dq  .q  -i-  (dq  )-]  : 

Lors,que  le  module  de  dq  tend  vers  zéro,  on  aura 

rfQ  =  q  .dq  -i-  dq  .q. 

expression  irréductible  si  7  el  <7y  ne  sonl  pas  coplanaires  (n°60). 
Il  laul  tenir  compte  de  ce  fait  dans  la  différentiation  des  expressions 
vectorielles  el  quaternionniennes,  en  ce  sens  que  l'on  ne  devra  pas 
changer  l'ordre  dès  facteurs  d'un  produit  «i  île-  différentielles,  par 
exemple,  mais  différentier  chaque  facteur  dans  la  place  qu'il  occupe 
(  voir  infra,  n"  70-1  II .  Différentielle  d'un  produit  1. 


70.    DIFFÉRBNÏIATION    DES    VECTEURS.  l3j 

69.  Théorème.  Les  signes  S,  Y,  K  sont  commutatifs  avec  le 
signe  d.  * 

On  a  en  effel 

q  =  Sq  +  Xq, 

d'où 

dq  =  dSq  -t-qYq, 

mais  <l<i  est  un  quaternion  qui  est  égal  à  la  somme  de  son  scalaretde 
son  vecteur  :  on  a  donc 

dq  =  S  rfçr  -H  V  <-/</, 

et  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  rf<jr',  on  a 

S  dq  —  dS  q ,         V  efq  =  dY  q. 

En  parlant  de  la  formule 

Kq  =-.Sq  —\q, 

on  verrait  de  même  que 

K  dq  =  rfK  <y. 

Remarque.  Le  signe  T,  bien  qu'étant  un  signe  d'opération 
scalaire,  n'est  pas  interchangeable  avec  le  signe  d  et  Ton  n'a  pas.  en 
général,  Tdq  ==  dTq. 

70.  Différentielles  usuelles.  —  Nous  donnons  ci-dessous  les  diffé- 
rentielles usuelles  des  fonctions  de  vecteurs.  Elles  peuvent  servir  à 
calculer  toutes  les  autres. 

I.  Différentielle  de  p2.  —  On  a 

dq-  —  1  i  m  [  (  p  -t-  rfp  )2  —  p2  ]  =  li  m  [  p .  <tfp  -+-  dp .  p  -H  ( rfp  i2  | 
OU 

rfp2  =  p  rfp  -f-  rfp  p  =  9.  S  p  rfp  f  n°  59,  (  5  i 1. 

II.  Différentielle  de  -  ou  p    '. 

rfp   i  =  lim  [i  p  -h-  rfp  i_1  —  p-1]  =  liin(p  ■+■  dp  )-'  [i  —  (  p  -1-  ^/p  lp_1  | 

=  1  i  m  (  p  -!-  rfp  )-'  [ —  dp  .  p-'  ] 

et  à  la  Limite 

rfp   i  =  —  p-1  dp  p->  =  —  -  rfp  -  • 

0  p 

III.  Différentielle  d'une  somme,  d'un  produit.  —  On  a  évident- 
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ment  comme  en   analyse 

d(q  ■+- q' -\- . . .)  =  dq  -+-  dq'^-.  .  .  , 
</y  y'  =  dq  .q'  ~-  q  .  dq', 
dm  q  =  m  <r/y, 

où  m  es!  un  scalar  constant. 

La  démonstration  sérail  exactement  la  même.  Remarquer  seulement 
que  dans  un  produit,  les  facteurs  doivent  être  différences  à  la  place 
<>ù  ils  ><•  trou> ent. 

Par  exemple 

d(p . q  . r )  =  dp.qr  4- p.dq.r  -t- pq  . dr. 
I\  .   Différentielle  du  module  de  p  ou  r.  —  On  a 

/•*  =  -?*, 
«l'on 

2  r  dr  =  —  2  S  p  e?p  (  I  ) 
mi 

dr  =  —  p0  dp, 
on  peu!  aussi  ('•crire 

^=_p^  =  §rfp=So_i 
/•  r  p 

Remarquons  que  si  /■  <>i  constant,  on  a 

p  rfp  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  dhin  vecteur  constant  (et  en  par- 
ticulier d'un  vecteur  unité  )  est  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 

\  .   Différentielle  de  p0.  —  On  a 

P   =   ''?0, 

d'où  par  différen dation 

dp  =s  dr  p0  +  /•  dp0, 
el  par  suite 

</p„  =  -  (rfp  —  p0  rfr)  ; 

( )n  peul  écrire  aussi 

dp  _  f//'        rfp0  _      rfp        c?p0 
?  r  ?»  P  po  ' 

d'où 

dpQ  _  </p        s  —  —  \  ^?_ 
Po    "  "    p  P  ? 

DU 

rfp0  =  —  po  V  dp  p-'. 
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\  I.   Différentielle  de  a''.    —  Soit  a  un  vecteur  unité  constant  et 
./•  un  scalar.   On  a 

%*  =  cosar  -t-  x  sinar. 

x  étant  compté  e/?  angles  droits.  D'où 

dzr.=  ( —  sin#  -T-  a  cos;r)  cfo?  =  a(cos:r  -+-  a  sina?)  rf.r  =  2*+'  ekr, 

formule  assez  souvenl  employée. 

\  II.   Exemples.  -    Nous  avons  vu  que  l'équation  (  IV  i 

?  rfp  =  ° 
exprime  que  /•  est  constant.  Si  l'on  a 

p  x  dp  =  o, 
|>o»ollS  o  =  /'o0.  D'où 

dp  =  /•  rfpo-r-  p0  dr. 

L'équation  proposée  devient  alors 

\rp0(r  dpQ-\-  p0  dr)  =  /,2Yp0  dp0  =  o. 

équation  impossible,  puisque  dp(l  étant  perpendiculaire  à  p0   i  parce 
([in-    z0   est    unitaire),    ne    peut    lui    être    parallèle.    11   faut    dune   rpie 
<io0=  o,  c'est-à-dire  que  p  ait  «me  direction  fixe. 
Supposons  (pie  l'on  ait 

S  p  dp  d-  p  =  o, 
on  pourra  poser 

dl  p  =  x  dp  -+-  y  p . 

(  opérons  par  ^  o. 

p  X  d-p  =  xp  X  dp. 

on  bien  en  posant  z  x  do  =  o-, 

f/7  =  X-j  OU  T  x   flfo  =  o. 

on  voit  (pie  7  a  une  direction  fixe.  Donc  t0  est  constant  et  1  on  ;i 

p  x  dp  =  m  7,,. 
où  m  est  un  scalar. 

(  opérons  par  S  z.  il  \  ient 

o  =  m  pj0. 

Par  suite,  ■:  est  perpendiculaire  à  7.  c'est-à-dire  parallèle  à  un  plan 
fixe. 


ijo 
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EXERCICES  ET  NOTES  SUR  LES  CHAPITRES  V,  VI  ET  VII. 


71.  —  1.  Démontrer  géométriquement  {  n"  60)  les  deux  formules 
fondamentales 


^V 


Nous  représentons  un  vecteur  par  un  arc  quadrant  dans  un  plan 
perpendiculaire  an  vecteur  ci  nous  faisons  une  projection  orthogonale 
siii-  nn  plan  perpendiculaire  à  \  a(3.  Le  quadrant  représentant  a  s,- 
projette  suivanl  ()\  (fig.  27),  celui  qui   représente  (3  suivant  BO. 


Fi  g. 


Le  cercle  sur  lequel  se  trouve  le  quadrant  représentatif  de  y  se  pro- 
jette suivanl  nue  ellipse  CBC'B'.  On.  a  alors,  en  appelant  P  le  pôle 
qui  se  projette  en  (  ). 

3t[37  =f\  y  •+-       ;  *  =  CIJ  -r-  HP  +  PA  =  CA. 

I  )  anl  re  pari 

Ypa  a   -        p  —       y  =  A'  p  -+"  PB'  +  B'C  =  A'C' 

mais  V'C-+-GA  =  ic.  Les  arcs  sont  supplémentaires.  Les  scalars 
sont  donc  de  signe  contraire  el  les  vecteurs  égaux. 

!2.  Une  permutation  cyclique  ne  change  pas  la  valeur  de  Sa^yo. 


71.    EXERCICES   SI  II    LES   CHAPITRES   V,    VI    ET   VII. 

(  )n  a  <•!)  effel 

SapyS=  SaV.ftr3  =1  %'t  I  <  70  )  -  <  a-;)  ( 7  3  »  —  (ao  )<  pf) 
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mi  encore 


S  237o  =  (  a3)  (70)  -4-  S\  a{3  \-;c 


15.  5W/  \B<1I)  ////  quadrilatère  inscrit  et  a,  (3,  v  /e.s  vecteurs  \B, 
HC,  CA.  Montrer  i/ur  ajijv  es/  f//>  vecteur  parallèle  à  0. 

Si  nous  désignons  par  p  le  vecteur  OA  (unitaire  par  exemple)  et 
par  /  un  vecteur  perpendiculaire  au  plan  de  l;i  figure,  011  ;i 


a  =  —  2  p 

-111 

a  .- 
—  i'1. 
•1 

p  —  —  2  p 

si  11 

b  /,+ 
-  1 
2 

h 

'  5 

Y  =  —  ,-  ? 

sin 

C   /»  + 

-  i 
2 

*+ï 

0   =  —  2  3 

sin 

d  .«  + 
—  ? 

•2 

*+c+J 

Fi".  -8. 


On  en  déduil  facilement,  en  Lenanl  compte  de  a  -f-  h  -f-  c  -\-  d  — -  2 . —, 

/  n  +  6+r  ,  n  +  A— c 

0=2  sm  —  1      -       o         et         atpv  =  -4-  8  sin  —  sin  —  sin     t       -       p. 
1  222  r 

Autre  solution  par  l'Exercice  «S.  n°  ~1L. 

i.   Si  a  est  un  quate'rnion  quelconque  réel,  montrer  que  Iné- 
quation 

est  satisfaite  non  seulement  pur  Q  =  ±:  <p  mais  aussi  par 
Q=±v/~(S?V0gr-TVy)        (£.,  p.  673  . 
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()n  remarque  d'abord  que  si  L'on  a  un  quaternion  imaginaire  <l<-  la 
forme  a  -\-  b  y —  i ,  "ii  a 

(a  -+■  b  \J —  i)2  —a- —  A2-!-  i  ab  -+-  ba)  y —  i. 
I£n  posanl  Q=«+  by —  i,  on  a  donc  les  équations 


(2) 


a'1  —  b'2  =  qi, 
ab  —  ba  =  o, 


on  peut  satisfaire  à  l'équation  i  2  i  en  posanl   a  ==  o.    I-  équation  I  1  1 

ilc\  i  «  -H  t  alors 

b2  =  —  cf-  ou  b'i  —  bf -^  >bl)bl  =  —  q2  —  o'f —  -iqocji, 

en  indiquant  par  les  indices  o  et  z'iescalar  cl  le  vecteur.  On  en  déduit 

6o  —  l>f  =—  £jj  —  <//. 
(3)  b0bl  =  —  rj0Oi. 

éliminons  6/,  il  vient 

Tenant  compte  (juc  />0  doit  être  réel,  on  trouve  donc 
&5  =  —  qj         ou         60  =  ^tTVg'; 

tiranl  alors  6,  de  (  j  ).  on  trouve  l;i  valeur  cherchée  de  Q. 

o.   a,  3,  v  étant  trois  vecteurs  unités  quelconques,  montrer  que 

l'on  a 

11* 
-,  p 


_|  ^a-iv)2. 


Car  le  premier  nombre  esl 

3a-'  -;3-'  ay-  '  =  —  |3a-» ypa    '  7. 
car 

a   »  =  -a,  p    '=-3,         T-'  =  -7- 

6.  .S'ofV  DEF  un  triangle  sphérique  et  \\\(]  les  milieux  des 
côtés.  Désignons  pur  a.  j,  y  el  0.  e,  Ç  /e.v  vecteurs  (unités)  rfes 
points    \.   B,  C,  I).   E,   !•'.    l'origine  étant  prise  (ut   centre  de  la 

sphère. 

a.  Montrer  que  V on  a 

8  =  —  3:3  =  —  -i-  cvcl. 


71.    EXERCICES   SUR   LES   CHAPITRES    V,    M    ET    Vil.  I  j  i 

l>.    En  déduire  des  expressions  analogues  pour  v..   j.  y. 
c.  Montrer  que  le  quaternion 

<f  =  [ia-i  -; 
a  pour  axe  o. 

<7.    Montrer   que    P    étant  le  pôle  positif  de    l'arc    \B.    "//    o 
PE  =  PD  (arc  AB  =  c). 

e.  Montrer  que  rare  PC  bissecte  V angle  EPI)  e£  r/we  EPD  =  ac. 

y.    Déterminer  l'angle  du  quaternion  q. 

g.  Cas  où  le  point  C  es/  rfw  même  côté  que  le  pôle  V  par  rapport 
à  AJB. 

«.  o  s'obtienl  par  rotation  de  deux  droits  de  i  autour  de  y,  ,,u  de  £ 

autour  de  3.  Ou  a  donc 


A.  Multiplions  la  2''  équation  (a)  par  y.  et  la   >'  avec  ?..  On  a 

aï  =  Ça,         aÇ  =  sa, 

ea£  cvcl. 


a  =  —  la: 


d'où 

c.  ( )u  a 

g  =  pa-i  y  =  —  3a-;  =  8»Ç  .  Çae!  -;o  =  8 (  .Say  )  8  =  —  8(  £a-;  1 &-» , 

Y  ne  change  pas  quand  on  le  fait  tourner  de  i8o°  autour  de  ô.   Donc 
o  est  l'axe. 

d.  ()u  a.  ttt  étant  le  vecteur  du  poinl  P 

cos  PE  =  —  TTii  —  Sra-^a  =  sincSaÇa  Va(3  =  —  sincSaÇjï, 
cosPD  =  — bj8  =  S?BpÇ(ï  =  sincSpÇp.Vap  =—  -iurSïI;. 

e.  Les  triangles  ECP  ri  DGP  sont  égaux.  Soit  de  plus  FH  perpen- 
diculaire a   VI)  ci   \l>  prolongé  jusqu'en  1  <-t  <i.   Les  triangles  BHF  el 
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BID  sonl  égaux.  D'où  Bl  =  BH.   De  même,  on  aura  AG  =  AU  ;  on 

en  déduil  (II  =  2 AB  =  ic. 


f.   On  posera  |  par  (c)] 
Or,  on  a 


q  =  —  y  =  cosO  +  o  sin.O. 


V—  =  to  sine. 


D'où 

cosO  -4-  sine  Serf  =  —  cos(GP)  sine  =  —  cosGEP, 
d'où 

6  =  ic  —  CEP  =  ic  —  GDP, 

28  =  aw  — (GEP-f-GDP)  =2it  —  (D  +  a+  E  +  6). 

el  par  <  e) 

2e  =  2it  —  (D  +  E  +  F), 

0  =  it—  -(D  +  E+F). 
Excès  sphérique  de  DEF  =  D  -+-  E  4-  F  —  -  =  S, 


Posons 


d'où 


■I  2 


ga_i .,  _  s;n_  §  _|_  g  cos_  S. 

'  '  2  2 


£.  Si  C  se  trouve  «lu  même  côté  que  le  poinl  1',  on  a  la  même 
figure  avec  P  remplacé  par  le  pôle  négatif  P',  de  sorte  queP'G  =  7t  —  P( '.. 
On  trouve  alors 

Sa-1  y  =  —  sin-  S  -+-  o  cos-  S. 

2  2 

7.  En  quoi  consiste  la  différence  entre  les  deux  équations 

t.£  =  ,      «      (£)'__„ 

x  rtaut   un   vecteur   donne  et   p   ///>   vecteur  variable  (Tait,    loc. 

c//.  I.  En  écrh  anl 

l-  =  cosO  -+-  £  sinO. 
y. 

mi  verra  que  la  première  équation  représente  une  sphère  <!<•  centre  (  I 
el  <lc  ra\  on  a  i  a  =  module  de  a  i  el  la  seconde  un  cercle  de  rayon  a 
perpendiculaire  à  se. 
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•S.  Montrer  que  le  vecteur 

p-«=  ï(«  < -^-'  i. 

où  o   '.a   ',(3   '  sont  les  réciproques  (55)  des  vecteurs  p,  %.  '1>.  repré- 
sente un  point  du  cercle  (  )  \  li. 

Car  p  '  esl  le  poinl  milieu  de  La  droite  qui  puni  les  points  \  l>  el 
(ini  est  l.i  figure  inverse  du  cercle  ()  VH. 

'.).  L'expression  (où  r  esl  un  scalar) 

p  =  /•/.'  pkjsk-' 

peut  représenter  un  vecteur  donne'  quelconque  l  h .  308  >. 

On  voil  d'abord  que  cette  expression  esl  un  vecteur,  car  son  scalar 
esl  nul.  Le  module  esl  /•.  Son  angle  avec  k  esl  st.  et  l'angle  du  plan 
de  k  el  o  avec  le  plan  ki  esl  /~. 

72.  Note  sur  la  définition  de  la  différentielle.  Hamilton  a  défini 
la  différentielle  dans  ses  Eléments,  sans  recourir  à  la  notion  d'infîni- 
menl  petil  el  sans  supposer  que  l'accroissémenl  donne  à  la  variable 
soil  petit.  Cette  manière  de  voir,  qui  lui  paraît  plus  conforme  aux 
idées  de  Newton,  est  de  nature  à  apporter  une  grande  clarté  dans  la 
question  h  nous  croyons  utile  de  reproduire  ici  le  passage  où 
Hamilton  pose  s;i  définition  ainsi  que  quelques-uns  des  commentaires 
el  éclaircissements  dont  il  Faccompagne.  i /: .  Ghap.  Il,  n°  320  el 
suivants,  i 

Hamilton  adopte  la  définition  suivante  (')  : 

<■  J'appelle  différentielles  simultanées  <  ou  /luxions  correspon- 
dantes) îles  limites  a Véq uiniultiples  de  différences  simultanées  el 
décroissantes. 

«  El  inversement,  si  des  différences  simultanées  quelconques  ou  un 
système  quelconque  de  variables  tendent  ensemble  vers  zéro  confor- 
mément à  une  loi  on  à  un  système  de  lois;  si  alors  des  équimultiples 
quelconques  de  ces  différences  décroissantes  tendent  tontes  ensemble 
vers  mi  système  quelconque  de  limites  finies,  «m  dit  que  ces  limites 
sont  des  différentielles  simultanées  des  variables  en  question  du  sys*- 
tèuie:  el  on  les  désigne  comme  telles  en  préfixant  la  lettre  d  comme 
caractéristique  de  différentiation  au  symbole  de  chacune  de  ers 
variables. 

i  '  i  L,i  Noie  qui  su  il  esl  textuellement  empruntée  aux  Eléments,  n°  320  el  suivants. 

L.  i" 
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«   Plus  complètemenl  el  symboliquement,  supposons  que 

i  I  i  9,    r,    s, 

désignenl  un  système  quelconque  de  variables  liées  entre  elles  (qua- 
ternions  <»n  autres  >  el  que 

(II)  A7,      A/-.      As.      ... 

représentenl  comme  d'usage  un  système  de  leurs  différences  liées 
I  ou  simultanées  1,  de  sorte  que  les  sommes 

(III)  rj  —  \q,     r-^Ar,     s  +  As,      ... 

soienl  un  nouveau  système  de  variables  satisfaisant  aux  mêmes  lois  de 
liaison,  quelles  qu'elles  soient,  que  celles  auxquelles  >;ih^t;ui  I  ancien 
système  (1).  Alors,  en  remontant  par  degrés  «lu  nouveau  système  à 
l'ancien,  ou  enpassanl  graduellement  de  l'ancien  au  nouveau,  les  dif- 
férences simultanées  (II)  peuvent  (en  général)  approcher  ensemble  de 
zéro,  puisqu'il  est  é\  idenl  qu'elles  peuvent  toutes  s'annuler  ensemble. 
Mais  si.  tandis  que  l'on  suppose  que  les  différences  elles-mêmes 
décroissenl  ensemble  indéfiniment  <  '  ».  nous  1rs  multiplions  toutes 
par  un  nombre  commun,  mais  croissanl  //.  le  système  de  leurs  équi- 
multiples 

»  IN   1  n  lq.     n  Ar,      n  As, 

peul  tendre  à  devenir  égal  à  un  système  déterminé  de  limites  limes. 
El  quand  cela  arrive,  ainsi  que  cela  peut  être  obtenu  dans  tous  les 
cas  ordinaires,  en  établissant  une  relation  convenable  entre  l'accrois- 
sèment  de  n  et  le  décroissemenl  de  Ar,  etc.,  on  dit  que  les  limites 
ainsi  obtenues  sont  des  différentielles  simultanées  des  variables  en 
question  q,  r.  s  et  on  les  représente  comme  telles  par  les  symboles 

I  V  dg,     dr,     ds.      .... 

\lin  île  ne  laisser  aucun  doute  ni  obscurité  sur  I  introduction  de 
la  définition  précédente,  nous  l'appliquerons  à  déterminer  la  diffé- 
rentielle   d'un   carré    en    algèbre    <-t En    ce    taisant,    nous   ferons 

voir  (nie.  tandis  que  l'on  retrouve  les  anciennes  règles  connues,  les 


11)  On  dit  qu'un    quaterni lécrott   quand   -<u   module  décroît  el   qu'il  décroît 

indéfiniment,  quand  ^<>n  module  tend  vers  zéro. 

<-)  Il  v  a  i<  i  dans  le  texte  <>  et  celle  d'un  rectangle  en  géométrie  ».  mais  qous 
n'avan,s  pas  reproduit  dans  cette  Note  ce  dernier  exemple  donné  par  l'auteur. 
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différentielles  traitées  n  onl  j » ;i ^  besoin  il  être  petites,  el  que  ce  sentil 
ratisser  el  non  |>;e^  corriger  les  résultats  que  <l  \  introduire  des  termes 
additionnels  dans  le  bul  de  rendre  toutes  les  différentielles  égales 
aux  différences  correspondantes.... 

i  i  i  Considérons  donc,  en  algèbre,  l'équation 

il)  y  =  x* 

<|iii  donne 

(II)  y  -+- Ay  =  (x  -+■  A.r  )'- . 

el  par  suite,  comme  d'usage, 

(  Ifl)  \y  =  ix  \.r  -+-  A.r2. 

<  )u,  ce  qui  rc\  ienl  au  même, 

(  IV)  //  \y  =  f.rn  A./-  —  «-'  (  //  A.r  /-. 

où  n  est  un  facteur  arbitraire,  que  I  nu  peul  supposer,  pour  simpli- 
fier, être  un  nombre  entier  positif. 

"  (2)  Imaginons  maintenanl  que  tandis  que  les  différences  A.r  et 
A  r.  restant  toujours  liées  entre  elles  el  avec  x  par  l'équation  i  III  i_ 
décroissenl  el  tendent  simultanément  vers  zéro,  le  nombre  n  croît, 
« I ; i  1 1  ->  I  équation  transformée  (Y\  1  et  augmente  indéfiniment  de  manière 
que  le  produit,  ou  multiple  n  \x  tende  vers  une  limite  finie  a;  ce  qui 
peul  arriver,  par  exemple,  en  assujettissanl  \x  i\  satisfaire  constam- 
nieui  à  la  condition 

\  l  A.r  =  n~ia         ou         n  lx  =  a, 

après  ;i\(.n  clioisi  une  valeur  donnée  el  finie  pour  a. 

<<  (3)  Nous  aurons  alors  avec  la  dernière  condition  (  \  1.  l'expression 
suivante  par  1  l\  1  pour  l'équimultiple  n\y  de  l'autre  différence  Ai 

(NI)  //  Ai'  =  ixa  -\-  n~l  a-  =  b  +  n    '  a-,         si  b  —  2.r«, 

mais  comme  <i.  et  par  conséquent  a-,  es!  donné  el  fini  1  2  1.  tandis 
que  le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  le  terme  n  'a2,  dans  celte 
expression  1  \  I  1  pour  //Av.  tend  indéfiniment  vers  zéro,  el  sa  limite 
est  rigoureusemenl  nulle. 

••  Par  suite,  les  deux  quantités  finies,  a  el  l>  1  puisque  x  esl  supposée 
finie),  sont  deux  limites  simultanées,  vers  lesquelles  tendent,  dans 
les  conditions   supposées,  les  deux   équimultiples  //A.r  el  //Ai.  <  ■• 
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sont  donc  par  définition  des  différentielles  simultanées  dea?etyel 
non-  |)dii\  ons  donc  écrire 

(VII)  dx  =  a,        dy  =  b  =  ^xa, 

ou,  comme  il  est  d'usage  après  élimination  de  or, 

(VIH)  '(>'  =  efo?2  =   '.r<:/.r. 

«  (4)  El  ce  ne  serait  pas  perfectionner,  mais  fausser  suivant  la  défi- 
nition adoptée,  cette  expression  usuelle  de  l;i  différentielle  du  carré 
de  la  variable  x  en  algèbre,  <|ii<'  d'\  ajouter  le  terme  dx2  par  analogie 
avec  la  formule  (III)  pour  la  différence  A.  #2.  Car  cela  reviendrait  à 
supposer  que  pour  une  valeur  donnée  et  finie  a  de  dx  ou  de  n  A#,  le 
terme  n~i  a2  ou  /i-1  c?#2  dans  l'expression  (A  1)  pour  n\y  pourrait 
ne  pas  tendre  vers  zéro,  quand  le  nom  lue  n,  par  lequel  !<•  carré  de  dx 
est  divisé,  augmente  indéfiniment. 

ci   i  .">  )  Comme  exemple  arithmétique  soient  les  valeurs  données 

(IX)  x  =  2,        y  —  x-=  f,        dx  =  iooo 

el  soit  demande  de  calculer  comme  conséquence  de  la  définition  la 
valeur  numérique  de  la  différentielle  simultanée  dy.  Nous  avons  les 
équimultiples  suivants  de  différences  simultanées  : 

(X)  /(  A./-  =  dx  =  iooo,         n  ly  =  /jooo  -t-  i  ooooooh-1, 

Mais  la  limite  de  la  n"""'  partie  «1  un  million  (ou  d'un  nombre  plus 
grand  quelconque,  mais  donne  el  fini  |  esl  exactement  zéro,  si  n  croîl 
sans  limite  :  la  valeur  cherchée  de  dy  «'si  donc  rieroureusemenl  dans 
cet  exemple, 

(XI)  dy  =  .jooo. 

((   i  li  i  El  nous  voyons  que  ces  deux  différentielles  simultanées 

\II)  il.r  =  iooo,  dy  =  \o  )o 

ne  sont  pas.  dans  cel  exemple,  égales  même  approximal  i\  emenl  aux 
deux  différences  simultanées 

(  XIII  )  \x  =  dx  =  i  ooo,         Ar  =  1 oo;.   —  i-  =  1  004  000 

qui  correspondent  à  la  valeur  n  1.  bien  que,  sans  aucun  doute, 
par  la  eoneeption  même  des  différentielles  simultanées,  comprises 
dans  la  définition,  il  doil  exister  des  équisous-multiples  de  ces  dillé- 
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rentielles, 

\IV)  n~l  d.r        et        n~ldy 

qui  doîvenl  être  à  peu  près  égaux,  (mur  de  grandes  valeurs  du 
nombre  n.  à  un  système  de  différences  simultanées  el  décroissantes 

i  XV)  ±x         et         iy, 

el  de  plus  en  plus  rapprochés  de  ce  système,  même  en  rapport,  que 
ions  diminuenl  ensemble  de  plus  en  plus  el  tendent  simultanément 
vers  zér< 

«  (n)  Par  exemple,  tandis  que  Les  différentielles  elles-mêmes  con- 
servent leurs  valeurs  constanteà'(XII),  leurs  millionièmes  s<mi  respec- 
1 1\  emenl 

(XVI)     i)    '  d.r  =o,OOI        et        rr  '  dy  =  o,oo4         si        «=1000000, 

el  la  même  valeur  du  nombre  n  donne  par  (X)  les  valeurs  également 
rigoureuses  des  deux  différences  simultanées 

(  XVII)  A./- =  0,001,         \y  =  0,004  001 , 

de  sorte  que  ces  valeurs  des  différences  décroissantes  1  \\  i  peuvent 
déjà  être  considérées  comme  presque  égales  aux  deux  ëquisous-mul- 
tiples  (XIV)  el  (\\l)  des  deux  différentielles  simultanées  (XII). 
El  il  est  évidenl  que  cette  approximation  serait  augmentée  en  prenanl 
de  plus  grandes  valeurs  du  nombre  //.  sans  que  les  \aleurs  rigou- 
reuses el  constantes  (XII)  de  d  x  el  cl  y  en  soient  aucunement  affectées. 

«  ((Si  II  est  cependanl  évidenl  aussi  que,  après  avoir  prisy  =  :r2 
comme  dans  (IX  \  nous  aurions  pu  prendre  une  autre  valeur  finie  pour 
la  différentielle  d.r  au  lieu  de  la  valeur  iooo.  El  nous  en  aurions 
déduit  une  valeur  différente  (mais  encore  finie)  pour  l'autre  diffé- 
rentielle dy  ei  non  la  valeur  précédemment  déduite  fooo  :  mais  il 
existerait  toujours,  dans  cet  exemple  ou  pour  celle  forme  île  la  fonc- 
tion  y  el    | r  celle  valeur  de   la  variable  a?,  la  relation  rigoureuse 

entre  les  deux  différentielles  simultanées  dx  et  dy 

(XVIII)  dy  =  \d.r 

qui  esté\  idem  me  ni  un  c;is  de  L' équation  (  \  III  l  ei  que  l'on  peut  démon- 
trer par  les  mêmes  raisonnements.    »> 

Conformément   aux    principes  précédents,   l;i  différentielle   dune 


IJO 

oui  ion 
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Q=/"/S 


où  la  variable  q  esl   quelconque,   scalar,  vecteur  ou  quaternion,  esl 
alors  définie  |>;ir  Hamilton  <  E.  3:21 1  comme  limite  pour  n  infini  de 

dQ  =  lim  n\f(q  -+-  /»-»  dq)  —fq  j 

<i-i  dans  le  cas  de   plusieurs  variables  y.   r la  différentielle  de  la 

'■  'i)i-l  mu 

Q  =  Y(q,  r,   ...  * 

esl  alors 

dQ  =  lim  ii  [¥(q  ■+■  n'1  dq,  r  -H  n-1  dr,  .  .  .;  —  F {  //,  r,  .  .  .)]. 


1.  Tromer  au  moyen  de  la  définition  précédente  les  différen- 
tielles des  fonctions 


Ou  a 


Q  =  gr«         et         Q  =  q-i         (  /-;.  3-2ij. 

rfgr*=  lim  «[(«7  -r-  /i1  dq)*—  q*\ 

=  li ni  «[/r-1  q  dq  -{-  n~l  dq  q  -{-  n~-  dq-'1]  =  q  dq  -r-  dq  q. 


I). 


dq~l  =  limn[(  7  +  /j-1  dq)'1  —  q~l  ] 

=  lim  /<(  q  +  »~1  dq  )~l  [î  —  (7  -1-  1_1  f/7  >7_1  J  =  —  7_1  ^7  y-1- 


2.  Etant  posé 


\     P  'S": 


|  p'  ci  p"  étant  1rs  dérivées  première  el  seconde  <!<•  c  par  rappon  à 
une  variable  indépendante  sealar),  montre/-  que  \  u.  c/v.  est  un  rel- 
ieur parallèle  à  pf. 

De  p12  =  —  i  ou  tire  S  p'p*  =  o.  Donc  p',  p"  esl  un  vecteur  et  l'on 
i  (en  appelant  /  la  variable  indépendante) 

Y  ;x  d-j.  =  V  p'  y"  dp'p'  =  Y  p'  p"(  p's  ^/  -  p'  f  fit  )  =  p'  <//  S  p*  p'p". 

3.  I  7  désignant  un  verseur  l  <>6  i.  démontrer  que  l'on  a 
«  i  —  k  | (  rfU  y  U  7-  '  »  =  o        (  £,  334 j. 


'i  :« 


k(tfl  7  Uy'j  =  kl   q  -i  K  ./U^  =  KUy-«  rfKl'7 
=  U7  rfU^-1^—  dUtfU?-1. 
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\.  <f  étant  un  quaternion  quelconque ^  démontrer  1rs  formules 


On  a 
(I  où 


,,,.  Cï,       ,    ,  dlq        c  d<  dUq  dq 

1  y  y  I    y  q 

T*gr=s  y  Ky, 


2  T  q  d'Y  q       dq  k  y  -+-  y  r/K  y  =  q  \\  dq  -+-  l\  i  y  K  </y  ) 

=  >.  S  y  K  dq  =  2  S  K  //  </y 

«m  bien,  puisque 

(58)  Ty  =  ïky         et  UK?  =  lr', 

dlq  =  SI  y-'r/y. 
Lu  exprimanl  alors 

dq  =  d(T q  U  q)  —  dT  q  U  q  -+-  T  y  »7L'  y , 
on  en  (IimIiiii  les  deux  autres  égalités. 


5.  Démontrer  les  formules 


«■i 
On  a 


dSXJq  =  SUyV  ^  =  -  S      '^      TYUy 
7  '        q  ylJvy  y 

</\  l    y  =  WJq^V(dqq-i)  (E,  335). 

rfSU^SrfU*         et        ?  =  \^, 

7  U  y  y 


(I  où  1  on  déduil  facilement  les  relations  indiquées. 

(>.  L'arc    V.  B  »•/«/   bissecte  deux  côtés'd'.un  triangle  sphénque 


a.  />,  c  coupe  la  base  à  une  distance*^  un  quadrant  de  son  milieu 
(Tait,  114). 

Soient   a,  [j.  v  les  vecteurs  <!<■    \Bc  <•!   a,  6  c«ux  <!<■  a,  A.  On  a, 
puisque    V  el  H  sonl  l<^  milieux  de  />C  <'l  ac  <  /'A'-  3o  i. 
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Le  vecteur  de  !'  situé  a  un  quadranl  du   milieu  M  de  ab  est  con 
uriirni  ;i  h  vecteur  <i       b  I  car  M  =a-\-b  >  el  l'on  trouve  que 

Sa'iei    -  b)  =  o, 

en  remplaçanl  a  el  />  par  leurs  valeurs.  Donc  I*  est  dans  le  plan  du 

cercle  AB. 

7.  Exprimer  les  composantes  d'un  vecteur  g  suivant  la  direction 
a0  et  suivant  une  perpendiculaire  à  cette  direction. 


(  )n  il  d'abord 


•I  al. 


Composante  suivant  oc(l  =  —  3tui  z,,-), 


Composante  perpendiculaire  =  <r-f-a0(aoff)  =  —  7*oao -+-  ao<  ^o') 

Si  y.  n'est  |>;is  unitaire,  on  peut  écrire  respectivement. 

■y-1  S  oct         et         ï_IV<ra. 
Ces  formules  sonl  souvent  utile-.. 

<S.    Inscrire  dans   une  sphère  donner'   un   polygone  formé   de 
n  entés  parallèles  à  des  directions  données.  \L.  331  el  suiv.) 

On  remarque  que  si  ael  |ïj  sont  deux  vecteurs  ayanl  même  module 

Fis.  3.. 


et  y  un  vecteur  quelconque  dirigé  suivant  la  ligne  qui  joint  .leurs 
extrémités,  <>n  ;i  |  fig.  3  i  ). 

si  ne  ni  I'  I', .  P,  P.,.  ...,  PB_1Pn  les  /?  côtés  du  polygone  et  p,  3, p„ 

les   vecteurs  de   P,    I', I',,.   Soienl  y^.y^ y.„    les    n    directions 

données.  (  )n  .i 


:-\ 


=  —  a.  sa 


i,J*i    >  fî 


a2pi a2 ', 


P«; 


ln  ?«      1  x;i 
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d'où 

Pu  =  (— I  )nqnpqj,x, 

«Mi    |  m  i^;i  ni 

<l„  =  3t„a„    ,  .  .  .  a2a,. 

I  ,e  |»"l  \  gone  se  fermera  si  I  on  ;i 

?  =  ?u         ou  p  =  (—  i)«  <7„  p  gr~  i . 

Si  //  est  pair,  on  ;i 

V"?  =  ?'/"         ou         Vp  \qn  =  o 

qui  donne  par  p  une  direction  déterminée  riz  Vg^.  Deux  solutions. 

Si  //  c^i  impair,  on  ;i 

?«?  =  —  P?ra- 

(  )n  ;i    nue  condition  de  possibilité 

87,,=  o, 
e(  alors  on  a 

Sqnp  =  o 

avec  une  infinité  <!<■  solutions  en  prenant  comme  poinl  <!<•  dépari  un 
point  quelconque  du  grand  cercle  perpendiculaire  à  A  </„ . 

i).  Note  sur  la  différentielle  du  poinl.  —  Soii  I*  un  point  variable. 

ilmii  le  \ ecteur  <■>!  o,  on  a 

p  =  P  —  O 
el  par  suite 

dV  =  dp, 

car  dO  =  o.  On  voit  que  la  différentielle  du  point  est  un  vecteur 
équipollent  à  la  différentielle  du  vecteur  <\c  ce  point.  Le  vecteur 
tangent  à  la  trajectoire  du  point  I*  peul  s'écrire  indifféremment 

,      dp  d? 

P  =  —r      '  ou        — rr  ■ 
1         dt  dt 

Dans  cciir  dernière  expression,  il  faut  regarder  ~1—  comme  l;i  hmiir 
1  dt 

.       P((  +  dt)  —  P(t)     ,  ,  ,  .. 

ne    L  expression  -. — >    lorsque  dt   innl    vers   zéro  dune 

façon  quelconque. 

(  >n  aura  de  même 

d-  P         d'1  p         dp' 
dt-    ~    d/"-    ~  ~dt' 

Cette  notation  présente  quelquefois  des  avantages  en  ce  qu  elle  est 
indépendante  de  l'origine. 
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10.  Note  sur  l'opérateur  i. 

On  trouve  (Lui-,  la  plupart  des  Traités  de  Calcul  vectoriel,  mention 
d'un  opérateur  désigné  par  la  lettrée  et  <|in  s'emploie  pour  repré- 
senter les  rotations  dans  le  j>lan.  c'est-à-dire  que  si  l'on  désigne 
par  y.  un  vecteur  unité  perpendiculaire  à  un  plan  i  l' t  el  par  s  un 
•\  ecteur  de  ce  plan,  i  in  pose 

îp  =  Vxp. 

En  d'autres  termes,  l'opérateur  i  a  pour  effel  de  faire  tourner  les 
vecteurs  <lu  plan  i  V  i  <l  un  angle  droit  dans  le  sens  direct  autour  de  se. 
On  montre  alors  que  l'expression  irz  représente  Le  vecteur  p  après 
une  rotation  «le  l'angle  es  dans  le  sens  direcl  autour  de  L'axe  <ln 
plan  (P).  Il  ne  nous  a  pas  paru  utile  d'introduire  cel  opérateur  par- 
ticulier, attendu  qu'il  ;i  les  mêmes  propriétés  que  le  verseur  ar. 
lorsque  ce  \  erseur  opère  sur  un  vecteur  o  qui  lui  est  perpendiculaire. 
Les  règles  de  calcul  sonl  alors  les  mêmes  que  celles  qui  mil  été  expo- 
sées dans  le  cas  général.  On  a  vu  à  l'exercice  "I  (n°  3)  un  exemple 
de  l'emploi  de  ce  procédé.  Nous  en  donnons  nu  autre  un  peu  plus 
loin  à.propos  <le  l'étude  du  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan  [  Exercice  i)i  <  I  i]. 

11.  oc,  ^,  y  étant  trois  recteurs  quelconques,  on  a  les  formules 

a,i  ji-2  .,-•  +  s-2  aS7  =  a2  S  3V  -+-  3*  S2  -;a  —  y*  S  ap  -  2 S  «p  S  87  S  7a . 
Résultent  des  identités 

(  y.'i-:  r-  =  (  S  -+-  \   i»  zfc  =  (  S2  -+-  V-  +  2  \'S  )apy, 

a*  psTs  =  ap7  .;iz  =  ,  s  —  Y  )(—  S  —  V)ap7  =  — (S«  —  V*)«Py. 

()nol)iieni  la  première  formule  par  soustraction  des  deux  iden- 
tités 

1  Kp-y  >«  —  «s  p«  y2  =  2  S2  —  '  VS  =  2 S(S  -h  V ). 

La  deuxième  formule  est  l'expression  que  Ton  obtient  en  déve- 
loppant \  2«pY  dans  la  seconde  identité. 

l!2.    Démontrer    la  formule  fondamentale  de    trigonométrie 

s  plier  i<  fue 

cosô  =  cosa  cosc  -4-  sin  a  sin  c  cos  B. 

L'application  de  L'interprétation  du  verseur 

Uxp  =  —  cos 0-t-i  sinft, 
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où  H  est  L'angle  compris  entre  «>  el  ~  formé  par  oc  el  (3,  el  ;  un  vecteur 
unité  perpendiculaire  à  ot  el  jii  dans  le  sens  positif,  donne  un  grand 
nombre  de  propositions  de  trigonométrie  sphérique,  en  considérant 
un  triangle  sphérique  tracé  sur  la  sphère  unité.  Ou  a,  en  effet. 


cosa       —  S  Py>  cosb  =  —  Sya,  cosc 

sina  =       TVBy,         sinô=       TVya,         sine 


Sa3. 

t\  7.3. 


D'autre  part,  l< :s  vecteurs  l  \  a{3,  l  \  [ây,  l  \  va  forment  un  sys- 
tème réciproque  des  vecteurs  a,  p,  v,  el  I  <>n  a  dune 

SUVyaUVa3  =  cosA, 
TVUVyaUVap  =  5inA, 

de  sorte  qu'une  équation   vectorielle  ou  scalaire  entre  les  vecteurs 
a.  3,  y,  ilonnc  lieu  à  une  interprétation  sur  la  sphère. 

Pour  le  théorème  proposé,  il  suffil  d'interpréter  ainsi  I  équation 

S  V  «3  V  3y  =  32  S  ay  —  S  *3  S yg, 

<n  remarquant  que 

SVapVSy  =  TVaS  TV  3-;  SUVaS  UV3y. 

13.  Interpréter  trigonométriquement,  d'après  les  principes  de 
^exercice  précédent,  les  expressions  suivantes  où  a,  (3, y  désignent 
trois  vecteurs  unitaires  quelconques  : 

(a)     Sagy,         (b  )     UVagVpy,         (c)     V2a(Sy        (Tait,  m,  n3). 

rt.  On  remarque  <|nc 

V  \  7.3  Y3y  =  —  3Sa3y, 

d'où 

TV  V  7.3  Y  3-;  =  s  «Pï  =  s  »  v  .3V  =  S  £  V  ya  =  S  y  \  t.3 
ou 

sine  sina  si n  B  =  Safiy  =  sina  sin/>„  =  si  né  sin/>/,  =  sine  mu/-,  . 

où  pa  esl  l'arc  mené  du  poinl  A  perpendiculairement  sur  BC. 

(b)  VapVpy  =  (S-hV)VapVPy  =  sina  sinc(cosB  -  SsinBi, 


UYt.3  V3-;  =  cosB  —  3sinB,         U\  yS  V  Sa  =  cosB  -+-  gsinB, 

ce  sonl  des  verseurs  dont  l'axe  est  [3  el  L'angle  +  H. 
c.  On  a 

—  V2a3y  =  S*py  +  S*ya  +  S*ap  -4-  2SagSpySya 
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OU 

i  _  Cos2a  —  cos2//  —  cos2c  -i-  2  cosa  cosb  cosc  =  sin2a  *in-&  sin2C. 

I  i.  Démontrei' la  formule  (où  q  el  r  sonl  des  quaternions  quel- 
conques i 

/■    '    /  i  ^/  -  i  -  y   '       U(/-y  h- K/' K7  i         (£,  p.  587). 

( )n  posera 

1 
rUr-q'-y-q-1  =  t. 

d'où 

1 
1  fîgrî  |2  =  /7y  on  '-•/2=  /-/<7  '■<?  el  '7  =  '9  '  '■ 

Kq  k/  =  /-'  K/  k<y*  -',         K/K7  =  tKq  Krt, 

ou  bien 

I  1  ry  d    K  /•  Ky  )  =  «Ul  qr  ±  Kq  K /•  if. 

POSOnS 

s  =  U(7/*±  Ky  K/"  ), 

Ki  =  ±/s/, 

s  K.v  =  (  Ts  |s=i  =  ±s/  st,         d'où         s«  =  ±  1, 

t  =  ±*-i  =  ±  UKs, 

(te  qui  esl  la  transformation  indiquée  [voir  Tait,  n"  120). 


CHAPITRE   VIII. 

APPLICATIONS  A  LA  GÉOMÉTRIE  ET  A  LA  MÉCANIQI  K. 


\.        Applications  géométriques. 
73.   La  ligne  droite  et  le  plan.         \<m>  savons  (20)  que  L'équation 

où  s  esl  un  vecteur  variable  el  a  ci  3  deux  vecteurs  constants.  tandis 
que  x  ci  y  sonl  îles  scalars  quelconques,  représente  l'équation  de  la 
droite  passanl  par  les  points    V,  B  dont  les  vecteurs  sont  respectivc- 

mcni  a  ci  (rj  (  '  i.  (  )n  |)«'ni  écrire  celle  équatibn  sous  la  forme 

(  \  )  g  =  xa  +  (i  — x)$. 

I )'aul re  part,  l'équal nui 

p  =  p  -+-  •''  * 

représente  la  droite  menée  par  l'extrémité  <lu  vecteur  (â,  parallè- 
lemenl  au  \ ecleur  x. 

En  éliminanl  jt  on  peul  im^i  écrire  I  équation  de  l;i  droite  sous  la 
forme 

(3)  V.(p  —  P)a  =  o, 

qui  exprime  que  le  \eeleur  p  —  [ÎJ  esl  parallèle  à  3C. 

£///  />/^/i  mené  par  l'origine  perpendiculairement  au   vecteur  -/ 
•  m  m  pour  équal  ion 

j  S  xp  =  o  ou  «p  =  o 

en  supprimanl  !<•  signe  S.  car  celle  équation  exprime  < j < i < *  p  esl  per- 
pendiculaire à  a. 


(')  Nous  désignerons  dorénavant  le  poinl  \  <lunt  le  vecteur-est  a  par  la  nui. h  1. m 
point  A(a)  ou  même  poinl  a  pour  abréger  le  discours. 


I  )S 


(IIAI'ITIU:    \lll. 


Si  le  plan,  perpendiculaire  à  a  •■-•i  assujetti  à  passer  par  un  poinl 
donné  'i.  son  équal  ion  sera 


•  ■») 


a(p-3)  =  o, 


qui  exprime  que  !<■  vecteur  p  —  (à  esl  perpendiculaire  à  x.  La  distance 
<!<•  l'origine  à  ce  plan  s'obtiendra  »'ii  posant  p  =  xol.  I) Un 


<>|| 

(6) 


xafl  =  a3 


o  =  ïa  =  r'S3:'j. 


La  dislance  du  point  v  a«  même  plan  s'obtiendra  en  \  trans- 
portant l'origine  <i  remarquanl  que  x  ne  change  pas  par  le  change- 
mrni  d'origine,  puisque  a  n'indique  ici  qu'une  direction.  ()u  aura 
donc 

17)  0  =  a-»S  a(  p  —  7 )  =  —  a-i  S  2  ( 7  —  3  ). 

Z,<<  dis  lance  de  l'origine  à  la  droite  (2), 


s'obtiendra  <'n  uienanl  par  l'origine  un  plan  perpendiculaire  à  1.  el 
prenanl   mui   intersection  avec  la  droite.  'On  a  donc  à  résoudre   les 

deux  équations 

S  xp  =0         et  z  =  8  -+-  xi. 

Substituanl  z  dans  la  première,  <»n  obtienl 

aS  -+-  ,ra-  =  0  ou  .ri.  =  —  a-1  Soi';. 

Le  poinl  <!<■  rencontre  cherché  esl  donc 


(8) 


=  P 


>Sa3  =  a   *Va3- 


La  distance  du  poinl  'p  à  la  droite  menée  par  l'origine  parallèlemenl 

à  7.  sciiiii  —  a-1  \  a[j. 

Plus  courte  distance  de  deux  droites.  Soienl   deux   droites 

menées  respectivemenl  par  les  points  ri  el  p,  parallèlemenl  aux  vec- 
teurs a  el  se'.  Elles  auront  pour  équation 

p  =P        .n. 

p'=  f>  '+?*'■ 
La  plus  courte  distance  esl  perpendiculaire  à  chacune  d'elles  et, 
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I  >U 


par  conséquent,  parallèle  à  \  v.y  .  Menons  pat  la  droite  ',    nu  plan  Q 
parallèle  à  la  droite  o.  Ce  plan  aura  pour  équation,  puisqu'il  passi 
par  !'■  poinl  [3  . 

S(ttt —  3'  )7.a'  =  o. 

La  distance  «lu  poinl  j3  de  la  droite  c  à  ce  plan  est,  d'après  <•«•  qui 
précède  i  7  1. 

(9)  3  =  —  (  \' aa' )-i  Si  ;;  —  r  12a'. 

C'est  la  distance  vectorielle  cherchée.  Elle  <\si  comptée  «le  la  droite  3 
vers  la  droite  p\  Ou  peu!  écrire 

S«a'(P—  V  ! 


'  Oi  1 


G    —    .3  \    7.7 


T"\    27. 


I  11  <iis  particulier  importanl  parce  un  il  a  de  nombreuses  appli- 
cations dans  la  1  héo  rie  des  courbes  gauches  el  des  su  rfaces  réglées  esl 
celui  ou  les  deux  droites  z  et  0  sont  infinimenl  voisines.  On  a  alors  en 

remplaçant  V  par  ri-\~dri  el  o.  par  %-\- <h.. 

,     .  >  «r      1  Sa  rfa  c?3 

(9r)  <j  =  ^\xax  avec  ^ 

Si  y  esl  mi  \ ecteu r  unité,  on  ;i 


T»  V  7  rfa 


I  [ht  I 


0  =  37.  rfx  avec 


S  x  <7x  a?p 


Cherchons  dans  ce  dernier  cas  le  pied  de  l;i  perpendiculaire  com- 
mune ;tu\  deux  droites  infiniment  voisines.  Menons  par  la  droite  p 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  Q.  Ce  plan  aura  pour  équation, 
puisqu'il  contient  y  et  \  yy  . 

0  =  S(w—  p)VaVaa'=  S(tb  —  P)VàVatfa  =  S(ra  —  (3  1  dt. 

\o  is  cherchons  !<■  poinl  de  rencontre  de  ce  plan  avec  la  droite  3 
en  \  remplaçanl  m  par 

p'  =  p  -+-  tfp  -+-  a(a  -+-  rfat). 
On  trouve  ainsi,  pour  le  pied  cherché, 

S  da  rf8 


ù  T  a  =  1 , 


'    (da)* 
La  distance  y  «le  ce  point  au  poinl  correspondant  de  la  courbe  direc 


\é 
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trice  i  abscisse  du  pied  <!<•  la  perpendiculaire  commune  i  esl  donc 

S  du.  rfp 


( \Ob)  q  — 


I  d*  i- 


(  )n  obtiendrait  les  mêmes  résultats  <■!)  cherchant  la  distance  mini- 
mum de  deux  droites.  <  )n  ;i  à  exprimer  dans  ce  «;i^  que  la  distance 
des  points 

p  i  =  $  ~  J  a  ■ 

est  minimum.  (lc«i  s'exprimera  eu  écrivanl   que  la  différentielle  de 

T<  z{  —  o2)  I  el  non  celle  <lr  p,  —  p2  i  <-st  nulle  i  •  i.  ce  qui  donne 

dT(  p,  —  p2)  =  o 
•  m 

v    ;  )  —  p.)  )  rf( p|  —  p2)  =  o. 
c'est-à-dire 

S(pi  —  -2  I  (  »  dx  —  a'  rfr  I  =  O, 

et,   par  suite,   puisque  dx  h   dy  sonl   indépendants,  <>n  a   l<-^  deux 

équations 

S  a  (pi  —  z-2  >  —  o. 

S  a  '  i  s  j  —  p2)  ="o, 

qui  montrent  que  La  plus  courte  distance  est  perpendiculaire  à  chacun* 
<Icn  droites.  La  question  se  terminerait  alors  comme  ci-dessus. 

7  ï.  (  >n  obtient  entre  les  propositions  concernant  la  droite  et  le 
plan  une  corrélation  analytique  effective  en  employant  systémati- 
quement des  coordonnées  vectorielles  particulières  qui  correspondent 
en  réalité  aux  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite.  Soit  p  !<• 
vecteur  d'un  point  O  du  plan  <  I*  »  <-i  p  la  normale  abaissée  de  l'origine 
sur  le  plan.  L'équation  du  plan  esl 

p(p         ri=  o, 

«m  bien,  en  posant 

p  a  -4-  i  =  o. 

Si  '/  est  fixe,  cette  équation  représente  nue  infinité  de  points  p  situé;- 
dans  le  plan  (P).  C'est  l'équation  du  plan  u.  Le  vecteur  //  r^i  \,\ 
coordonnée  <!<•  i  I*  |. 


(')  Ed  exprimant  que  </*  p, —  -  i  o  on  écrit,  non  \ns  que  le  module  ou  In  <\\<- 
lance  de  p,  '■>  ;-._  est  constante,  mais  que  le  vecteur  p,  —  p,  a  une  direction  constante 
e<  une  longueur  constante. 
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Si  p  c>i  fixe,  cette  équation  représente  une  infinité  de  plans  u 
passant  par  p  :  c'esl  l'équation  du  point  p.  Le  vecteur  z  exi  |;l  coor- 
donnée du  poinl  Q. 


L'équation  pu  =  o  représente 
un  |»oiiii  ;'i  l'infini,  car  elle  esl 
vérifiée  par  u  =  o. 

Deux  points  o,  el  %  sonl  colli- 
néairesa^  ec  l'origine  si  o,  Xs2=". 


I .  équation  u  =  o  représente 
un  plan  passant  par  l'origine,  car 
elle  csi  satisfaite  pour  o  =    o. 

Deux  plans  //,  el  //o  sonl  paral- 
lèles  si  l'on  a  //,  x //.,=  o.  Ils 
sont  perpendiculaires  si  //,  ?/2=o. 

Une  droite  est  définie  par  deux  points  o(  et  o2.  c'est-à-dire  par  la 
différence  m  =  p\ —  p2,  el  le  momenl  du  vecteur  p<p2  par  rapporta 
l'origine,  soit 

«  =  pi  x  pj  : 

m  et  n  sont  les  coordonnées  radiales  de  la  droite. 

I  ne  droite  esl  déterminée  par  deux  plans  m,  et  it2  ou  bien  par  la 
différence  p=ut — '/2  el  par  le  vecteur  ^y  =  w,X  "2  qui  donne  >a 
direction.  /?  et  </  sont  les  coordonnées  axiales  de  la  droite. 

On  a  d'ailleurs  les  relations  scalaires 


mn  =  o. 


/"/ 


ce  qui  réduit  bien  à  r//?y  le  nombre  des  coordonnées  scalaires  de  la 
droite. 

M.  J.  Guiot,  auquel  nous  empruntons  les  indications  précédentes, 
;i  traité  au  moyen  de  cette  notation  la  théorie  des  ponctuelles,  des 
faisceaux  de  droites  et  de  plans  el  <\>i  complexe  linéaire,  ainsi  que 
quelques  applications  au  complexe  quadratique.  L'Introduction  de  ce 
petil  Ouvrage  contient  une  intéressante  étude  historique  de  quelques 
points  de  l'histoire  des  vecteurs  <  '  >. 

7o.  La  sphère.  —  L'équation  d'une  sphère  de  centre  ael  de  rayon  lï 

esl 

T(p—  ai  =  R 

1111 

(,)  (?_a)i=_RS. 

Si  le  centre  esl  à  I  origine  (a  =  o  t.  elle  se  réduil  à 


(')  J.  Glmot,  Le  Calcul  vectoriel  et  ses  applications  à  la  Géométrie  réglée.  Paris, 
A.  Hermann  cl  fils,  H|i2. 
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•i  -i  l'origine  est  sur  la  surface  (a2  =  -     I»-  I,  l'équation  devient 

p2—  2Sap  =  o 
ou 

S  p( p  —  '  a  )  =  o. 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  les  vecteurs  qui  joignent  un  point 
de  l;i  sphère  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  rectangulaires. 
L'équal  ion  l  i  »  développée  s'écrit 

z-  —  ■>.  S  ap  -r-  a-  —  R2  =  o. 

Ce  qui  montre  que  toute  équation  scalar  de  I < «  forme 

A  p!  h-  2  BS  ap  -+-  G  =  o,         où         An 

représente  une  sphère,  car  on  pourra  toujours  l'identifier  à  l'équa- 
tion |  i  ). 

Soit  S    une  deuxième  sphère  quelconque  de  rayon  15    ayant   son 

cenl  re  en  (3, 

S'  =  (p  —  p)«-j-  R'ï=o. 

L  intersection  de  ces  deux  sphères  (i)  el  l  S  |  se  trouvera  sur  l;i  sûr- 
face 

(a)  (p_a)î_+_a2=(p  — P)s  +  R'2, 

c'/est-à-dire  le  plan 

<2)  aS(p  —  a)p-4-««—  J3«-+-R2—  R'2  =  o 

qui  esl  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  3  a.  L'intersection 
est  donc  une  section  plane  de  chacune  des  deux  sphères  el  par  consé- 
quent un  cercle: 

Le  plan  i  2  i  s'appelle  plan  radical  des  deux  sphères.  Il  esl 
toujours  réel,  même  si  les  deux  sphères  ne  se  coupent  pas.  Cela 
provient  de  ce  que  l'équation  (a)  peut  avoir  une  an  in-  interprétation 
qui  résulte  des  considérations  suivantes  : 

Soil  Pi  Tn  i  un  poinl  quelconque  de  l'espace  el 

(  3  )  ;    =  775  -f-  ./■  A 

une  droite  quelconque  menée  par  ce  point.  Les  points  d'intersection 
de  celle  droite  el  de  la  sphère  |  i  |  seronl  donnés  par  l'équation 

(w-r-a?X  —  ai2 -h  R2  =  o 

ou 

<4)  >'-.'■'-—   './•-S  A  (ttt  —  a)  —  (tu  —  x)2-r-  R--!  =  o.       . 
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<  )n  \oii  <  1 1 1  «  -  le  produil  de.s  iistances  du  peml  I'  aus  points  de  ren- 
contre il«'  la  droite  el  d<.  la  phère  i  obtenu  en  posanl  I  /.  =  i .  ce  qui 
ne  diminue  en  rien  la  généralité  i,  esl 

_  (ro  _  «)î_  |>,2  _  dl  —  R»,  OÙ  d  =  CP, 

c'est-à-dire  indépendant  de  l;i  direction  de  X.  On  appelle  ce  prodoil 
constant  la  puissance  a1  u  point  Y  par  rapport  à  la  sphère. 

L'équation  (ûf)  montre  alors  que  le  plan  radical  peut  être  défini 
comme  le  lieu  des  points  ayant  même  puissance  par  rapporl  aux 
deux  sphères,  ce  qui  n  implique  pas  l;i  condition  <|u<'  ces  sphères  se 
coupenl  pour  que  1rs  points  du  lieu  soient  réels. 

Pour  que  les  points  de  rencontre  de  l;i  droite  el  de  l;i  sphère  soienj 
confondus,  c  est-à-dire  pour  que  l;i  droite  soit  tangente,  à  la  sphère, 
il  iaui  que  la  direction  a  soit  telle  que  les  deux  valeurs  de  a?  de  l'équa- 
tion (  i  )  soienl  égales,  c'est-à-dire 

(  ')  )  SO.Cm  —  <x)  —  À2[0  —  a)»-*-  R2J  =  o. 

Si  nous  remplaçons  dans  cette  équation  A  par  sa  valeur  tirée  de  (3), 

i    s  élimine  el    O0US  ;i\  nus 

S*<  p  -  ttt)(ct  —  a)  —  (p  —  bj)*[(tît  -  et)* -h  R2]  =  o, 

équation  «lu  cône  circonscrit  à  la  sphère,  car  tôul  point  de  la 
droite  i  3  i  satisfait  à  celle  équation,  si  À  satisfait  à  l'équation  (  5  i. 

Le  lieu  des  points  de  contael  de  la  sphère  ei  du  cône  s'obtiendr;i 
en  remplaçant  x  par  sa  valeur  dans  l'équation  (3).  Or,  les  deux 
valeurs  de  x  sont  maintenant  égales  el  l'on  a 

x  =  -f-  S  X(ro  —  ?.), 
en  supposant  encore  Ta  =  i .  Le  lieu  ésl  donc 

p  =  m  -+-  À  S  À (  ttt  —  a  ). 
Opérons  par  S  (tu       x),  il  \  icni 

S  p(ttt  —  a)  =  S  m(m  —  a)  -+-  S'2  À  (tu  —  %) 

—  S  m(rn  —  a)  —  (ttt  —  a )- —  R2         \  par  (5),  où  À2  = —  i  i] 
=  Sa  (m  —  a)-  H2. 

I  )  où  l'équation 

S(p—  »)(s  —  a)  =—  R», 

équation  d'un  plan  appelé  plan  polaire  du  point  P,  qu'on  appelle 
y>tî/e  de  ce  plan. 
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Si  le  centre  <!«•  la  sphère  es!  à  l'origine,  cette  équation  se  réduil  ù 

SptB  =-  W-. 

(  )n  Mut  que  le  produit  des  distances  du.  pôle  et  du  plan  polaire  au 
centre  de  la  sphère  est  égal  au  carré  du  rayon. 

Si  <  1  ;>  11  ->  L'équation  (5)  aous  supposons  que  le  poinl  I'  esl  sur  la 
sphère,  1<'  coefficienl  <!<•  a-  s'annule  et  l'équation  se  réduil  à 

S  Xi  gj    -  a)  =  o 
ou  bien  en  remplaçant  /.  par  ^a  valeur  tirée  <l<-  i  »  i, 

v      ; 7TT  )  I  TTT  —  a  )  =  o. 

Equation  d  un  plan.  Elle  exprime  que  la  tangente  o  —  w.  <  =  x a  i  esl 
perpendiculaire  au  rayon  de  la  sphère  du  poinl  <!<•  contact.  Ce  plan 
esl  I''  /'/'///  tangent  au  poinl  P. 

(  )n  peul  l'écrire 

S(p  —  a)  (ra  —  a  )  —  R-  =  o. 

La  transformée  d'une  sphère  par  rayons  vecteurs  réciproques 
s'obtiendra  <'n  remplaçant  dans  l'équation  de  la  sphère  p  par  kw~l. 
où  gj  esl  le  vecteur  de  la  figure  inverse. 

Or,  on  a 

P'1  P' 

en  désignanl  parjD  le  module  <1<-  ^.  La  figure  inverse  de  la  sphère 

A  'j"-  —  2  \i  xc  -f-  C  =  c 


esl  donc 


A  -  A   1  ■ 277Ï  <  ,    —    Il 

P'       /'■- 


mi  bien,  en  tenant  compte  de  ™-      —  />-. 

Cnr2-  2lî/  Sara  {-AÀ-*=  o, 

c'est-à-dire  que  c  esl  nue  sphère. 

Si  l  origine  d'inversion  esl  sur  la  sphère,  on  a  C  =  o  et  la  trans- 
formée esl  un  plan. 

B.  —  Applications  cinématiques. 

76.   Déplacements    finis   d'un    solide.  \mb   savons    que    l'opé- 

rateur 
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où  z  réprésente  un  vecteur  unité,  fail  tourner  un  vecteur  quel- 
conque p  coniquemenl  *  I  «  -  >.m  angles  droits  autour  du  vecteur  i  dans 
le  •*<,ii»  direct.  \l;n-  -i  I  on  remaroue  aue 


=  ros/// £  mii  m  - 

2  ! 


esl  un  verseur  quelconque  el  que  -i  I  on  pose 
•  m  .iiii.i 

on  voil  que  I  y  disparaissant  dans  l'opération 

(2)  q{      )<j-\ 

celle-ci  esl  exactemenl  la  même  que  celle  «lu  erseur  de  </.  c'est-à-dire 
que  l'opérateur  (2)  lait  tourner  un  vecteur  quelconque  autour  de 
I  axe  du  quaternion  q  de  deux  fois  l'angle  de  ce  quaternion. 

In    retourne  ment    autour    d'un     axe,    c'est-à-dire    une    rotation 
de  1  <So"  autour  «I  un  vecteur  quelconque  ?..  s'écrira  donc 


(3) 


xpa- >     ou     — a0oa0     °11     a      oa- 


Opérons  deux  retournements  successifs  autour  de  deux  axes  a  el  j 
concourants.  Le  résultai  sera 

3ap«    1  3    '=  3ap(3ar>, 

<•  est-à-dire  M/ie  roi  ni  ion  de  deux  lois  l'angle  du  quaternion  [3a  autour 
<!<•  l'axe  de  ce  quaternion.  Or  l'angle  'lu  quaternion  rta.  esl  ~ — 0. 
0  étant  l'angle  de  y.  ci  (3,  ci  son  axe  esl  perpendiculaire  à  x  ci  [3,  ht 
rotation  étant  positive  de  [3  vers  a.  Les  deux  rotations  précédentes 
sonl  donc  équivalentes  à  une  rotation  unique  de  l'angle  >.~ —  ih 
autour  de  I  axe  de  [3a,  c'est-à-dire  à  une  rotation  28  autour  de  l'axe 
de  a{3.  Donc  : 

Deux  retournements  successifs  autour  de  deux  axes  concourants 
équivalent  à  une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  aux 
deux  premiers^  d'un  angle  égal  au  double  de  l'angle  de  ce-  axes,  le 

sens  de  la  rotation  étant  celui  qui   va  du  premier  axe  au  second. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  ne  se  rencontrent  |>as.  Soil  A 
<  fi  g .  .>■>  1  leur  perpendiculaire  commune.  Prenons  V  comme  origine. 
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I.c  vecteur  z  du  point  I'  après  retournemenl  autour  de  a  esl  devenu 

AP,=  p,  =  xpa-1. 
Si    nous    opérons    un    deuxième    retournemenl    autour   de    p,    nous 

I    ig.    35. 


i|f\  mn»  incniHf  ciininif  m 


igine  le  point  B.  Soit    VR  =  o.  On  ;i  alors 


en  remarquant  que 


?2=BP'=  P(Pl— 8>p-« 

=  Bapa-ip-»H-8, 


Le  premier  terme  représente  une  rotation  <l«'  I  angle  26  autour  de  A. 

0  étant  I  angle  de  a  el  éj  i  cas  précédenl  1  et  l'on  a 

c'=  \ï>'=  papa   1  >-'  —  aS, 

c  est-à-dire  que  le  vecteur  ;i  tourne  <!<•  L'angle  2G  autour  de  A  el  que 
li    point    I*  ii   - 1 1 1  »  i    une  translation   2S   parallèlement   à  A.  D'où  ce 

1  In'-i  irème  : 

l>en.i  retournements  successifs  autour  <!«■  deux  axes  qui  ne  se 
rencontrent  pas  équivalent  à  un  déplacement  hélicoïdal  avant  pour 
axe  leur  plus  courte  distance,  dont  Vangle  est  le  double  de  I  'angle 
des  deux  axes,  el  <luni  la  translation  .■>!  le  double  de  la  distance  '1rs 
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deux  axes.  Le  sens  de  la  rotation  el   relui  dé  I « •   translation  vont  du 
premier  axe  au  deu  xième. 

(  )n  |)ciii  encore  énoneer  ce  résultai  de  la  manière  suivante  : 

Deux  retournements  successifs  autour  de  deux  axes  qui  ne  se 
1  cumul  rc  ni  pas  équivalent  au  déplacement  hélicoïdal  effectué  autour 
de  leur  plus  courte  distance  qui  amènerait  le  premier  axe  dans  une 
position  symétrique  de  celle  <|n  il  occupe  par  rapport  au  second. 

Inversement,  ce  théorème  permet  de  remplacer  un  déplacement 
hélicoïdal  par  deux  retournements,  et  cria  d'une  Infinité  de  ma- 
nières. 

77.  Le  premier  théorème  nous  permet  de  remplacer  une  rotation 
autour  d'un  axe  par  deux  retournements  autour  de  <leu\  axes  qui  lui 
sont  perpendiculaires  el  qui  le  rencontrenl  au  même  point.  Appli- 
quons ce  théorème  au  cas  de  trois  axes  concourants  en  un  point  O. 
Soient  a,  [j,  y  ces  trois  axes  supposés  par  exemple  unitaires,  de  sorte 
qu'ils  rencontrenl  la  sphère  unité  en  trois  points  \,  B,  C  détermi- 
nant sur  cette  sphère  un  triangle  sphérique  ABC.  Nous  supposons 
que  Je  sens  de  A  à  B  soit  négatif 'par  rapport  à  C,  c'est-à-dire  que  G 
se  trouve  du  côté  de  la   normale   unité  négative  du  plan  AOB,  ou 

Fie.  33  ! 


que  le  trièdre  OABC  esl  à  gauche  (Jig-  33).    Les  rotations  ayanl 

lieu  dans  le  sens  positif,  les  axes  A,  B,  G  se  succèdent  donc  dans  le 
sens  négatif.  Soient  alors  a',  3',  y'  les  arêtes  du  trièdre  supplémen- 
taire de  OA  BC.  Les  axes  3'  et  y'  sont  perpendiculaires  à  ()\  el  font 
entre; eux  un  angle  —tz  —  A.  Deux  retournements  successifs  autour 
de  y'  et  [j  seront  donc  équivalents  à  une  rotation  négatn  e  — '-»  (  ~ —  A) 


H')8  CHAPITRE    VIII. 

ou  positive  2  \  autour  de  <  >  \.  Cette  rotation  -  exprime  par 

5t*l      |a    *. 

De  même,  -i  nous  donnons  ensuite  une  rotation  positive  2B  autour 
de  a.  elle  esl  équivalente  à  nu  retournemenl  autour  de  (3  suivi  il  un 
retournement  autour  de  %.  Le  résultai  de  ces  deux  rotations  sera 

Vous  avons  ainsi  opéré  successivement  un  retournemenl  autour  de  y', 
deux  retournements  successifs  autour  de  [3  <  ce  qui  donne  '>»><>",  c'est- 
à-dire  (i  1  ri  un  retournemenl  autour  de  *'.  Ceci  esl  donc  équivalent 
.1  un  retournemenl  autour  dey  suivi  d'un  retournemenl  autour  de  a'. 
Dune,  si  nous  ajoutons  un  nouveau  retournement  autour  de  a  (qui 
donne  /en»  avec  le  précédent  1  suivi  d?un  retournemenl  autour  dé  y  ,  le 

résultai  sera  deux  retournements  autour  de  ■  .  <■  est-à-dire  zéro.  Mais 

1 

ces  deux  derniers  retournements  -mil  équivalents  à  une  rotation  ••<.. 
(  )n  ;i  donc,  quel  que  soil  p, 

■■'■  j1,  y.x -.  %    *  B—  n«-t=9i 
D'où  Ir  théorème  d'IIami/ton  iL.  343)  : 

Trois  rotations  positives  an  tour  des  trois  arêtes  d'un  frièd/r. 
ces  arêtes  se  suivant  en  sens  négatif,  et  d'angles  égaux  aux 
doubles  des  angles  dièdres  du  trièdre  sont  équivalentes  à  zéro. 

Ceci  donne  évidemmenl  le  moyen  de  composer  deux  rotations 
finies  quelconques.  <  *n  peul  aussi  démontrer  Ir  théorème  en  remar- 
quant que 

Yc(JBa*i        -i     v  >  ■■••  ■;-  c  =  y'a'.a  V.i'v'     (     )  -;"?'  .  '?*'.*'■;' 

et  « 1 1 1 4 -  le  second  membre  esl  une  ioentité.  Le  raisonnemenl  qui  pré- 
cède n  en  esl  que  lit  traduction  en  langage  ordinaire. 
Si  nous  posons 

nous  voyons  que,  quel  que  soil  z.  «m  ;i 

9?  7  '  =  p      iiu      yp  =  :-</• 

Ceci  montre  que  <y  esl  un  scalar.  Ce  scalar  esl  constant,  quels  <jn<; 
soient    V.  B,  t..  car  -1  I  <>n  différentie  '/.  on  obtient 

...  •  i$va*dC    ■    ■  '   ;'■     »<xArfB       •;'  pBaA+    û"A, 
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c'est-à-dire  ////  vecteur^  car  le  scalar  de  chacun  des  termes  esl    mil 
I > 1 1 1 -« j 1 1 < -  y  =  yc|SBa*esl   un  scalar.  Or  La  différentielle  d'un  scalar  ne 

I \iini    | >;i -~  être   nu   vecteur,  il  en   résulte  que  ce  vecteur  esl   mil. 

Donc  q  esl  constant,    appliquons  au  cas  particulier  «  I  <-^  axes  /.y.  /. . 
nous  aurons 

<7  =  ijk=  —  \. 

Hamillon  désigne  par  ./ .  y.  ^   les  angles  du   trièdre  et   l'on  ;i  alors 
l'<'<juation  d*Hamilton  \  L.  280) 

Y-pr«a:  =  —  i, 

i|in   contient,  ainsi   <ju  il   I  ;i   fail    remarquer,  toute  la   trigonométrie 
sphérique. 

Il  ne  faut  )>;is  oublier  que  x.  y,  z   sont  comptés  en  angles  droits. 

78.  Théorème  d'Halphen  (  '  I.  —  De  même  nous  pouvons  appliquer 
le  deuxième  théorème  du  n"  76  à  deux  ;i\e>  hélicoïdaux  A  el  A  .  Soii  A  B 
leur  plus  courte  distance  I  fig.  34)-   Soit  a  la   droite  qui  esl  amenée 

Fig.  3i. 


sur  AB  par  le  demi-déplacemenl  hélicoïdal  A  (c'est-à-dire  une  trans- 
lation égalant  la  moitié  de  l;i  translation  de  ce  déplacement,  el  une 
rotation  égalant  la  moitié  de  >;i  rotation).  Suit  b  la  droite  en  laquelle 
se  transporte  AB  par  le  demi-déplacemenl  hélicoïdal  A'.  Le  déplace- 
ment hélicoïdal  A  esl  équivalent  à  un  retournemenl  autour  de  a  suivi 
d'un  retournemenl  autour  «  I  «  *  \\\  i  n"  76  ).  Le  déplacemenl  A  s'obtienl 
ensuite  par  un  retournement  autour  de  \B  suivi  d'un  retournemenl 
autour  de  b.  Il  reste  donc  un  retournemenl  autour  de  '/  sm\i  <|  un 
retournemenl   autour  de  b.   c'est-à-dire   un    déplacemenl    hélicoïdal 

i1)  Nouvelles  Annales,  1882. 
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dont  la  translation  égale  deux  li>i-  la  |>ln-  courte  distance  (-1)  de  ces 
droites  «m  don!  l'angle  égale  < l<- 1 1 x  fois  L'angle  de  a  et  de  b.  Cesl  le 
théorème  d'Halphen  qui  permet  de  composer  deux  déplacements 
hélicoïdaux  Gnis. 

TU.    Rotation  finie  autour  d'un  point    fixe.  \  ne   rotation   finie 

autour  il  nu  point  lixe  peut  s'obtenir  au  moyen  d'une  rotation  autour 
il  mi  axe  [ki^-miiii  par  ce  point.  Smi  oc  I  a\<-  de  rotation  supposé  uni- 
taire, et  <>)  I  angle  il«'  la  rotation.  Si  aous  supposons 

U>  .       (>) 

(i  =  cos i-a  sin  —  , 

i  -± 

il    (Ml 

h)  t» 

q~l  =  ros -j.  sin  —  ; 

■i  ■>. 

l'opérateur  <lr  la  rotation  sera  t/i  \q  '.  Soienl  a.  A.  c  les  angles  de 
I  axe  avec  les  axes  de  coordonnées;  nous  poserons  : 

■    0) 
/    =  sin  —  co-'/. 
■2 

m  =  sin  —  cost>, 
i 

//    =  sm  —  cosc, 

2 

tu 
(»•    =  COS  —  • 
2 

Ce  -mil  les  paramètres  d'Exiler  l  '  ».  11-  sont  1  î  «'*  s  par  la  relation 

I-  —  ms  ■+-  H*-i-  <r2  =  i , 

el  alors  qous  avons 

1  "  '  q  =  w  •+■  li  -r-  mj  -+-  nk. 

Par  la  rotation  <•>  I  axe  /.  supposé  invariablement  fixé  au  solide,  est 
amené  dans  une  position  /   telle  < 1 1 1< -  : 

f  =  («■  —  /  -h  ///y  -  n/>  in  w  —  U  /»/  —  «A) 
—  (  wi —  /  —  mk  ■+■  «y  )  (  tr  —  //  —  my  —  nk) 
=  (w*-h  /*  —  m2  —  /i2)i-f-  2  1  /m  -i-  «»-n)y  -f-  2(7/?  —  (vm)k, 


(')  DARBOUX  (Théorie  des  sur/aces)  désigne  ces  paramètres  sous  le  nom  de 
paramètres  quaternionniens.  On  les  appelle  souvent  aussi  paramètres  d'OUn 
ef<   Rodrigue*. 
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"il  il  ■!'■  ini'iiic 


/'  =  i(  lin  —  wn  )i -+-  (  w* —  /2-f-  m2  —  n-  \j  -+-  21  «7  -4-  //?//  )A", 
/>'-— ?.(  I  n -~- uni  ii   ■    >i/n/i       tvl)j'-+-(iv- —  /- — mi-+-ni)k. 

Le  déterminanl  des  coefficients  «si  c^;il  à  -f-i.  <  l;i r  soii  I)  ce  déter- 
minanl .  <  )n  a 

S  l'y'**—  r>.S//7. 
D'où 

1  >  =  i . 

<  >m  .i  donc  les  formules  conlragradiantes  i  ç/".  a"  9(>,  \  I  )  : 

i  —  (ws-4-  l1 —  m-  —  n-  )i'-+-  2(//n  —  u/i  )/"  -+-  ■>(  In  -+-  wm  )/.', 
y  =  2(/ffH-«*>/i)i'-+-  (<r2 — /2-f-  //i2  —  /*'-  i/'  -i-  i(  inn —  wl)k', 
k  =  21  In  —  ivm  II'  — af<r/-    //;//  ly'-l-  (w2 — /2 — m-^-  n-jl'. 

Soient  \.  V,  Z  les  coordonnées  d'un  point  après  le  déplacement 
(par  rapport  aux  axes  /.y'.  /.  )  et  r.  r.  -:  ses  coordonnées  avant  1< 
déplacement,  on  a 

p  =  Xi  -+-  Y/  -4-  Z/  =  xi!  -\-yf  -\-  zk', 

et  cette  équation  permettra  <!  exprimer  \,  Y",  Z  en  fonction  de  f,y^  s 
ou  inversement  à  l'aide  des  transformations  précédentes. 

On  n'aura  d'ailleurs  pas  intérêt,  en  général,  à  employer  les  para- 
mètres, car  la  solution  directe  <!<■  la  question  au  moyen  de  l'opéra- 
teur conique  sera,  presque  toujours,  plus  simple  ri  plus  rapide. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  considère  un  déplacement  autour 
d'un  point  li\<-  et  que  l'on  détermine  la  position  <ln  solide  au  moyen 
de  trois  axes  mobiles  qu'il  enl  rai  m-  avec  lui  et  dont  la  position  est  déter- 

Fis.  35. 


minée  au  moyen  des  angles  (fEuler.  Soient  i  fig.  35  |  Oijk  les  imis 
.i\cs  fixes  et  Oi'j  /,    les  axes  mobiles,  o  étanl  le  vecteur  unité  dirigé 
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-ui\;nii  l'intersection  des  plans  (//),  (i'J  1  <'i  du  même  côté  de  i 
quey,  par  exemple,  qous  désignerons  par  »  I  angle  donl  il  faul  fair< 
1. Miiner  i  pour  l'amener  sur  0.  par  -l  l'angle  donl  il  faul  fain 
tourner  i  pour  l'amener  sur  0.  el  par  0  l'angle  donl  il  faul  fain 
tourner  /.  pour  l'amener  sur  /.  .  Si  y.  est  l'axe  de  la  rotation  qui 
amène  le  trièdre  Oij'k  en  coïncidence  avec  ()///.  el  w  l'angle  de  la 
rotation,  l'opérateur  de  celle  rotation  sera 

(cos^  -H«sin|)(         ^cos^-«sin^J. 


(  Calculons  le  11  uaternii  m 


q  =  cos—  ~  x  sin  —  • 

J  1  >. 


(  )m  peut  obtenir  le  déplacement    total  de   trièdre  au  moyen  de  trois 
rotai  ions  successif  es  : 

S  9 

1"   Une  rotation  »  autour  de  k  dont  l'opérateur  est  Ar*  |      1/.     '"  : 

0  '1 

■»."  »  0  »  0  »  0  "  (      1  0    '-; 

A  1 

3°  »  •}       »         £•'  »  /.'    2<     >*'2. 

(  )n  a  donc 

•\_  0    ? 

7  =  /  '     T  o5  /  -  . 
I  )  aul  re  pari .   on  a 

8  =  k?i=  I  coscp  —  /  sin  o  |i  =  t  costp  -f-  j  si  110 
el 

A-'  =  ofj/,  =  [cosO  -4-  sin  8  t  /  cosœ  -+-  j  sin  te  )]£ 

=  t  sino  sinO  —  j  sin  8  cosï  -4-  /  cos8. 
( )n  a  donc 

I"        •!/.•!/..  .    .  I 

7  =   I  (•<>>  -    -sin  -^  (t  sin  o  sin  '1  —  /  sin  6  cosç  +  /•  cosO  > 

f        8         .     ')     .  .   .        "I   /        <p  .    <p\ 

x      fos t-sin  —  (1  cos»  H    /  •«m  -  1       cos- — -  A  sin  —     , 

I         '  2  '        '   J  \       a  a,' 

ce  qui,  après  un  calcul  sans  difficulté,  prend  la   forme  (pour  faire  le 

calcul,  remplacer  les  sinus  et  cosinus  <le  -z,  et  0  par  leurs  expressions 

......  80 

en   lonel  mn   ih"s  lignes  (le    -    e|    - 

1  }. 

e      il         0  9  -4-  di    .    8         .    .    e  +  d;   .    8        ,    .    »  —  d«         8 

7  =  ces  J cos  -  -+-  1  ces sin  -  —  /  sin ■  sin  — 1-  /.  sin  - cos-  • 

■x  x  ■>.  -x       J  1  -x  ■>.  2 
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En  identifiant  avec  (#),  on  obtienl  lès  paramètres  d  Euler  en  fonc- 
ii le  »,  i.  fJ. 

M;ii>  on  peut  obtenir  directement  les  valeurs  de  /././>  en  effec- 
tuant directement  les  trois  rotations  indiquées  : 

La  première  rotation  transforme  /.  /,  /•  rn  it.j\.  /.'h  tels  < j u < • 

i'i  =  8  =  kï  1  =  i  cos  çp  -h  j  sin  cp, 
y,  =  kVj  =  /  cos çp  —  «  sin cp, 
/. ,  =  /. . 

La  deuxième  rotation  transforme  tt-j\-  /■  i  en  i2,  /...  /,.,.  tris  que 
'î  =  i'i  =  5, 

/'.,  =  o'Jy',  =  /1  cosO  -»-  k  sin  0. 

/,-2=:  k'  =  r/>  k  =  |cos6-H(tcoscp-+-y'sincp)sinOJ/l ■  —  1  sin o  sin  0  —  /cos cp  sin 64- A' cos 6. 

Enfin,  la  troisième  rotation  donne  (en  remarquant  que  ^y\/»"  for- 
ment un  m  stème  normal  > 

H  =  k'~T>  6  =  [cos<l» — sin-i/(/i  cosO — /\  sin 6;] 0  =  ocos^ — j\  sin  6  cosO  —  k  sinO  sin <l 
=  i'fcoso  cos  'b  -+-  si  no  sind'  cos  6)  -+-  j  1  si  110  cos  (l  —  sin  6  coso  cos 0) — k  sin  6  sini. 

(  )n  ;i  ensuite 

/ '=  k'-ty /•>  =  (cos']^  —  Â'sin^ )J2  =  ji  cosi  -4-  0  sin 6 
=  «(coso  sin'i — si  110  cos  6  cos  6)  —  /(coso  cos  6  cos-ji-t-sinosin  <!/)-*- A- sin  0  cos  i. 

Enfin,  on  a  trouvé 

/,'  =  j  sin  o  sin  0  — j  sinO  coso  —  À-  cosO. 

Le  calcul  est  ainsi  beaucoup  plus  rapide  et  l'on  é\  ite  même  tout  à  fail 
l'introduction  des  demi-angles  de  l'opérateur  conique  parce  que  1<-^ 
opérations  se  décomposent  en  rotations  de  vecteurs  autour  d'axes  qui 
leur  sont  normaux. 

Nous  trouverons  un  peu  plus  loin  i  n"  SX  >  \\\\c  application  impor- 
tante de  ces  formules. 

NO.  Mouvement  instantané  d'un  solide.  —  Tout  déplacement  fini 
d'un  solide  autour  d'un  point  li\<'  étant  une  rotation  autour  d'un  ;i\c 
passant  par  ce  point  fixe  l  ce  qui  doit  se  comprendre  dans  le  sens  que 
ce  déplacement  peut  s'obtenir  par  une  rotation  autour  d'un  tel  axe  i, 
il  en  est  évidemment  de  même  d'un  déplacement  instantané  quel- 
conque autour  d'un  point  fixe.  La  démonstration  analytique  <\<'  ce 
fait  a  en  même  temps  l'avantage  de  nous  donner  l'expression  de  1  axe 
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de  rotation.  Définissons  le  solide  au  moyen  <!<■  trois  axes  <>./,  r,-, 
entraînés  avec  lui  dans  son  mouvement,  el  soient  Oxyz  les  trois  axes 
fixes.  So il  M  mi  point  quelconque  du  solide  don!  le  vecteur  es!  p. 
On  a 

FI  1  /  8/  F    /•,     -.r/,  -r-   Z'kti 

.  I  OÙ 

rfp  ,  di\  ,  dj\  ^    ,  <IL ,         .   dx_     _    .   dy_        ,    dz_ 

dt  ~x  1i      *  ~di"lr  z  ~~dT  ~*~  *'  dt        h  dt  '  dt  ' 

Les  trois  derniers  termes  donnent  la  vitesse  relative  <lu  point  M  |>:n 
rapport  aus  axes  <  )./,  r,  r, .  qui  esl  nu  Ile.  On  ;i  donc 

rfp  ,  di\  ,  ilj \  .  dk\ 

dt  ~      ~dt  ~~ y  "dt  ~dt' 

i)v  il  esl  facile  «  I  «  -  voir  que  <7/,.  '//,.  dk  (  sont  coplanaires,  quels  que 
soient  x  .  y  ' .  z  .  <  >n  ;i  en  «  -Il  «  •  i  : 

dit  =  —  /i  i  ./i  rfe'i  )  —  /'î  i  /m  dit  \, 
dj't  :  —  i"ii  ij  d/i  l  /-v  k,  '//i  I, 
,//-,  =  —  /,  (  /,  (//,,  ,  —  /,  |  /,  d/c,  ), 


car  t|  '//,  =  i>.  etc.  ;  «I  <>ù 

o  j\di,  kidi\ 

Sdiidj1dki=—     l'id/'t  o  /•\'lj\ 

i\dk\  f\dky         o 


—  /'i  rf«i  O  A]  rf/t        = 

— /.,r//i     —kidji         o 


;'i  cause  <lr  /(  /  (        o,  il  où  i  \>l]  \-\-  i  \  di\  —  o. 

Le-  '/:  sont  donc  coplanaires,  quels  que  soient  x\y\z .  Par  suite, 
ils  suni  perpendiculaires  à  une  même  droite  <|m  <^i  la  normale  au 
plan,  el  donl  la  direction  est  donnée  par 

V  "5?  "i"  —  *«  (•"  dt  )  [li  -d7)  ~  "  </'  lu)  {^nr) 


ou  bien,  en  divisant  |>;"/i  —r  et  posant. 

rft. 


rf/ 


''    ^    (**%'> 


du 


.  dk, 
P-Ji-dl 


q  =  k 


<HI 


,,=-/, 


r// 


r  -  i    dh 


J\ 


dû 
dt 


la  direct  ion  de  I  axe  est 
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(  )n  ii  par  i  7.  \ 

d^  .  .  dj'i  .  .  dk% 

équations   qui,    exprimées   en    cartésien,    sonl    les   formules    dites 
de  Poisson,  i  Elles  sonl  dues  à  Euler.  > 
(  )n  a  d'aul re  pari 

-2  =  x,  (  iy,  —  q  k%  )      vi{p / ,  —  rit)-h3i(g  it  —  pj ,  i . 


<•  est-a-dire 


formule  qui  montre  bien  que,  à  L'instant  /.  lc>  vitesses  < le-  différents 
points  du  solide  sont  les  mêmes  que  si  le  solide  tournait  à  cet  ins- 
tant autour  de  Vaxe  ta  passant  par  O  avec  une  vitesse  égale 
à  Tw. 

L'équation  (y)  donne  l'expression  <lr  l'axe  de  rotation  el  les  rqua- 
1  ions  (3)  ses  composantes  sun  an!  les  ;i\cn  mol  aies. 

Si  nous  appelons  £(  la  vitesse  <lu  poinl  O.  nous  obtenons  La  for- 
mule fondamentale  qui  donne  la  vitesse  d'un  point  quelconque  du 
solide 


<*) 

E  = 

on  remarquera  que  1  on  ;i 

dit        .     . 

lu  =  Vtrtl1' 

dj\ 
dt 

Viûji,         -jj  =  Vtùku 
<-i  que  (o  ne  dépend  nullemenl  <lu  point  O  choisi. 

81.  Mouvement  absolu  et  mouvement  relatif.  —  Considérons  un 
système  en  mouvement  et  trois  axes  mobiles  auxquels  sont  rapportés 
les  points  du  système.  Ces  points  ont  un  mouvement  par  rapport  à 
un  observateur  qui  serait  entraîné  avec  ces  axes  mobiles,  el  ce  mou- 
vement s'appelle  un  mouvement  relatif. 

D'autre  part,  l<-  mouvement  des  ;i\<-^  mobiles  par  rapport  à  des 
.i\c>  li\CN  étant  supposé  connu,  on  appelle  mouvement  absolu  d'un 
point  «lu  système  mobile,  !<■  mouvement  de  ce  poinl  par  rapport  ans 
axes  fixe-..  \a-  problème  consiste,  étant  donnés  Le  mouvement  relatil 
du  poinl  et  !<■  mouvement  absolu  des  axes  mobiles,  c'est-à-dire  leur 
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mouvemenl  par  rappori  aux  axes  li\«->.  à  déterminer  le  mouvemenl 
absolu  'lu  point. 

Le  mouvemenl  que  prendrail  un  point  M  invariablement  fixé  aux 
axes  mobiles  el  entraîné  ;i\<<-  eux  - " ;i | » | »< •  1 1  < •  mouvement  d'entraîne- 
ment de  ce  poinl . 

Soii  alors  P  un  poinl  quelconque;  x.  y.  z  étant  ses  coordonnées 
el  pr  son  vecteur  dans  le  système  mobile.  Soient  ûa  son  vecteur  par 
rapport  à  l'origine  fixe  el  a  le  vecteur  de  l'origine  mobile  par  rappori 
à  l'origine  fixe.  On  ;i  i /'.  j.  /.  étanl  les  axes  mobiles) 

pa=  a  -i-xi-i-jrj  —  zA, 

d'où,  par  dérivation  totale  par  rapport  au  temps, 

p'a  =  »'  ■+■  *  ï  +  y.ï  ■*■  «  **  •+-  *'  *  +yj  -+-  *'*> 

équation  qui  montre  que  la  vitesse  absolue  p^  est  l;i  somme  géomé- 
trique de  la  vitesse  relative  (  ri-\-y'j -\-  z  le  i  et  de  la  vitesse  d'en- 

Iraînemenl   (p'e=  <*!-\-xi'-{-yj'-\- zk')   on 

Dérivons  une  seconde  lois  par  rapport  au  temps.  Il  vient 

p"  =  a."-+-  ->Jx'  ï-\- y'  /'—  j'/.')  -i-  x"  i-hj"  /  -+-  z' A  —  xi" -\- y /" -f-  ~/>", 

équation  qui  montre  que  l'accélération  absolue  srt  est  la  somme  géo- 
mél rique  de  trois  termes  : 

i"  L'accélération  relative  ('.y-  k  constants) 

x"  i  +  y"j  —  -"/i; 

'"  L'accélération  d'entraînement  (  ,r,  r.  s  constants) 

7."  -r-  x  i" -+-  j'y"  -t-  z  /.  "  : 

.!"  I  ne  accélération  «lit**  accélération  complémentaire 

•    '■'('-+-  v'/'—  z' k'). 

D'où  le  théorème  de  Coriolis  <  1 835  i  : 

U  accélération  absolue  est  la  somme  géométrique  de  l'accéléra- 
tion relative,  de  l'accélération  d'entraînement  et  de  l'accélé- 
ration complémentaire. 

L'accélération  complémentaire  s'écrit  en  remplaçant  i'-j-  k1  par 


82.    APPLICATIONS   A    LA   CINEMATIQUE.  177 

leurs  valeurs  \  tu/,  \  o>/,  \  <•>/.  où  /.  /.  /.  sonl  1rs  axes  mobiles. 

z"r—  ■>.  V  u>p{.. 

Elle  s  annale  lorsque  w  esl  nul  (  le  mouvemenl  des  axes  mobiles 
esl  une  translation  i:  lorsque  pJ.  =  o  (le  système  esl  en  repos  relatif  \ 
et  lorsque  la  vitesse  relative  est  constamment  parallèle  a  w. 

812.  Mouvement  central  d'un  point.  —  Supposons  que  l'accélération 
d'un  point  mobile  passe  constamment  par  un  point  fixe  que  nous 
prenons  comme  origine.  On  dit  alors  que  le  mouvement  du  point  est 
un  mouvement  central.  Soit  R  la  valeur  scalaire  <le  l'accélération 
(  variable  i:  on  aura  donc  p"  =  Rp0  et  par  suite 

Vpp"=  o, 
d'où  par  intégration 

Vpp'=T. 

où  y  esl  un  vecteur  constant.  Cette  équation  exprime  que  la  trajec- 
toire est  une  courbe  plane  contenue  dans  un  plan  perpendiculaire 

Soient  /•  Je  module  de  0  et  c  celui  de  v.  On  a  donc 

/•  ds  sinO  =  c  dt, 

6  étant  l'angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente  à  la  trajectoire  -f- 
Par  suite,  en  appelant  S  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur,  on  a 

dS  =  i  c  dt, 

expression  du  théorème  des  aires. 

Etudions  en  particulier  le  cas  classique  de  l'attraction  du  poinl  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  et  soit,  en  supposant  la  masse 
du  point  égale  à  l'unité, 

„  a'2  a'2 

?  =  -•?*?•= -fi  ?» 

on  a,  comme  ci-dessus, 

Vpp'  =  y. 

Opérons  sur  l'équation  du  mouvement  par  \   i       )•■.   il  vienl 

,,   „  «-  ,r    ,,     ,  a-  ,  d  /p 

VP  7  = 7  N  P  '  ??   = 7  (?  ?    —  ?  S  PP  >  =  "2  ~T      ~ 

d'où,  en  intégrant . 

I  y-  1  Vp'y  =  oa(  p0+  Âz), 
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où  k  esl  une  constante  el  a  an  vecteur  unité  fixe.  Opérons  sur  cette 
équal ion  i  se  )  par  Sp.  Il  \  ienl 


s  50' • 


/■       /-Sx; 


ou  bien,  en  désignant  par  0  I  angle  de  a  el  de  a, 

—  =  r(\  -+-  /.  cosO  ). 


l 'osiins  —  --=  i>.  il  \  ienl 
tt-       ' 


r(\  -r-  À-  cos6)  —  /», 


équation  polaire  d'une  conique  ayanl   un  foyer  h  l'origine.  Opérons 
maintenant  sur  (  a  )  par  \  y.  11  vient 

X  VN  P'ï        v  /  \- 


(  )r  le  premier  membre  s'écrit 


VvV  ''-'  1  -'2 

'       =  -r  (Ys P  T  —  P  Y")  =  —  P      ..  =/>P  • 
a2  a2     '     r  '       r  '  '    a2      r  ' 


on  a  floue 


p'=  —  -  Vr;  ^  I  Y-s,,. 
/,  /> 

1  c  qui  montre  que  Vhodographe  «le  la  trajectoire  [c'est-à-dire  le  lieu 
obtenu  en  portant  à  partir  «l'une  origine  fixe  fies  vecteurs  égaux  aux 
vecteurs  vitesse  el  joignant  leurs  extrémités  par  une  courbe  continue 

1  Iliimilton )|  est  un  cercle  de  rayon  —  et  dont  le  centre  est  au  point 

—  -  \  y.",  car  le  module  du  veeleur  de  direction  variable  —  \  y  z..  esl 

/'  /'       '  ' 

constant  el  egaJ  a  — 

Le  mouvemenl  étant  central,  on  ;i  \  00*  o  et,  t >•' >'  suite,  a"  étant 
parallèle  à  la  tangente  de  l'hodographe,  on  voit  que  les  tangentes  à 
Vhodographe  sont  /><t/(i/lèles  aux  rayons  vecteurs  de  l<i  trajec- 
toire dur  points  correspondants. 

La  loi  de  I  hodographe  circulaire  apparaît  ici  comme  une  consé- 
quence de  la  loi  du  carré  inverse.  Hamilton  1  E .  419  )  a  montré  que, 
réciproquement,  aucune  autre  loi  de  force  centrale  ne  peut  donner 
lieu  à  un  hodographe  circulaire,  à  moins  que  l'orbite  elle-même  soil 
circulaire  el   que,  de   plus,   le  centre  d'accélération  soit  au  centre  du 


82.    APPLICATIONS   A    LA    CtXÉMATIQI  E.  170, 

cercle.  De  sorte  que  la  loi  de  la  nature  peul  être  considérée  comme 
caractérisant  el  caractérisée  par  l'hodographe  circulaire. 

Voici  une  démonstration  de  ce  principe,  qui  est  à  peu  près  celle 
que  donne  Hamilton  |  /„'.  119,  (  17)]. 

On  a.  par  le  théorème  «le--  aires, 

.-  Ù.  - 
dt  ~~  r' 

Soil  /■,  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe.  Puisque  la  tan- 
gente à  I  hodographe  est  parallèle  à  p,  on  a,  en  appelant  v,  la  vitesse 
il  un  point  de  l'hodographe, 

fis'  _  i',dt  r- 

'/■->         c  dt  c       ' 


mais  on  a 


P"=  -R?c 


D'autre  part,  la  vitesse  d'un  point  de  l'hodographe  est   —  1= 

I  )one  on  a  c,  =  R.  D'où 

.  .  .     .,.      .  ,  force  (  --  \\  1  x  rarré  de  la  vitesse 

ravon  de  courbure  de  1  Itodo^raplic  =  : : 

constante  des  aires. 


La  constante  des  aires  ne  dépend  que  des  conditions  initiales.  Donc. 
pour  que  l'hodographe  soit  un  cercle  <  /•,  =  const.),  il  faut  que  l'on 
ait 

foi  ce    -   r-  —  const. 

ratant  obligés  de  nous  limiter  sur  ce  sujet,  nous  arrêterons  là  les 
exemples  d'applications  mécaniques:  mais  le  lecteur  peut  voir,  déjà 
que  les  procédés  de  l'analyse  quaternionienne  et  vectorielle  s'a 
appliquent  particulièrement  bien  et  avec  une  très  grande  simplicité. 
Pour  achever  de  se  familiariser  avec  les  procédés  à  employer,  nous 
ne  pourrions  mieux  lui  conseiller  que  de  prendre  un  chapitre  complet 
d  un  Traité  de  Mécanique  tel  que  celui  d'Appell  bu  de  Bouasse  et  de 
l'étudier  en  en  traduisant  les  équations  vectoriellement.  il  pourra  se 
convaincre  ainsi  que  cette  analyse  est  en  quelque  sorte  la  langue 
naturelle  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique. 

Il  aura  intérêt  toutefois  à  réserver  l'étude  de  chapitres  traitant  du 
potentiel  ou  de  1  attraction  ou  encore  de  I  équilibre  et  du  mouvement 
des  fluides  jusqu'au  moment  prochain  où  nous  lui  aurons  présenté 
les  fonctions  d'espace  el  les  opérateurs  différentiels. 


iSo 
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C.  —  Courbes  gauches. 
83.  Courbes  gauches.  —  l  ne  équation  de  la  forme 

p  =  ?(0, 

où  <p  esl  une  fonction  vectorielle  <le  la  variable  scalar  /.  dépendanl  de 
trois  vecteurs  constants  a,  (â,  y  non  coplanaires,  c'est-à-dire  de  la 
forme 

jî  =  a«pi(0-^P?ï(0-+-Y?8(0i 

représente  évidemment  une  courbe  dans  l'espace  lorsque  la  variable t 

\ari<\  les  loin  lions  çp,,  'j2,  ce.,  sont  supposées  scalaires  et  (railleur» 
quelconques. 

La  tangente  à  la  courbe  au  point  t  sera  parallèle  au  vecteur 

p'=  ç'(0=a®/i(0+P?î(0-i-ï{P,3(0 

et  l'équation  de  la  tangente  sera 

p  =  ç>(*  |-t-a7ç'(/). 

Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  (pie  la  variable  scalar  t  est  Yarc  de 
courbe  s  de  la  courbe  compté  à  partir  d'une  origine  quelconque  fixe 
sur  la  courbe.  On  a  alors 

car  T  dp  =  ds  ou 

p'2  =  —  i  • 
d'où 

Sp'p"  =  o         ou  p'p*  =  o  en  supprimant  S, 

les  dérivées  étanl  prises  par  rapporl  à  s.  Cette  équation  permet  de 
simplifier  beaucoup  les  résultats. 

Non-  désignerons  par  G  l'angle  <le  deux  tangentes  infiniment  \m- 
sines  à  la  courbe,  c'est-à-dire  Vangle  de  contingence.  La  limite  du 
rapporl 


lorsque  ds  tend  vers  zéro,  s'appelle  rayon  de  courbure  nu  point  M. 
Nous  verrons  un  peu  plus  loin  la  raison  de  cette  dénomination. 

Soient  P  un  poinl  de  la  courbe  et  p  son  vecteur.  Menons  par  V  une 
droite  quelconque 

VS  =   Z  -h  XI. 
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La  distance  «lu  poinl  I"    :  p -\-da  â  cette  droite  esl  [73.  (8)] 

—  a   J  V  a  dp  —  —  a~ l  V a  [  p'dt  -b  -  p"  <r/£2  -f- .  .  .  J . 

l'Ile  esl  en  général  du  premier  ordre  el  sera  du  second  si  l'on  a 

Vap'  =  o         ou         a  parallèle  ;i  p'. 

On  peut  par  conséquent  regarder  la  tangente  comme  la  droite  qui 
a,  au  point  P,  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe.  Cette 
condition  la  détermine  complètement. 

Menons  par  le  point  I*  un  plan  quelconque  normal  à  un  vecteur  au 
La  distance  du  point  I*'  =  î  +  rfp  à  ce  plan  a  pour  expression 

—  a-iSadz  =  —  *-*S*(p'dt  -+-  -  p"dt*  +  ^  p'"dl3-h. 


Elle  est  en  général  du   premier  ordre.  Elle  sera  du  second  ordre  si 

l'on  a 

oty'  =  o, 

c'est-à-dire  si  le  plan  passe  par  la  tangente,  et  du  troisième  ordre  si 

Ion  a  en  même  temps 

ap"  =  o, 

c'est-à-dire  si 

a  ||  p'  x  p". 

Le  plan  particulier  ainsi  déterminé,  passant  par  la  tangente  et  dont 
la  normale  est  A  o'p'r,  s'appelle  plan  oscillateur  au  point  V.  Il  a  en  ce 
point  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe,  condition  qui  le 
détermine  complètement. 

Un  cercle  étant  déterminé  par  trois  points,  nous  pouvons  faire 
passer  un  cercle  par  trois  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  cl 
celle  condition  le  déterminera.  Soient  les  trois  points 

P  =  p,         V  =  p  -+-  o'  dt,         P"  —  o  -h  o' dt  -h  -  "/ '  df1. 

Le  plan  qui  contient  ces  trois  points  aura  pour  équation 

S(ttt  —  p)a  =  o, 

ci  l'on  doit  a\  oir 

Sp'  dtoi.  =  o, 

S  f  g'dt  H —  o"  rfr-  )  a  —  c  : 

d'où 

«llVp'p". 
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Le  plan  qui  contient  le  cercle  en  question  est  Jonc  le  plan  os<n- 
lateur. 

Pour  déterminer  le  centre  «lu  cercle,  nous  remarquons  que  le 
rayon  du  cercle  devanl  être  normal  à  ds  à  ses  deux  extrémités,  le 
(••litre  se  trouve  sur  l'intersection  «le  deux  plans  normaux  infini- 
menl  voisins.  Or  le  plan  normal  au  poinl  I'  a  pour  équation 

Si  bj  —  p  lo'      o  : 
le  plan  normal  an  poinl   lv  est 

On  en  déduit  facilement  que  l'intersection  des  deux  plans  normaux 
esl  parallèle  à  \  o'p",  c'est-à-dire  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur. 

Le  centre  du  cercle  s'obtiendra  en  abaissant  du  point.  P  une  per- 
pendiculaire sur  l'intersection.  En  mettant  l'origine  en  P,  cette  per- 
pendiculaire est 

s  V  p'  V  p  '  p"  =  y  p"         (  ca  r  S  p'  p*  =  o). 

Cherchons  son  intersection  avec  le  plan  normal  en  P'.  c'est-à-dire 

S(ra—  p' ds  m  p'-+-  p"*fo  i  =  o, 
on 

S  (y  p"  —  p'  t/s  i  i  p'-+-  p*  r/.ç  |  —  o. 

(  )n  trouve  immédiatement,  en  appelant  C  le  centre  du  cercle. 
~rc.  =  y?"  =  —  p'-i  =  _  1 . 

Le  centre  du  cercle,  que  l'on  appelle  cercle  oscillateur,  est  donc 


Sun  rai  "ii  «'si 


<•  est-à-dire  précisément  le  rayon  de  courbure. 

De  même,  une  sphère  «''tant  déterminée  par  quatre  points,  on 
appellera  sphère  osculatrice  «le  la  courbe  au  point  I*  la  sphère  qui 
passe  par  le  poinl  P  et  trois  autres  points  infiniment  voisins.  Soit  la 
sphère 

i  ra  —  %)x  =  —  R!. 


7  =  P  — 

i 

i 

ds 

ds 

-%' 

1  dp' 

"  "Ô 
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(  )n  écrira  les  équations 

(.p   -  7)-=  K2. 

i  p    •    p'ds 7.  f-  —  —  I'.  - , 

(p  —  p'rfs  ■+-  -  pV**-  a)  .=   -  I',-\ 
I  ,  i  i  N2 

(  p  o'c/.s-         -   5  flS!H r  b"  US3 —  2  )     :-  —    l>-'. 

Y  2  0  '  / 

équat ions  qui  donnent 

(  p  —  y.)"-  =  —  R2, 

S(p  —  a  )p*  =;  o. 

Si  p  —  %)p"  -+-  I  —  o, 

S(p  —  a  |p'"  =  o. 

La  seconde  et  La  troisième  expriment  que  le  centre  de  la  sphère 
est  sur  l'intersection  de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins.  Nous 
savons  que  cette  droite  esi  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  On 
l'appelle  axe  du  plan  oscillateur. 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  se  projette  «loue  au  centre  du 

cercle  osculateur,  c'est-^à-dire  que  celui-ci  esl  tout  entier  sur  la  sphère 

oscillai  lice. 

En  développanl  o  —  y.  en  fonction  de  \  o'a",  \  ù"q'".  \  a'"p'  à  l'aide 
rit  i     i  i     i  t      t 

des  équations  qui  précèdent,  on  trouve  sans  difficulté  pour  le  centre 
de  la  sphère  osculatrice  [voir  n°  66,  (H)] 

Vp'p'" 

a  =  0  H r—r. — rr.  • 


Sun  ra\  on  esl 

TVo'p'" 

1  («—  p)=  ^    o  ',    »    ■-  • 
±Sp  p  p 

<S4.  Trièdre  normal.  —  En  un  point  (lune  courbe  gauche,  nous 
soyons  que  la  tangente  et  la  normale  au  plan  osculateur  forment  avec 
la  normal»'  dirigée  vers  le  centre  du  cercle  osculateur  i\\\  trièdre  tri- 
rectangle.  Nous  appellerons  trièdre  normal  le  trièdre  formé  il«- 
trois  vecteurs  unités  suivant  ers  directions  définis  de  la  manière  sui- 
\  anlc  : 

i°  l  a  vecteur  unité  p'  suivant  la  tangente  dans  le  sens  de  la  des- 
cription de  la  courbe; 

2°  l  n  vecteur  unité  p*  dirigé  vers  le  centre  du  cercle  oscillateur. 
On  appelle  cette  direction  normale  principale.  Nous  désignerons  ce 
\  ecteur  unité  par  la  Jeu  re  v  ; 
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!"  I  n  vecteur  unité  perpendiculaire  aux  deux  autres  que  nous 
appelons  binormale,  qui  <'si  donc  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
el  i|in  a  pour  expression 

•m  =  Vp'v  =  p'v         (car  Sp'v  =o), 

ce  <[ui  définît  parfaitemenl  sa  direction  el  son  sens. 

Nous  appellerons  torsion  de  la  courbe  !<•  rapport  ~  <!<•  L'angle  de 
<lcu\  plans  osculateurs  infiniment  voisins  à  l'arc  de  courbe.  L'angle  -. 
s'appelle  angle  de  torsion,  Il  e>i  positif  lorsqu'un  observateur 
couché  sur  la  tangente  avec  la  tête  en  p'  \  i»ii  le  plan  osculateur  (  ou  la 
binormale)  tourner  dan-   le  sens  direct.    Il  esl    négatif  dans  le  cas 

conl  taire. 

ds 
L'inverse  de  la  torsion  /■,  =  —  s'appelle  rayon  de  torsion.  C'est 

une  quantité  algébrique  qui  a  un  signe  et  nullement,  comme  le 
rayon  <\c  co*urbure,  le  rayon  d'un  certain  cercle,  qui  serait  toujours 
positif  ou  saii-  signe. 

80.  Formules  de  Frenet.  —  Considérons  lé  frièdre  normal  au 
point  P  de  la  courbe  h  cherchons  1rs  différentielles  de  0',  ;j..  v  quand 
le  point  P  se  déplace  infiniment  peu  sur  la  courbe.  On  a  d'abord 

ds 
dp  =  p"  ds  =  Tp"  Pq  ds  —  —  v  =  ôv  (J). 


On  a  ensuite 
d'où 


fi  =  p  X  v, 

di  =  -J  x  di  -T-  do'  x  v 


=  p':     rfv 


(')  Dans  tout  ce  qui   suit,  r représente  le  rayon  de  courbure,  i\  le  rayon  de  tor- 
sion et  R  ce  que  nous  appellerons  plus  loin  l<-  rayon  de  courbure  totale. 
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Donc,  du.  es\  perpendiculaire  à  p'.  Mais  du.  est  aussi  perpendicu- 
laire à  '.>..  puisque  u  esl  unitaire.  Par  suit»-,  du.  e>t  parallèle  à  v.  Ou  a 

«loue 

d\j.  —  p>i, 

l>  étant  un  scalar.  Mais  v  ('-tant  unitaire,  P  =  —  ~  d'après  la  définition 
de  t.  Donc 

d\X  =   TV. 

(  )n  a  alors 

rfv  —  d'( (jl  x  p')  =  d\i  xp'+  ;-».  X  c?p'  =  ;jit  —  Dp' : 
d'où  les  formules  de  Frenet  sous  forme  vectorielle 

(   dp'-  Ov, 
(F)  j    dv  =  —  Op'-i-Tjji, 

on  voit  ([lie  Ton  a 

S  dp' dv  d\x  =  o. 

On  peut  amener  le  Lrièdre  de  sa  position  à  une  position  parallèle 
à  sa  position  au  point  P' voisin  de  P  par  une  rotation  autour  d'un  axe 

V  dp'  d>  ||  0;jl  4-xp'. 
Posons 

0   =   OjJL  -H  Tp' 

el 

nous  voyons  que  nous  avons 

dp '  =  Ov  =  o  X  p' 
el  que,  de  même,  on  ;i 

di  =  —  0p'  -+-  zii  —  o  x  v 

el 

rf[i.  =  TV   =   Ô    X    \X. 

Par  conséquent,  o  csi  l'axe  de  rotation  instantané  <lu  lrièdre  normal, 
en  grandeur,  direction  et  sens,  et  la  grandeur  de  la  rotation  instan- 
tanée est  co:=:-(- y/8 2-f-Ta,  c'est-à-dire  la  quantité  appelée  parLancret 
courbure  totale  de  la  courbe. 

Il  est  facile  de  voir  quelle  est  la  nature  géométrique  de  l'axe  o.  Le 
plan  contenanl  la  binormale  et  la  tangente,  c'est-à-dire  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  normale  principale  au  point  P  et  appelé  par  Lan- 
cret plan  rectifiant,  a  pour  équation 

S  GTV    =  O. 
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Le  plan  infiniment  voisin  sera 

Leur  intersection  satîsfail  à  1  équation 

Sttj  dyt  =  o. 

<   )l)    il    (ll)llC 

TTî  =  Vv  tii  =  Ou  -+-  zp's     3 . 

L'axe  instantané  esl  donc  la  caractéristique  du  plan  rectifiant.  On 
appelle  celte  droite  droite  rectifiante  (Lancret).  Elle  fait  avec  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  P  un  angle  C  : 

0        /•,  rayon  de  torsion 

tans£  = 


/•         ravon  de  courbure 


Le  déplacement  total  du  trièdre  esl  la  somme  des  deux  termes 

P8-T-I  o'âs 

dont  le  premier  est  1<'  bipoint  donnant  la  rotation  o.  le  second  le 
bivecteur  donnant  la  translation  p' ds.  Soit  \  un  point  sur  la  normale 
principale. 

A  =  IJ  +  ./  ,. 

L  e\pres>ion  devient,  en  exprimant  I'  au  moyen  de  V. 

A  î  —  x  |  v  X  8  -+-  |  p'  ds. 

L'axe  du  bivecteur,  c'est-à-dire  la  translation.,  deviendra  parallèle 
à  I  axe  de  rotation,  si  Ton  détermine  X  de  manière  que 

\  o(  —  a?Vvo  -f-  p'  ds  )  =  o, 
ce  (lui  donne 


«ds 
x  =  — -» 


t»u  bien,  en  posant  <  I  -ancrel  | 


ds 
K  =  —  =  rayon  de  courbure  totale, 


pa=5î. 


L'axe  du   déplacement   hélicoïdal  est    alors    AG.    La   vitesse   de 

talion  esl  <,).   la  translation  esl  — ■  z'o{>r/s        —  '- —  =  '— . 

1  (0  u 

Le  lecteur  pourra   trouver    des   développements   supplémentaires 
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dans  Le  Mémoire  de  M.  Fehk  :  Application  de  la  méthode  vecto- 
rielle de  Grasmann  à  la  Géométrie  infinitésimale  ('  |,  et  <h« n >  les 
Eléments  d'Hamilton  qui  contiennenl  d'importantes  applications 
géométriques.  ()n  pourra  aussi  consulter  un  Mémoire  que  nous  nous 
proposons  de  publier  prochainement  et  qui  contiendra  la  théorie 
systématique  des  courbes  el  des  surfaces  exposée  vectoriellemenl 
d'une  manière  élémentaire. 

D.  —  Surfaces  courbes. 

86.  I  ne  équation  de  la  forme 

(ii  F(p)=  const., 

où  y  est  une  fonction  scalar.  représente  en  général  une  surface,  car 
cette  équation  assujettit  p  à  une  seule  condition  et,  par  suite,  nous 
aurons  une  relation  entre  les  trois  coordonnées  .r.  r,  :■,  du 
point  l'(  p  i,  c'est-à-dire  l'équation  d'une  surface.  De  même  une 
équation 

(  2)  p  =  o(u,  v), 

où  cp  est  une  (onction  vectorielle,  et  u  et  v  deux  paramètres  variables, 
représente,  quand  on  fait  varier  l'un  des  paramètres  en  laissant  l'autre 
constant,  deux  systèmes  de  courbes  qui  engendreront  en  général  une 
surface. 

C'est  ainsi  que  l'équation  de  la  tangente  à  \\nc  courbe  gauche 

p  =  o(t  )  —  xv'  (t) 

représente,  quand  on  l'ail  varier  ci.  la  fois  x  et  /,  la  surface  dt'veloji- 
jtable  engendrée  par  ces  droites.  Les  paramètres  a  et  v  de  l'équa- 
tion (  2  )  peuvent  être  considérés  comme  les  coordonnées  curvilignes 
d'un  point  de  la  surface. 

87.  Directions  conjuguées  (  Dupin  >.  —  Soient  I*  un  point  de  la  sur- 
face et  (Q)  le  plan  langent  en  ce  point.  (Nous  supposons  toujours 
que  le  point  P  est  un  point  ordinaire,  c'est-à-dire  que  le  plan  tan- 
gent v  est  unique  et  détermine.)  Supposons  que  le  point  l'  se 
déplace  sur  une  courbe  C  tracée  sur  la  surface  et  soit  P'  une  position 
infiniment   voisine  de  ce  point  sur  la   courbe  C.  Soit  (Q  )  le  plan 

(')  Deuxième  édition.  Genève,  Librairie  Georg  et  Çu,  1907. 
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tangent  à  la  surface  au  poinl  I".   Les  deux  plans  |  Q  |  el  i  O')  se  cou-. 
penl   alors  suivanl    une  droite  A  qui  esl   la  caractéristique  du  plaît/ 
tangenl   en   I*.    Les  deux  directions  de  la  tangente  à  la  courbe  C  au 
poinl  I*  el  de  la  droite  A  sonl  dites  directions  conjuguées  (  '  ). 

Nous  allons  montrer,  en  effet,  que  la  droite  A  passe  par  le  point  P 
ei  que,  d'autre  part,  si  le  poinl  I*  se  déplace  dans  la  direction  delà 
droite  A.  la  nouvelle  caractéristique  du  plan  tangenl  esl  la  tangente 
à  la  courbe  C  au   poinl    I',  ce  qui  justifie  le  nom  de  droites  conju- 


guées. 


L'origine  étanl  placée  au  poinl  I'  el  n  étanl  la  normale  à  la  surface 
en  ce  point,  on  a  pour  tout  point  infiniment  voisin  de  la  surface 
l'équation  S//  dp       o. 

Les  jdans  tangents  en  I'  et  en  I"       dp,  on!  pour  équations 

S  bj  n  —  o, 
S i  777  —  dpi) ( n  -+-  du,)  =  o. 

La  deuxième  équation  s'écrit,  en  tenanl  compte  de  la  première  el 
de  S  //  dp,       o, 

S  7TÎ  dlll  =  o. 

On  voil  que  l'intersection  des  deux  plans,  c'est-à-dire  la  droite  A, 
liasse  par  l'origine;  sa  direction  esl 

dp.,  ssVndrii, 

c'est-à-dire  qu'elle  est  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  normales  inlinimenl  voisines  de  la  courbe  G.  On  a  donc 

V  dptWndni  =  o        ou        Sdp2dn,  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  direction  conjuguée  de  dût  esl  'perpendiculaire  à 
l'image  sphèrique  de  dp,.  Celle  équation  s'écril 

dx,  dx*  Si h  dv\  dy»  S  / t-  dz  ,  dz,  S  /.  -— -  =  o, 

ôx  J      J      *   oy  dz 

el  il  esl  clair  que  Ton  aurait  la  même  équation  si  l'on  cherchai!  la 
direction  conjuguée  de  dp2  -idx*-\-jdy*-\-kdz<i.  Donc  dp,  el 
dp2  sont  réciproquement  conjuguées  l'une  à  l'autre. 

XS.  Trièdre  caractéristique.  —  La  grande  facilité  que  donne  la 
considération  du  trièdre  de  Frenet,  pour  l'étude  des  courbes  dans 
l'espace,  nous  suggère  l'idée  d'employer  un  trièdre  analogue  pour 

(')  Dcpin,  Développements  de  Géométrie. 
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l'étude  des  courbes  tracées  sur  une  surface*   Nous  le  définirons  de  l;i 
manière  sm\ unie  : 

"Vhi-  prendrons  d'abord  un  vecteur  unité  tangent  à  la  courbe  dans 
la  direction  de  la  description  de  celle-ci  el  comme  deuxième  vecteur 
un  vecteur  normal  à  la  surface  ci  dirigé  dans  le  sens  de  La  concavité 
de  la  section  normale  suivant  la  tangente  à  la  courbe.  Nous  désigne- 
rons ce  vecteur  unité  par  //.  Nous  désignerons  alors  par  y  un  troi- 
sième \  ecleur  unité  situé  dans  le  plan  tangent  el  tel  que  le  sens  p',  y,  // 
soit  à  droite.  S  sera  un  vecteur  unité  dirigé  suivant  la  conjuguée  de  3' 
(caractéristique  du  plan  tangent)  et  situé  du  même  côté  que  y  par 
rapport  à  la  droite  qui  porte  p'.  Le  trièdre  de  Frenet  p',  v.  >x  sera 
défini,  par  rapport  au  trièdre  caractéristique  (fig*  >7  I,  par  l'angle  II 
de  la  normale  à  la  surface  avec  le  plan  oscillateur  à  la  courbe. 


J7p  = 


Désignons  momentanément  part,  pour  la  facilité  de  l'écriture,  le 
vecteur  0'  et  supposons  que  le  point  P  se  déplace  infiniment  peu  sur 
la  courbe.  Le  trièdre  caractéristique  deviendra  i'\  /',  n' .  et  en  dési- 
gnant par  e  l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines  à  la  surface 
quand  on  se  déplace  suivant  la  courbe  (]  el  par  '.!>  l'angle  que  fait  1' 
dans  s;i  nouvelle  position  avec  le  vecteur  0,  on  pourra  appliquer  les 
formules  du  n"  79  dans  lesquelles  on  fera  0  =  —  z,  parce  que  l'angle  £ 
est  rétrograde.  Tenant  compte  que  s  est  infiniment  petit  et  que,  par 
suite,  on  peut  remplacer  cose  par  1  el  sm:  par  z.  ces  formules 
de\  iennenl 

i'  =  i  co«  (  m  —  y  )  -•  j  sin  (  o  —  t!*).-f-  /.  si  n  y  z. 
/'  =  is'\n(  'l  —  -i  j  —  /  cos(  o  —  <b  )  —  /  e  cosy, 
/'  =  —  te  sin  o  -t-ya  cosï  -  k. 
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Mai-  e  —  il  esl  infinimenl  petit.  Posons 

o  —  ty  =  q 

ci  remplaçons  k  par  //  el  i  paro'.  Il  vient,  en  remarquanl  queeos^=i, 
$iïkg-=  g,  -in'L»        >in^  : 

l  d?'=      SJ        nesino, 
<L)  dj  =  —  gp' —  /iscostp, 

'   dn  =  e(—  p'  >in  »  -r-  /  cos  çp  |, 

formules  simples  el  qui  facilitent  singulièrement  l'étude  des  courbes 
tracées  sur  les  su  rfaces. 

L'angle  £  a  une  définition  géométrique  connue  qui  est  l'angle  de 
rie u x  normales  infinimenl  voisines  <lc  la  surface.  Nous  niions  voir  que 
L'angle  g  a  également  une  signification  géométrique  importante.  Si 
nous  projetons  l'angle t!/el  l'angle  h  sur  l<-  plan  tangent,  non-  voyons, 
en  tenant  compte  du  sens  des  angles  el  remarquant  que  l'angle  de  !> 
et  de  s  esl  infiniment  petit  et  que  H  <■-(  égal  à  l'angle  en  / . 

'I  =  -  f)sinH  +o 
ou 

g-  =  o  —  6  =  0  sin  H. 

L'angle  g  des  formules  (L)  esl  donc  la  projection  de  l'angle  de 
contingence  rl«'  la  courbe  sur  le  plan  tangent  à  la  surface.  On 
l'appelle  angle  de  contingence  gëodésique. 

Identifions  les  formules  (L)  avec  les  formules  de  Frenet,  nous 
aurons  d'abord 

dp        w  j       ri  •  sin  3  =  0  sin  H.  j  —  n  i  sin'j;  =  0v  =  8(/l  cos  II  -h  y  sin  H  I, 

il  où 

î  c<>s=.  =  0  cos  H. 

Si  mm-  identifions,  de  même,  la  troisième  formule  <  F), 

(h).  —  —  -■) 

en  remarquanl  que 

jjt  =  n  sin  II  — y"  cos  II, 
non-  aurons 

du  sin  H  —  dj  COS  II  /<  (  ns  II      -y  -in  II  )  d\\  =   —  ti  //'ces  II     -  /  -in  II  |, 

el  en  remplaçant  dn  et  c//'  par  leur-  valeurs  i  LY,  «m  trouve 

5  COSS  =  T-t-  rfH. 
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On  ;i  donc  les  trois  fonnules 

,  ^  =  0sinH, 

(  M  )  ■  i  si  m  ^  —  0  cos  II. 

'   —  £  ooso  =  c  •+■  dH, 

qui  rattachent  les  formules  (  L)  aux  formules  <  F  ». 
La  seconde  formule  i  M  »,  en  l;i  mettant  sons  la  forme 

E        .  0  „ 

-—sine  —  —  cos  H, 
ds        '        as 

montre  que,  pour  toute  section  plane  passant  par  une  tangente  déter- 
minée à  la  surface,  comme  s.  ds  d  es  sont  constants,  le  second  membre 


0  „         rosH 

—  cosH  =  — -— 
as  K 


où  K  esl   le  rayon  de  courbure  de  la  section,  esl  invariant,  ce  qui 
exprime  le  théorème  de  Meusnieu. 

La  troisième  équation  <  M  >  donne  de  même 


_1  SL  ^_  Éli 

r/s         '         ds         ds 

ce   qui    montre   que,    pour   toute   section   plane   faite  dan»    les   mêmes 
conditions,  la  quantité 

i        d\\  .  . 

1 -—  (  /'i  =  ra\on  <le  torsion  de  la  section  | 

/'i  ds 

«si  un  invariant.  C'est  un  théorème  d'OssiAN  Bonnet. 

Ht).  Les  applications  des  formules  (  L)  sont  1res  nombreuses  et  très 
intéressantes,  comme  l'on  doit  s'\  attendre,  puisqu'elles  introduisent 
immédiatement  les  éléments  géométriques  absolus  de  la  courbe  tracée 
sur  une  surface.  11  ne  nous  est  possible  d'en  donner  ici  qu'une  idée 
première. 

Il  existe  en  chaque  point  de  l;i  surface  deux  directions  conjuguées 

rectangulaires  entre  elles.  Nous   les  obtiendrons  en  faisant  cp  =  — » 

ce  qui  donne  au  mo\ en  de  |  M  i 

g    =  6  sinll, 
M    |  !  e     =  0  cos  II. 


' 


■+-  rfll  =  o. 
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D'autre  part,  les  équations  (L)  deviennenl 

<V//  =  —  i  p'. 

(  )n  l  ne  de  l;i  dernière 

V  dn  do  =  o 

qui  est,  par  conséquent,  une  équation  différentielle  vectorielle  îles 
lignes  de  courbure.  On  peut  en  déduire  une  équation  différentielle 
scalar,  car,  cette  équation  exprimant  que  dn  es!  parallèle  h  dp,  il  en 
résulte  que  \  //  dn  esl  perpendiculaire  à. dp  et]  par  suite,  on  a  Végua- 
lion  différentielle  scalar  des  lignes  de  courbure 

S/i  dn  do  =  o. 
Si  l'on  opère  sur  la  première  équation  |  L  i  par  S/,  il  vient 

sy  dp' =  —  g. 

Remplaçons^'  par  \  //  p '.  on  a 

o       ,    i  ,  S  n  do  d  o  IV 

i'  =  —  S  n  o  as  = t1- — -  =  -f— 

'  as2  (/s'- 

en posant 

N  =  —  S  n  dp  d2  p . 

Opérant  de  même  sur  la  troisième  équation  (  L),  d'abord  par  S:'. 

puis  par  Sy,  on  <>ht ienl 

c    ,    ,  S  dn  dj         L 

£  sin  o  =  b  o  dn  =  : =  — 

ds  ds 

et 

„       ,      ,       Sn  dn  do  M 

s  cos  o  =  b  n  dn  p  =  ; L  = —  : 

ds  ds 

en  posanl 

L  =  S  dn  do ,         M  =  —  S  n  dn  dp . 
ou  ii  doue  généralement, 


/L*-t-  M*  L 

Les  équations  i  M  |  donnent  également 

N 
taimll 


£  Si  II  Çp  L  </$ 

(les  valeurs  sont  importantes  dans  la  théorie  des  courbes. 
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Dans  le  cas  des  lignes  de  courbure,  <>n  a 

M  -,o, 


par  suite 


dï'  UnZn=Ldl 


90.  Lignes  asymptotiques.  —  On  appelle  lignes  asymptotiques 
d'une  surfiler,  celles  dont  la  tangente  esl  à  elle-même  s;i  propre  con- 
juguée. On  ;t  donc,  pour  ces  lignes  co  =  o,  ce  qui  donne  les  deux 
groupes  d'équal  unis 

!dp' =  gj, 
dj  =—gp'—  m, 
dn  =  tj  ; 

(       ^  =  0sinII, 
(Ma)  !        e  =  8cosH; 

[  -i  =  -.  —  dll. 

Les  formules  (La)  son!  identiques  aux  formules  de  Frenet  dans 
lesquelles  on  aurai)  7=  -  e.  On  voit  que  le  trièdre  normal  d'une 
asymptotiaue  esi  formé  par  la  tangente  à  la  courbe,  la  normale  <i 
cette  tangente  si I née  dans  le  plan  tangent  et  la  normale  à  la  sur- 
face. La  courbure  d'une  ligne  asymptotique  est  donc  «'gale  à  sa  cour- 
bure gçodésique,  el  le  plan  osculateur  de  la  courbe  n'es!  autre  que  le 
plan  langent  à  la  surface.  L'élément  de  courbe  d'une  ligne  asympto- 
tique est  la  plus  courte  distance  des  normales  à  la  surface  à  *<'s 
extrémités. 

L'équation  différentielle  de  ces  ligues  rsi 

S  dn  do  —  o. 
La  troisième  éauation  montre  une 


puisque  H  =  —  =  const.  La  torsion  esl  égale  à  l'angle  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines. 

On  verrait  immédiatement  que  si  deux  lignes  asymptotiques  se 
coupent  rectangulaire ment  en  un  point,  les  arêtes  <lu  trièdre 
normal  de  la  seconde  étant 

*"=/,        J'=  —  i}        n=  n. 
L.  i3 
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on  ;i,  pour  cette  deuxième  courbe, 

di  =  /8', 

dn'  =  —f?': 

d'où,  en  comparant  ;i\ ec  i  M„  l, 

6  =  0',        -.  =-'=o. 

Doue,  en  ce  point,  les  courbes  asymptotiques  ont  même  courbure 

et  une  torsion  nulle. 

Il  en  résulte  que,  si  une  surface  possède  un  réseau  de  courbes 
asymptotiques  orthogonales,  ces  courbes  sont  planes  et  ont  même 
courbure  en  c/iarjue  point  de  la  surface. 

91.  Lignes  géodésiques.  --  lue  ligne  géodésique  d'une  surface 
est  une  ligne  qm  joint  de  La  propriété  qu'en  chacun  de  ses  points  le 
plan  osculateur  est  normal  à  la  surface. 

On  a  «loue  les  équations  I  où  II  —  <>,  d\\  =  o  ) 

i         dp'      //'). 
(Lg)  dj  -  u-, 

f         dn  =  —  0p'—  /t; 

l     ■'  =  "• 

i  M.  i  /   Eshici  --  0. 

f  -.  =  —  i  l'osep; 

un  \Dii  que  la  courbure  géodésique  d'une  ligne  géodésique  esl  nulle 
en  chaque  poinl  |  g  -     o). 

Les  équations  (L»)  montrent  que  le  trièdre  normal  d'une  géodé- 
sique  est  formé  par  la  tangente  à  la  courbe,  la  normale  à  lu  sur- 
face i<|in  esl  la  normale  principale)  el  une  droite  <lu  plan  tangent 
perpendiculaire  à  la  tangente"(qui  est  la  binormale  ). 

Les  équations  i  ML)  montrent  alors  que  L'angle  'i  esl  donné  par 

0 
tango  —  —  =  lange, 

en  tenant  compte  que  dans  i  L»)  le  signe  de  /  doil  être  changé  pour 
obtenir  les  formules  exactes  de  Frenet.  Donc  : 

La  direction  conjuguée  «le  la  tangente  à  une  géodésique  esl  la 
rectifiante  de  cette  courbe. 
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Le  plan  rectifiant  de  la  courbe  géodésique  esl  le  plan  Langenl  à  la 
surface  lui-même. 

Ou  voil  immédiatement,  par  <  Ln  i.  que 

Snrfpt/'p  =-.\  =  o 

<"-i  l  équation  différentielle  scalaire  des  géodésiques. 

On  \(ni  aussi,  par  i  \l?i.  que  si  une  courbe  géodésique  esl  plane, 
on  ;i  t       o  et,  par  suite,  es  =  — •  D'où  le  théorème  : 

Toute  ligne  géodésique  plane  est  en  même  temps  lignede  cour- 
bure. 

Lit  réciproque  n'est  pas  vraie  uécessairemenl  comme  on  le  verra 
aisémenl . 

Si  une  ligne  est  à  la  fois  asymptotique  el  géodésique,  on  a,  par  |  M,  i, 
0  =  o  puisque  cp  =  o  ;  donc  : 

Une  ligne  qui  esl  à  la  fois  asymptotique  et  géodésique  est  une 
droite.  Nous  renvoyons  à  ce  sujet  à  notre  Mémoire  el  aux  Ouvrages 
déjà  ciics. 

EXERCICES  ET  NOTES  SUR  LE  CHAPITRE  VIII. 


\.  —  La  ligne  droite,  le  plan  et  la  sphère. 

i)!2.  Nous  n'ajouterons  que  peu  de  chose  aux  exemples  que  nous 
avons  déjà  donnés  dans  le  Chapitre  \  III  lui-même,  en  ce  qui  concerne 
l.i  ligne  droite,  le  plan  et  La  sphère,  car  les  exemples  caractéristiques 
traités  en  cet  endroit  permettent  de  se  rendre  compte  de  la  méthode 
ù  rmplm  rv  dans  chaque  cas. 

Voici  un  exemple  curieux  de  l'interprétation  des  caractéristiques 
fonctionnelles  du  calcul  donné  par  Hamilton  <  '  i. 

a.  Soienl  O,  \,  B,  P  quatre  points  de  l'espace  dont  les  trois  pre- 
miers MHit  donnés  el  non  collinéaires.  (  )n  pose 

OA'=a,        OB  =  p,        OP  =  ? 
él  l'on  considère  l'équation 


(')  fïishop  Law's  Premium  Examination.  1862.  —  Cf.  Tait,  Exercices  proposés 

ù  la   fin  de  son  Traité. 
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Si  la  caractéristique  F  <->t  remplacée  par  S,  le  lieu  de  P  esl  un 
plan.  Quel  est  ce  plan?i  Plan  perpendiculaire  à  a  mené  par  l'extré- 
mité de  'j.  \ 

l>.  Si  l'on  remplace  I  par  \  .  le  lieu  esl  une  droite  indéfinie.  Quelle 
droite?  i  Parallèle  à  a  menée  par  B.  > 

c.  Si  l'on  remplace  F  par  K.  le  lieu  de  I'  est  un  point.  Quel  point? 
i  S\  métrique  de  B  par  rapporl  à  (  >  \ .  l 

d.  Si  F  =  U,  le  lieu  esl  un  rayon  ou  demi-droite.  Quel  rayon? 
i  R;i\  mi  indéfini  (  )B.  i 

e.  Si  F=  I.  le  lieu  esl  une  sphère.  Quelle  sphère?  (Sphère  avant 
son  centre  en  ()  <i  OB  comme  rayon,  i 

/.  Si  F  =  lv,  le  lieu  esl  un  cylindre  de  révolution.  Quel  cylindre? 
(  Cylindre  de  révolution  autour  de  OA  et  passant  par  B.  > 

g.  Si  I-  =  T\  l  .  le  lieu  esl  un  cône  de  révolution.  Quel  esl  ce  cône'.' 
i  Cône  engendré  par  la  rotation  de  OB  autour  de  0  V.  | 

h.  Si  h  —  SI  .  le  lieu  esl  une  nappe  d  un  cône?  Quelle  nappe  el 
quel  cône?  (  Nappe  du  cône  précédent  décrite  par  OB.  i 

/.  Si  I-  =  \  L .  le  lieu  esl  composé  de  deux  rayons.  Quels  rayons? 
(  Rayon  (  )B  el  son  symétrique  par  rapporl  à  un  plan  mené  parO  per- 
pendiculairement à  a.  i 

93.  Variation  d'un  segment  mobile  i1  .  —  I.  Considérons  un  seg- 
menl  de  droite  PP'  porté  par  la  droite  mobile  A.  Soient  ot  son  vecteur 
unilé  directeur,  //  la  longueur  PP',  el  S  el  S'  les  trajectoires  des 
points  P  el  P',  S  celle  de  l'extrémité  de OM  sur  la  sphère  unité.  Nous 
avons,  en  appelant  ;  et  p'  les  vecteurs  de  I*  el  P', 

?  =?  +  "  a- 

Nous  supposons  que  '.  u.  a  .sont  des  fonctions  d  un  seul  para- 
mètre t.  Par  dillerent  lahon.  on  obtient 

dJ  =  do  ■+-  u  di  -+■  a  du. 

Opérons  successivement  par  Sa  el  S  dr.  nous  obtenons,  en  appelant 
ds.  ds  les  éléments  d'arc  de  S  el  S  dans  le  sens  du  déplacement, 
0  et  8'  les  angles  des  tangentes  à  ces  ;>\rs  avec  la  droite  A.  el  t.  :,  les 


(')  \\  .  DE  TannbnbbBO,  Leçons  nouvelles  sur  les  applications  géométriques  <hi 
calcul  différentiel.  l';uis,  Ilermann,  181)9. 
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angles  des  tangentes  PT,  PT"  avec  1  < *  tangente  MI  à  La  trajectoire  de  M. 
ri  dz  I  élémënl  d'arc  de  celle  dernière  courbe  : 

du  =  ds'  cosO'  —  ds  cosô, 
h  dz   =  ds'  cosîj  —  ds  cosî. 

Fie.  38. 


Si  nous  éliminons  da.  ei  du  en  opérant  par  Sarfa.  nous  obtenons 
ce  que  l'on  peul  écrire 


en  po>;inl 


da 

d.r 

a 

ds 

~dJ 

b 

db 

as 

dy 
~ds 

de 

dz 

c 

ds 

ds 

I  ds-  =  I'  ds'1 


V  = 


da  dx' 

ds'  ds' 

.       db  dy' 

ds'  ds' 

de  dz' 

ds'  ds' 


où  a,  b.  c  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  A.  où  ./•.  r.    -:. 
•  .  y',  z'  sont  respectivemenl  les  coordonnées  des  points  P  et  P'. 

II.   Soient   V,  B,  G  trois  points  fixes  dans  un  plan.  Si  Von  fait 

tasser  />nr    \.  B.  C  trois  côtés  d'un  carré  variable,  le  quatrième 
'été  du  carré  passe  par  un  point  fixe. 


i«i8 


CHAPITRE    VIII. 


Soienl  a  h  3  les  vecteurs  de  V  et  I>  <'u  prenanl  ( ..  comme  origine 
ci  X  un  vecteur  unité  suivant  la  direction  arbitraire  des  côtés  passant 
par   \  el  H.  On  aura,  en  écrivanl  que  CD  =  EF, 

CD5  =  —  (a r-  P)*—  S*|  3  —  a  l  /.. 

ou  bien,  puisque  À-  =       i . 

CD2--  la  —  [i,i>.2—  S*(o     -  3)>.  =_Vï(a— S)î  : 
il  où 

CD  =  T  V(a—  3)  À  =  ABsinO  =  ÂUcosa 

CD 
en  menant  (^(i  perpendiculaire  à    \H.  Donc — ——ou  (Ai  «'si  constant 

1  '  COSï 


et  le  point  (i  est  fixe.   La  démonstration  géométrique  CG     :  AB  est 
(I  ailleurs  é\  idente. 

On  remarquera  que  cette  construction  donne  la  solution  du  pro- 
blème suivant  :  Etant  donnés  quatre  points  dans  un  plan,  cons- 
truire un  carré  ci  ait  les  côtés  passent  par  ces  points. 

III.    Trouver   1rs   rayons  des  sphères    tangentes    au.r  quatre 

plans 

S  v.z  =  o,         S  Bp  =  o,         S *'p  =  o.         Sop  ==  i. 

Soit  }.  le  centre  il  une  des  sphères.   On  cent   que  1rs  distances  <\\i 
point  /.  aux  quatre  plans  sont  égales  à  \\.  Où 

d'oii,  en  appelant  a.  h.  c,  d  les  modules  de  a.  S,  y,  o. 

SaX===aR,        S3).=  =  6R,        SfX  =  ±cR,        S8X  =  i±rfR, 
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ci  il  s  uni  I  d  éliminer  A  entre  ces  quatre  équations  pour  obtenir  l'équa- 
i ion  en  lî.  On  emploiera  l'équation 

À  Sï'i-;  =  \  'ai  S-;/.  4- .  .  . 

et  l'on  opérera  sur  celle-ci  par  So  après  avoir  remplacé  Les  scalars 
par  leurs  \  aleurs. 

I>.    —    APPLICATIONS  CINEMATIQUES. 

\)ï.  Mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  I.  Soient  PetQ 
doux  points  de  la  figure  dont  les  vecteurs  sont  p  el  ff.  On  a  (le  point 
placé  sur  une  lettre  variable  indiquant  suivant  la  notation  de  Newton 
la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps  \ 

p    =  7  -f-  V  (0  (  p  —  7  ) .       ' 

Mais  o  est  dans  le  plan  et  Ton  peut  écrire 

(Il  0   =    J  -+-  f/   l(  p   T  ), 

/  étanl  un  vecteur  unité  constant  perpendiculaire  an  plan  el  q  un 
nombre  réel.  On  en  déduit 

i   .•  i  .• 

p  H l  0  =  (7  H 11  =  "', 

V  <7 

-'  étant  un  vecteur  constant  indépendant  du  point  P.  Par  suite, 

(a)  p  =  ?i(p  —  y), 

(•([nation  qui  montre  que  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  la 
figure  est  normale  an  rayon  vecteur  qui  joint  ce  point  P  à  Un  point 
li\c  C(y)  appelé  centre  instantané  de  rotation;  y  dépend  de  t. 
mais  non  du  point  I'. 

La  grandeur  de  la  vitesse  est  égale  à  la  longueur  du  rayon  vecteur 
multipliée  par  une  constante  q  que  l'on  appelle  vitesse  angulaire  à 
l'instant  t. 

On  obtient  des  résultats  analogues  pour  les  accélérations  en  •déri- 
vant l'équation  (  i  )  par  rapport  au  temps  /  : 

p  =  <j  -+-  (j  /('  p  —  a)  -+-  q  i\  p  —  i  ). 

Remplaçons  p       t  par  sa  valeur,  il  vienl 

o  =-»-)-  (çt  —  q')(?  —  <*), 
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qi  —  (j-  esl  un  quaternion  don!  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan. 
Désignons-le  par  w.  On  aura 

p  =  a  -+-  w>  (  p  —  a  )  ; 

d'où  l'on  tire  des  conclusions  analogues  ;'i  celles  que  nous  avons 
déduites  de  (i).  On  a,  en  effet, 

p —  w~  '  p  =  «  —  w~  iff  =  a         ou         p  =  w(p —  a), 

où  a  esl  un  vecteur  constant  qui  dépend  <le  /.  mais  non  de  P,  Le 
point  \n.)  s'appelle  rentre  des  accélérations  i  '  i.  Mais  ici  c  n'esl 
pas  perpendiculaire  au  vecteur  AI'.  L'angle  de  M*  el  de  p  esl 
constant  pour  tous  les  points  de  la  figure  (c'est  l'angle  du  qua- 
ternion w).  En  supposant,  comme  l'on  peut  toujours  le  faire  dans 
Tel  mie  géométrique  d'un  déplacement,  que  la  vitesse  angulaire  q  esl 
constante,  on  a  q1 =  <>  ci  w  se  réunit  à  — q-,  (  )n  obtient  ainsi  un 
nouveau  point  (j(a,  )  qu'on  appelle  centre  géométrique  des  accélé- 
rations. 

On  a,  en  supposant  q=  o, 

p  =—  y2(p  —  a). 

D'autre  part,  en  différentiant  t  2  |,  on  a 

p  =  y/(?_v,. 

Ki;alant  ces  valeurs  de  0  et  tenant  compte  de  (  ■>.  >.  il  vienl 

t   .- 
o<i  =  y «y. 

On  voit  que  d  e>l  sur  la  normale  au  lieu  du  point  C  à  une  distance 

...  Tv 

égale  a  — -  — -  • 
'/ 

L'accélération  est  alors  ;  — ^-la,       p)  ou  parallèle  à  PG. 

II.   Exprimer  les  composantes  j>,  <y.  r  de  Vaxe  instantané  en 
fonction  des  angles  d' Enler  z>.  d»,  8  1  cf.  n"  71)  ). 

L'axe  instantané  étanl  û  =  (pi'-h  qj -h  rk')  dt  peûl  s'écrire  aussi 

(  k  du      h  ■  d'I  +  8  rfO  )  =  1  /.•  ç'  -h  /. ■'  -V  -h  08'  )  cfr . 

(')  Si  Tp"=  constt,    on   ;i   T(p  —  a)  =  i'..   Les   points  qui  ii  un    instant  donné   ont 
même  accélération  sont  donc  sur  un  cercle,  ayant  poux  central  1e  point  y. 
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Exprimant  o  et  /."  en  fonction  <le  /    el  i ' ,  j  ,  «•  est-à-dire 
*  =  3-e*\      8  =  W 

et  égalant  les  coefficients  «le  /'.y".  /■    clans  l<">  deux  expressions,  <>n 
trouve 

y?  =  0  coscj/  —  cp  sin  0  sin  ty, 
q  =  0  sine!/  -+•  <p  sin  6  cos<l», 
/•  —  cp  cos6  -+-  <{/. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  composantes />|,  ^t,  r,  par  rapport  aux  axes 
fixes,  on  écrira,  de  même, 

/>i  i  -+-  q\j  -\-  r\k  =  Àcp  -+-  &'i|/  -+-  80, 

et  Ton  exprime  /    el  o  au  moyen  de  i\j\  k.  On  trouvera 

jix  =  0  coscp  -+-  &  sin 6  sincp, 
y,  =  0  sincp  -+-  'VsinO  coscp, 

/•,  =  cp  -4-  <b  cosO. 

III.  Soient  q  le  quaternion  qui  amène  le  trièdre  Oijk  dans  la 
position  Oi'j'/i'  et  s  l'axe  instantané  de  rotation.  Montrer  que 
l'on  a  l'équation  (où  l'on  suppose  Tq  =  i  ) 

%q  =  tq        <  Tait,  350). 

I  n  vecteur  quelconque  p  devient  en  effet  par  la  rotation 

ttt  =  q  pq~l  : 

d'où,  par  différentiation  par  rapport  au  temps  (où  l'on  doit  regarder  p 
comme  constant), 

m  =  qpq~l  —  q  ?q~l qq~*  =  77_1  -7  P7~'  —  7?7_1  -77   ' 
=  z\.V(qq-i).qpq-*  =  iV  .X  (qq-*)  .rs. 

Alais  m  =  A  £tu.  D'où 

s  =  ±\  qq~x. 

Si  q  est  unitaire,  on  a 

v7  7~'  =  7  7"1- 

D'où  résulte  la  proposition  énoncée. 

I\  .    Composer  trois  rotations  des  angles  :>.:,,  •>. :2.  •>. s:,  autour  de 
trois  axes  rectangulaires  concourants. 
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L'opération    de    La    rotation   s'obtient    au    moyen    «lu    craaternîon 

ij        //-•  j-:  r'  ou 

Y       i  cose3  -t-  /«■  sine3)  (cose2  -+-  j  sin  s2  i  (  cosfij  --  î  sin-i  ), 

donl  le  calcul  esl  immédiat.  L'opérateur  es!  alors  q(      )q   '. 

Rémarque.  Dans  le  cas  de  rotations  infiniment  petites,  le 
quaternion  se  réduil  à 

Cette  remarque  permel  souvent  de  simplifier  1rs  calculs. 

\  .  Montrer  que  les  points  de  contact  <V une  courbe  mobile  dans 
son  /dan  (mais  indéformable)  avec  son  enveloppe  sont  les  pieds 
des  normales  abaissées  du  centre  instantané  de  rotation  sur  la 
courbe  mobile  (Chasles,  1829). 

Soit  S  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  (  I'),  clic  a  pour  équa- 
tion p==-o(a)  ci  l'on  obtient  les  différents  points  de  la  courbe  en 
faisant  varier  u.  Supposons  que  la  courbe  soit  mobile  clans  le  plan  (P) 
en  restant  indéformable. 

Deux  positions  successives  de  la  courbe  s'obtiendront  au  moyen 
d'une  rotation  infinitésimale  autour  du  centre  instantané  G,  et  si  nous 
désignons  par  oz  la  variation  infiniment  petite  <lc  p,  le  point  P'  infini- 

Fig.  '4o. 


ment  voisin  <lr  I*  dans   la    position   voisine  de  la  courbe  (/'!,'•    |o) 
sera  donné  par  l'équation  (cf.  Exercices,  n°  94,  I) 

P'=P-+Prf*  =  P   -fjidt(V  —  C). 
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D'autre  part,  >i  le  poinl   P  se  déplace  sur  la  cruirbe  S  primitive, 

son  déplacemenl  sera 

—       ,        dp   , 
PO  =  dp  =  —  du. 

Ou. 

Les  points  I*  el  Q  coïncideront,  c  est-à-dire  qu  on  obtiendra  les 
points  de  ("encontre  de  S  avec  sa  position  infiniment  voisine  en 
écrivant 

Q-du  =  qï'àt(V      C) 

du  1 

mi  bien,  en  éliminanl  du  et  cit. 

o  =  Vo  il  P       «:/-  =  V<  P_G).i'^, 

1  '  ou  Ou 

équation  qui  exprime  que  la  normale  i  —  au  point  commun  M  passe 
par  le  poinl  G.  D'où  le  théorème  de  Ghasles. 

\  I.  Déterminer  les  composantes  de  V accélération  d'un  point 
mobile  dans  un  plan  suivant  le  rayon  vecteur  et  suivant  la  per- 
pendiculaire à  ce  rayon. 

On  peut  ('•crirc  en  coordonnées  polaires 

p  =  ri?  y., 

où  a  esl  un  vecteur  unité  fixe  du  plan. 

Les  composantes  de  La  vitesse  sont  obtenues  en  différentiant  p. 
(  )n  a.  pour  la  valeur  vectorielle  de  la  vitesse, 

p  =  /i?oL  -+-  ri?+x  aœ. 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont  donc  : 

....  •         dr 

Suivant  le  rayon  vecteur  =  r  =  -77 ; 

Lit 

....  il-  "  do 

Suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  =  rcp  =  /•  -—•* 

L'accélération  a  pour  valeur 

w  =  'f  -    /•  1? a.  -+-  ■?. r i?+  lxo  —  r if+* y. o- 4-  r i9+i a s 
=  t?  a  I  /•  —  /•  ©2  I  -r-  t?+1  a  I  >.  /•  o  —  r  3  I , 

ce  (|iii  donne,  pour  lc>  composantes  cherchées, 


RI 


[  rf(r»ç 

2 /-s  —  ro  = -7— - 
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95.  I.  Condition  pour  au' une  droite  mobile  engendre  une  sur- 
Idée  développât  le. 

Nous  j >< >n \ < >n-  considérer  la  droite  A  comme  une  émanante  de  l;i 
trajectoire  d'un  de  ses  points  el  aous  représenterons  par  x  le  vecteur 
unité  dirigé  suivant  la  droite.  En  rapportant  x  au  trièdre  de  Frenet, 
nous  pouvons  poser 

il  *  =  arp'-hy  v  -+-  s  \j.         avec         Ta  =  i. 

La  condition  nécessaire  el  suffisante  pourque  La  surface  engendrée 

par  la  «In nie 

7ÏT  —    S  —  Ut 

-<ui  développable  est  que  deux  génératrices  infiniment  voisines  quel- 
conques se  rencontrent,  ce  qui  donne  la  condition  |  n'  7.S.  19^)] 

S  a  dx  dp  =  o. 

Exprimons  dv.  au  moyen  de  111  el  des  formules  1  I*  1  (85),  nous 
Iroin  ons 

1  2  1  -    )-- —  z-)  —  Qxz  —  •;  dy  — y  dz. 

I  '(l^lllls 

x  =  •  •«><•!<.         y  =  siii'v  COST),  -  =  s i  11  •-!>  sinr,, 

en  désignant  par  à  l'angle  de  l'émanante  avec  la  tangente  à  la  courbe 
directrice,  et  par  r,  l'angle  du  plan  passant  par  la  tangente  et  par 
I  émanante  avec  la  normale  principale  (faire  la  figure  1.  l'équation  l  2  > 

<lr\  ii'nt 

tan ir  -It  z  -s-  drt)  =  0  sinr,. 

équation  dont  on  peut  tirer  de  nombreux'-  conséquences. 

II.  Si  un  plan  passant  par  la  tangente  est  entraîné  par  le 
trièdre  de  iie.net  et  fait  un  angle  constant  avec  la  normale  prin- 
cipale, sa  caractéristique  est  la  projection  sur  ce  plan  de  la  recti- 
fiante de  la  courbe. 

<  -ar  alors  r\       const.,  drt  =  o.  D'où  <  Exercice  précédent  1 

f»  • 
tango  =  -suit,  =  langÇsinij, 
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où  'Ç  est  l'angle  de  la  rectifiante  avec  la  tangente  à  l;i  courbe.  On  en 
déduil  facilement  le  théorème  |  Application  d'une  propriété  des 
triangles  sphériques  rectangles). 

III.   Dans   le   cas   oit    V émanante  reste  dans   le  plan    normal, 
trouver  rareté  de  rebrousse  ment  de  la  développai)  le  engendrée 

On  a  alors  'l  =  —  et  |  3  )  se  réduil  à 

x  ■+■  drt  =  G        ou        tj  —  C  —  T, 

où  C  es!  une  constante  et  T  la  longueur  de  l'indicatrice  sphérique 
de  la  binormale  comptée  à  partir  d'une  origine  arbitraire.  L'expression 
de  a  des  ierit 

a  =  v  cosr,  +  \x  sinr(. 

Kn  appliquant  alors  la  formule  |  10)  du  n°  73,  on  trouve 

3  —  p  -t-  rv  +  7-;x  tang(C  —  T), 

où  /•  es!  le  rayon  de  courbure  de  la  directrice. 

On  peut  déduire  de  cette  formule  toute  la  théorie  des  développées 
des  courbes  gauches. 

I\  .  Montrer  que  si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  de  courbure 
et  r,  le  rayon  de  torsion  (ou  l'inverse  de  la  torsion)  d'une  courbe 
en  un  point,  on  a 

l'arc  de  la  courbe  étant  pris  comme  variable  indépendante  <  cf. 
n°«3). 

On  a 

dip,p")  =  (p"°--+p'p")ds, 

d'où 

S  p"  d(  p'  p"  )  =  —  S  p'  p"  p'"  ds. 

Or,  on  trouve  facilement  (cf.  formules  de  Frenet  > 

d(  o  o"  )  =  u  d  — i —  du.  : 
»   '  /•        /• 

d'où,  en  opérant  par  So",  <>n  trouve  la  formule  proposée. 

\  .  Montrer  que  les  courbes  pour  lesquelles  le  rapport  de  la 
courbure  à  la  torsion  est  constant  sont  des  hélices  tracées  sur  un 
cylindre  à  base  quelconque  (Puiseox). 
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(  )n  ;i.  par  i  I'  i. 

dp'=v6.        rfjx  =  —  av8; 

d'où 

a  <-/:  —  </;./.  =  o. 

Le  vecteur  S  =  ao'-f- u.  esl  donc  constant.  Ce  vecteur  ii  la  direc- 
i  mu  de  la  réel  ifiante  ri  I  on  ;i 

5  s  o  =  8p  (ap  -i    [i.  I  =  —  ". 

La  tangente  à  la  courbe  l'ail  donc  ////  angle  constant  avec  une 
direction  fixe. 

\  I.  Ac/  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe 
.soit  sphérique  est  que  les  plans  normaux  passent  par  un  point 
fixe. 

La  condition  rsi  nécessaire.  Elle  esl  suffisante,  car  si  nous  mettons 
l'origine  au  poinl  fixe,  on  ;i  Spp  -     o,  quel  que  ^<>ii  p  <>u   I  a       const. 

J>.  —  Surfaces  coi  bbes. 

96.  I.  En  tout  point  d'une  géodésique  d'une  surface  de  révo- 
lution, le  produit  du  rayon  du  parallèle  par  le  cosinus  de  l'angle 
/le  l'inclinaison  de  la  géodésique  sur  h-  parallèle  est  constant 
•  i  héorème  <!<•  Claik  \ut  . 

y.  étanl  I  axe  <!<■  vé\  ni  ni  ion.  I  équation  il  une  surface  île  ré>  olution  esl 

S  ap  =  -ït  y"-  )  : 

<l  où,  par  différentiation, 

S  (  'j.  —  >  po'  i  dz  =  o. 

La  normale  <"-i  donc  parallèle  à  v.       2p»'.  L'équation  des  géodé- 

siques 

S  //  dp  <l-  p  =    n 

donne  al<  irs 

\  p"s  <  a       ■>.  po')  =  o: 

<l  où,  en  opéranl  par  S  o, 

Sotpp         <>         mi         -r.Sapp'=o.     SVap  pi  =  C. 

(IS  '   '  '      ' 

II.   On  appelle  congruen'ce  de  droites  un  ensemble  de  droites  donl 
J  équation  dépend  <!<•  deux  paramètres,  ri  que  l'on  obtient  en  faisant 
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varier  ces    paramètres,    trouver   la    conflit  ion   pour   qu'une    con- 
gruence  de  droites  soit  normale  à  une  surface. 
Smi  une  droite 

m  =  p  ■+■  z  et , 

où  p  el  y.  dépendent  de  deux  paramètres  u  el  »\    Pour  qu'elles  soient 
normales  à  une  surface  il  faut  que  I On  ;tii 

Sa  drn  =  o, 
1  •     1  '/"     1  •      •  1 

queJ  que  soit  le  rapport  -r-  des  variations  des  paramètres 

o  =  Sa(rfp-;(ia  +  arfi)  =  Sx  dp  —  dz 

ou 

e/c  =  S  ap,',  rfa  -f-  Sap,'.  o?*>.  „ 

On  <loit  donc  avoir,  puisque  le  second  membre  «  I  «  m  t  être  une  diffé- 
rentielle exacte 

à  „     ,  _    0        , 
dï      ?u~  du**pu 
on 

ov  du 

("esi  hi  condition  cherchée.  Si  elle  est  remplie,  on  a 

z  =  I  S  %p'„  du  -+-  /  S  ap',,  efo  -f-  C 

el  il  a  a  une  infinité  de  surfaces  parallèles  répondant  à  la  question. 

III.  Montrer  que  les  lignes  géodésie/ lies  sont  les  lignes  île  /dus 
courte  distance  tracées  entre  deux  points  ou  deux  courbes  tracées 
sur  une  surface. 

On  a 

oT  dp  =  -  SU  dp  S  dp  i=—  SU  dp  dop. 

(  )n  en  déduit,  pour  la  variation  d'un  are  de  courbe, 

0  pï  dp  =  /*8T  dp  =  -     ASU  rfp  Bp  -+-  A  rfU  rfp  op. 
Si  la  courbe  est  assujettie  à  rester  sur  une  surface,  on  ;i 


u  dz  = 


o,  ;/  o  j  =  o, 


el  pour  que  la  variation  soii  nulle  (  condition  du  minimum  i, 

SU  dp,)  !jpQ  =  o,         SU  dpi  80 [  =  o, 
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conditions  aux  limites,  cl 

Y n  dV  dp  =  o. 

Celle  dernière,   en   prenant    s-  comme  variable  indépendante,   est 

équivalente  à 

V  n  d'2p  =  o , 

([ni  montre  que  la  normale  principale  à  la  courbe  est  normale  à  la 
surface. 

l\  .  Si  deux  sur/aces  se  coupent  suivant  une  ligne  qui  est  ligne 
fie  courbure  pour  chacune  d'elles,  elles  se  coupent  sous  un  angle 
constant  (théorème  d'OssiAN  Bonnet). 

Car  on  ;i  <'ii  un  point  de  celle  courbe 

i         f/H,         i         dU» 

j—  = 1 y-  =  o  ou  «(Ht  —  H2  )  =  O. 

/'i  ds  ri  ds 

\  .  Si  les  lignes  asymptotiques  en  un  point  dune  surface  sont 
rectangulaires,  elles  ont,  en  ce  point,  même  courbure  et  une  tor- 
sion nulle. 

Car  soient  p',y,  n  les  directions  des  arêtes  du  trièdre  de  l'une  des 
lignes,  celles  de  l'autre  ligne  seront  y,  -  p',  n.  et  l'on  aura  les  <l<u\ 
systèmes  d'équations  (90) 

«y==      Oy,  dj  =  —  p'8', 

dj  =  —  Oo'-r-  -n.         — dp'  = — yO'-^/ix', 

«//<  =  —  r/,  rf/t  =       p'x'  : 

(I  où  Ton  tire 

0  =  0'.         -  =  -:=o. 

\  I.  Ai  oie  sur  les  formules  contra gradientes.  -  Considérons 
une  substitution  linéaire  homogène  : 

(    X  =  ax   -+-  by  —  cz, 
I  i  i  (  Y  =  a' a;  ■+■  b'  y  —  c'  z. 

[  Z  =  a'x  -—  b" y  —  c"  z, 

dont  nous  supposons  le  déterminant  A^<>.  ()n  sait  que  Ton  <mi  tire 

rzr-^aX  +  a'Y  +  a'X),  7  =  I(pX  -+-. . .),  :=^v\     ....), 

où  a.  y. .  y. ".  rl> v,  ...  sont  les  mineurs  «lu  déterminant  A  «pu  sont 
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dans  ce  déterminanl  les  coefficients  «le  a.  a ' .  </'./> c S  il 

arrive  que  ces  formules  se  réduisenl  aux  suivantes, 

'.   ./•  =oX  +  a'Y+  d"7.. 
(i)  y  =  AX  —  ù'\  —  //"£, 


.- 


cX+  c'Y-  <•"■/,. 


nu  ilii  que  les  substitutions  (i)  el  (2)  sonl  contragradientes  ('). 
1  Remarquer  la  symétrie  ]>;ir  rapport. à  la  diagonale.  > 

Ce  cas  se   présente   lorsque  la   substitution   (1)   esl   orthogonale^ 
<•  est-à-dire  <  1  u «*  I  on  ;i 

\    ti-  —  m-'2  -4-  a"1  =  b2  +  A'2  —  //'2  =  c2  -f-  c'2  -+-  c"2  =  I . 
(3 )    '       \ 

I  nlt  —  ab-i-ao'=èc-+-b'c-i-oc=ca-+-c'a'  j-  c* a" '  =t  o, 

avec  A  =-(-  1 .  Or,  dans  les  formules  <ln  n°  7(.î  on  ;i  A  =-f-i,  et  il  est 
clair  que  les  conditions  (3)  sont  satisfaites  par  !<•>  coefficients  de  /'. 
j'.  /.',  car  ceux-ci  ne  sont  autres  que  les  cosinus  directeurs  des  direc- 
tions /'.  /'.  /.'.  par  rapport  à  /.  y.  /,".  On  a  donc  immédiatement 

i  =  (w-  ■+-  l-  —  ni-  —  />-  )  i  —  >j  Im  ~  wn  \j  —  i(  lu  —  wm)  k, 
j  =  2  (  Im  —  wn  )  i  -f- . . . , 
/,  =  2  (  //i  —  wm  )  i  -+- . . . 

•  i  .  par  suite, 

X  =  (  iw2  -+-  /2  —  m2  —  /i2  ja:  -+-  :>.  (  /m  —  tiv?  )y  -+■  2 1  //*  4-  wm  ) i, 
Y  —  2  (Im  -+-  <t>«  ja?  -4  (w2 —  /2  —  7ns  —  «2)j'  -!-  z(mn  —  wl)z, 
Z  =  ■>  (lu  —  wn)x  -±- 1(  wl  -+-  mnjy  -+-  1  w%  —  l-  —  m--+-  n2  )z. 

Ce  son!  les  formules  dites  de  Rodrigues  (ducs  ;'i  Euler,    académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  1  ~ ~ < ►  > - 


(')  Ceci  n'esl   d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  la  définition  générale  des  sul'Sii- 
1  niions  contragradientes. 


>i 


CHAPITKE   IX. 

LA  FONCTION  LINÉAIRE 
ET  LA  SURFACE  DU  SECOND  ORDRE. 


97.  Définition.  On  <lii  en  Ugèbre  qu'une  fonction  y,  d'une 
variable  quelconque  s  esl  linéaire  lorsque  l'on  a,  quelles  que  soienl 
!<-s  valeurs  particulières  de  la  variable  ^.  l'identité 

ei  l'on  en  déduîl  facilemenl  les  deux  propriétés  caractéristiques  de  lu 
fonction  linéaire 

j  ./'<  mz)  =  ™f(z  »i 

où  />*  esl  une  constante  quelconque  h  <■/  le  symbole  ordinaire  de  Ni 
différential  ion. 

Par  analogie  nous  appellerons,  avec  Hamilton  ('),  fonction  vecto- 
rielle linéaire  une  fonction  ©o  satisfaisanl  ;ï  la  condition 

I  2  i  <p(pi+  Pî)  —  ?pi-+-  'f?2- 

quels  que  soienl  pi  el  o-j.  Mais,  au  lieu  de  considérer  '-s  comme  un 
signe  fonctionnel,  ainsi  que  le  faisail  expressémenl  Hamilton  (2), 
nous  regarderons  es  comme  un  facteur  qui  transforme  un  vecteur  en 
un  vecteur  el  qui  jouit  de  la  propriété  (2)  el  par  suite  «les  pro- 
priétés (1).  Il  existe  de  tels  facteurs,  car,  en  particulier,  l'unité  abso- 
lue -|-  1  et  l'unité  uégative  el  en  général  un  nombre  scalar  quelconque 
satisfonl  à  ces  relations.  Nous  ajouterons  l;i  condition  (|ii<'  30  ne  con- 
tienl  pas  <  1  <  ■  terme  constant,  c  est-à-dire  que 


condition  <l  ailleurs  incluse  dans  les  précédentes  puisque  ©a  doil  être 
un  \ ecteur. 


(«)  /•;.,  317. 

(:)  £..  347:  I...  475. 
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Le  produil  ©o  étanl  un  vecteur  qui  doil  dépendre  linéairement 
de  o  contiendra  des  termes  de  la  forme  : 

i"  \  <izl>  où  <t.  h  sont  des  (maternions  constants; 
2°  aSa'pb1  où  a',  A'  sont  des  quaternions  constants  el  a  un  vec- 
teur constant  : 

3°  ma  où  //>  est  un  scalar. 
i 

Si   nous  décomposons  les  a,  I>.  a',  b'  en  leurs  parties  réelles  et 

vectorielles,  el  que  nous  exprimions  les  vecteurs  et  p  en  fonction  de 

trois  vecteurs  arbitraires  a.  u,  v,  on  voit,  par  un  calcul  facile.  <|iie  o 

prendra  la  forme 

(  3  )  cpp  =  a  S  ).p  -i-  3  S  jip  -+-  y  S  v  p . 

où  a,  B,  ■'  sont  trois  recteurs  constants  et  le  même  calcul  montre 
(pie  (s  dépend  en  général  <le  neuf  coefficients  scalars  Sx),,  Saij.,  Sav, 
S  SX,  ....  Ces  scalars  varieront  d'une  fonction  co  à  une  autre  et  déter- 
mineront dans  chaque 'cas  la  composition  de  celle  fonction. 

Nous  appelons  conj uguée  de  la  fonction  o  la  fonction  o'  définie 
par  l'équal  ion 

(  4  )  »'  p  =  X  S  ap  -+-  u  S  Pp  -+-  v  S  yp  • 

La  notation ce'  est  celle  d'Hamilton.  Quelques  auteurs  emploient  aussi 
la  notation  K's.  La  propriété  fondamentale  de  la  conjuguée  est  donnée 
par  l'ident  ité 

I    j  |  Sp<?3  =   S(TÇ  p, 

qui  a  lien  quels  que  soient  o  el  a  ainsi  qu'on  le  voit  immédiatement. 
dette  propriété  est  caractérisl ique  et  peut  servir  de  définition  à  la 
fonction  es'. 

08.    Forme  du  facteur  cp.  Dyade.  Dyadique.  —  11  est  clair  qu'il  nous 
est  actuellement  impossible  de  mettre  I  expression 

cpp  =  a SXp  -+-  p  S  ftp  —  y  S  ■/ s . 

sous  forme  d'un  produit,  en  mettant  z  en  facteur,  car  nous  ne  pou- 
vons attribuer  aucun  sens  à  une  expression  telle  (pie 

aSX  -+-  3S;jh-  -'Sv. 

Nous  parviendrons  ;i  exprimer  o  en  introduisant  une  notion  nouvelle 
belle  de  la  dyade  et  une  multiplication  nouvelle,  la  multiplication 

dyadique. 
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Définition.  —  Nous  appelons  dyade  (')  le  symbole  (*) 

*;  à, 

où  7.  ci  ).  »(tni  deux  vecteurs  quelconques,  dont  le  premier  s'appelle 
antécédent  el  le  second  conséquent  de  la  dyade. 

Ce  symbole  actuellement  dénué  de  sens  sera  défini  lorsque  nous 
aurons  défini  l'égalité  de  deux  dyades.  Nous  dirons  que  deux  dyades 

a;  À     et     a'  ;  '/.' 

sonl  égales,  lorsque  nous  avons,  quel  que  soit  fc  vecteur  p, 

(a)  aSÀp  =  a'SX'p 

el  nous  disons  alors  que  le  vecteur 

a  S  Xp 

c>i  le  produit  dyadique  scalaire  de  la  dyade  a;  a  el  du  vecteur  p, 
i\i-  sorte  que  la  multiplication  dyadique  scalaire  es!  définie  pur  lu 
relation 

(ù)  («;X)p  =  aSXp. 

Il  est  clair  que  cette  multiplication  n'est  pas  commutative  et  que 
l'on  ne  peut  pas,  dans  une  dyade,  permuter  cuire  eus  l'antécédent  el 

le  conséquent  à  moins  qu'ils  ne  soient  égaux. 

L  équat  ion  t  a  )  indique  que  pour  que  les  deux  d  \  ades  a  :  X  el  x'  :  /.' 

soient  égales  il  faut  que  les  vecteurs  a  el  a'  soienl  parallèles.  On  doit 

donc  a\ oir 

a  =  m  a'. 

où  ni  ot  un  scalar  quelconque.  On  en  déduit  «pic 
Il  résulte  de  là  que  I  égalité 

x  ;  >.  =  a  '  ;  À  ' 

entraîne  l'égalité 

'/.  :  i  —  /.';  a' 

cl  que  de  I  égalité  (quel  que  soit  z) 

aSXp  =  a'S  a  :. 

(l )  Gibbs,  Vector  Analyste. 

(•)  La  Dotation  provisoirement  employée  ici  est  celle  de  Jaumann. 


i   .  , 

a  =       / .  . 
m 
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on  déduil  l'égalité 

XSap  =  X'Sa'p, 

de  sorte  que  >i  nous  désignons  par  o  h  &  deux  dyades  égales  nous 
a\  uns,  (|iicl  que  ^<>il  p, 

cpp  =  ipp  et  pep  =  p'i 

et  <lc  plus 

T?p  =  crt^p, 

quels  que  soient  1rs  vecteurs  o"etp,en  désignanl  évidemment  parcycpp 

l'expression 

SotffSXp         si         cp  =  a;  X. 

Remarque.  —  Nous  supprimerons  fréquemment  dans  l'écriture 
le  signe  de  séparation;  lorsqu'il  .ne  pourra  en  résulter  aucune  ambi- 
guïté el  nous  ('■ciicons  simplement 

<pp  =  (aX)p.  ' 

Celle  dernière  notation  est   celle  de  Gibbs  (Veçtor  Analysis).  La 

notation 

op  =  (a;  X)p 

«si  celle  de  Jaumann  (  BeweguJigslehre). 

99.  —  Ceci  posé,  une  somme  algébrique  de  dyades  de  la  forme 

cp  =  S  (  a  ;  X  ) 

s'appelle  une  dyadique  et  l'égalité  de  deux  dyadiques 
cp  =  2(oc;  X)         et        cp  =  Z(a';  X') 

esl  égalemenl  définie  par  l'égalité 

i  c)  SaSXp  =  £a'SX'p, 

quel  que  soit  le  vecteur  o. 

Pour  obtenir  les  conditions  qui  résultent  de  cette  définition,  nous 

remarquerons  que  nous  pouvons  décomposer  tes  vecteurs  a,  ) , 

7.,  Xj   ...    suivant    trois   directions  arbitraires  non  coplanaires,    par 

exemple  le-,  directions  /,/,/{.   Supposons  que  nous  obtenions  ainsi 

x  =  at  i  -4-  fi* /  —  a3  /. . 

X    =    lti    -Wo/     ■+-    /;,/,, 

el   des  valeurs  analogues  pour  les  a    el  X'.  Il  es1  élan-  que  les  dya- 
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diques  co  el  •j  prendront  alors  la  forme  de  sommes  <l<"~  aeul  dyades 
i;  »,     »;,/',     /:/.    /;  »,     /:,/.    ./;  /.,     k;  »,     /  ; ./.     /c;  A: 

multipliées  respectivemenl  par  «le--  coefficients  scalars  [m-itil^  ou 
aégatifs  h  que  l'on  aura  après  réduction,  en  supprimant  le  signe; 
pour  simplifier, 

o  =  dii  —  bij  +  c»7       '///  -+-...-+-  mkh , 
ij;  =  a'»»'  —  //  ij  -+- +  ///'/,/,. 

(  )n  dii  alors  que  les  dyadiques  co  el  y  s,mi  réduites  à  la  forme 
nonion.  En  posanl 

P  ==  ,:r  — ./.''  ■+■  &si 

nous  en  déduisons  que  la  condition  d  égalité  des  dyadiques  exige 
que  lc>  équal  ions 

a  .r  -+-  by  -+-    c«  —  «'.r  -+-  //jr  -+-  c'~, 

(V  j-  -H —  d' x  -+- , 

Âa?-+-...-f-/n.s  =  /»'a7-4-...  -;-  nt  z. 

soienl  satisfaites,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a?,  j/",  c.  c  est-à-dire 

a  =  a',  b  =  b',  c  =  c',  .  .  .  ,  /»  =  //*'. 

Deux  dyadiques  égales  réduites  à  la  forme  nonion  sont  donc 
identiques. 

(  )n  trouverait  les  mêmes  conditions  en  exprimant  que  l'égalité 

(d)  £XSap==.2X'S<x'p 

a  lieu  (|iicl  que  soit  le  vecteur  o. 

Les  conditions  (c)  <■!  (rf)  -<  > 1 1 1  donc  identiques,  c  est-à-dirc  que  les 

deux  équat mus 

S(cc;  X)  =  2(a';  X') 

et      ' 

S(X;  a)  =  S(  À';  a') 

sont  équivalentes  el  découlent  L'une  il<"  l'autre 

Théorème  I.  On  peut  toujours  ramener  une  dyadique  quel- 
conque à  une  dyadique  contenant  au  /dus  trois  termes,  c'est-à-dire 
de  la  forme 

aX  -+-  [3  fi  -+-  •;•/. 

En  effet,  sous   ;i    orme  nonion  nous  pouvons  écrire 

y  =  (ai  -+■  dj  -4-  hk)  :  i  -t-  (£»"-+-. . .) ;  j  ■+-  (c»-t-. . .-+-  mk  >  :  h 
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mi  bien  en  posant 

ai  -4-  dj  -+-  ///.  =  i\ 

on  au ra 

©  =  i'î  -+-/'/  -f-  A' A. 

La  réduction  esl  possible  d'uni'  infinité  de.  façons  car  nous  pour- 
rions prendre  au  lieu  de  /.  /.  k  trois  autres  vecteurs  quelconques 
non  coplanaires  el  procéder  de  la  même  manière. 

Théorème  II.    —   De   quelque  façon   que  l'on   transforme  une 
diadique,  les  expressions 

SSaX     et     SVaX 
resien  i  invariantes. 

En  effet,  on  peul  mettre  la  dyadique  d'une  seule  façon  sous  forme 

uonion, 

A  il  -4-  A'  ij  —  A"//.       15  ji  -+- ...  -4-  C  Ai  --..., 

Si  nous  posons 

%  —  ni  -f-  ôy    ~  r/  , 
X  =  /i   -1-  /«/  -f-  «A", 

nous  a\  ons  donc 

S  (  a  ;  X  )  =  S  (ai  -f-  bj  -f-  cA  )  ;  (  /i  -h  m/  -4-  //  /  l  : 
d'où 

1 S  aX  =  —  S  {al  -+■  Om  -h  en), 

mais  on  a 

A=Sa/,         A/=  ïflm,         A"=ïrt/i, 

B  =  ^  />/,         B'  =  S  6/n ,         B"  =  S  6n , 

G  =  -c/,         C'  =  2c/n,         C"==Sc/i. 

Puisque  la   forme    nônion  est  unique,  les  coefficients    V,   V C 

sonl  des  constantes.  (  )r  on  a 

ESaX  =  —(A-4-  B'-h  G")  =  const., 

X  V  a>,  =  2  i(  6/i  —  c/»  )-h/(cl  —  a/*  )  -4-  A •  (  am  —  bl) 

—  j(B*—  C)  -4-./(C  —  A")  -h  A(A'—  B)  =  un  vecteur  constant. 

Ce  (mu  démontre  la  proposition. 

Remarque.   —  <)n  peul  exprimer  ce  théorème  en  disant  que  le 
quatemion 

q  =  ï  a .  X 

reste  constant  dans  toute  transformation. 
Nous  pou\ ons  alors  poser 

a  =  ?a  sai  («  ;  X        3  ;  it  -    Y  ;  v  )  P 
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el    regarder  u  comme  le   résultai   de    la    multiplication   de  p   par  le 

facteur 

%  ;  X  •+-  B  ;  ;j.  —  7  :  v . 

hi  règle  <!<•  La  multiplication  étanl  donnée  par  l;i  définition 

1  %  :  /.  |p  =  a  S  À  p. 
(  )d  au ra  ;mssi 

pœ  =  À  S  ap  —  uS  Bp  -^-vS  y: 

el 

S  p  -7  -     S  ap  S  '/.7  -■-  S  Bp  S  ;j.7  —  Syp  Sva 

!_)<■  I  éaual  11  m 


uous  |i(iu\  ons  h rer  par  * 1 1  x  ision 


La  notation  —  =  co  n  indique  rien  de  plus  ni  de  moins  que  Ja  nota- 

tion  c  ■=  ©p.  Elle  exprime  qne  nous   regardons  la  division  dyadique 
comme  opération  inverse  <!<•  la   multiplication,   c'est-à-dire  que  de 

l'équation 

7 

~  =  ? 

non-  I  inijh 

7  =  op         (et  non  a  =  pœ  1, 

de  même  •  |  <  1  <   de  I  équal  ion 

-  nous  tirons         B  =  a  a. 

a 

La  dyadique  conjuguée  de  ~^  ;i  pour  expression  |  n"  UT  1  î  i|. 

o'  =  X  ;  a  -+-  u  :  3  -+-  v  :  y . 

Remarquons  que  I  ou  a 

Il  n  existe  «I  ailleurs  entre  la  division  dyadique  et  la  division  quater- 
nionienne  qu'une  analogie  il»'  forme  (|u<'  l'on  ne  peut  poursuivre 
l»ln-  loin,  car  une  dyadique  nest  pas  un  quaternion. 

100.   Dyadique  inverse.        Soit  ^  une  dyadique, 

Ci)  ,-//.-•-  Bfi      yv. 
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En  opérant  sur  un  vecteur  quelconque  p  nous  s;i\<ms  <|u  elle  < I < > 1 1 1 1 < 
naissance  à  un  nouveau  vecteur 


Nous  appelons  dyadique  inverse  de  ©,  la  dyadique  'l  qui  opérani 
sûr  tx  reproduit  p,  ou  telle  que 

0  =   '1/7. 

(  lonsidérons  le  \  ecteur 

u  =  <pp  =  aS  Xp  -+-  p  S  pip  -4-  *,'  S  vp. 

Opérons  successivement  sur  s  par  Sa',  S{3',  S-'',  en  désignant  par 

■/'.  y.  -■'  le  système  réciproque  (  n"  66)  de  a,  (3,  y  i  '  ».  11  vient 

Sa'j  =  —  SXp,         S  ^'7  = —  Sfxp,  S  y  t  =  —  Svp; 

d'où    en  remplaçant    Sac par   ces   valeurs  dans  l'identité  [voir 

n"  66,  (6)] 

p  =  —  (X'SXp  -+-  u'S  [xp  -+-  v'Svp  i, 
il  \  ient 

p  =  <lz  =  À'Sa'j+  fx'  S  P'or  +  v'  S  y'  7 
=  (À-;  a' 4-  <x:  P'-f-  v';  y'  la  ; 
On  a  donc 

di  =  X'  ;  a' -+-  [i.'  ;  jî'  -+-  v'  ;  y'j 

«-«-  <|tii  donne  l'expression  delà  fonction  inverse  lorsque  es  esl  mise 
sous  la  forme  canonique  (  i  ).  Nous  trouverons  plus  loin  i  n"  106  >  une 
méthode  générale  permettant  d'obtenir  directement  la  fonction 
inverse  d'une  fonction  linéaire  oo  sans  avoir  besoin  de  la  mettre 
d'abord  sous  la  tonne  (i)el  qui  a  l'avantage  de  s'appliquer  égale- 
ment lorsque  les  vecteurs  a,  [i,  y  sont  coplànaires  (  n°  1 18  i. 

101.  Produit  de  deux  dyadiques.  Considérons   d'abord    deux 

d\  ades 

se;  X         et         P;   [j. 

que  nous  désignons  respectivement  para  et  d/.  On  a  pur  définition 

[   ©a  =  aSÀo, 
|   'Lp  =  pSfzp. 

Si  dans  la  première  de  ces  identités  nous  remplaçons  z  par  le  vec- 

i  '  i  Ceci  suppose,  par  conséquent,  que  les  vecteurs  *,  [3,  f  ne  sont  pas  coplapaires, 
siiicin  le  système  réciproque  n'existe  pas.  {Voir  n"  66.) 


VIS 
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leur  ij  a ,    1 1 1 1 1 1  s  1 1 1  » |  e  i  ) i  p  1 1  s 
/,  i  cp4> p  =  «  S  >. (  P  S  np )        I  7.  ;   [x)pS  >. > 

Nous  désignons  la  fonction  '^'l  ainsi  obtenue  sous  le  nom  de  pro- 
duit des  dyades  ^  et  y  el  is  voyons  que  nous  avons  la  règle  sui- 
vante : 

Le  produit  de  deux  dyades  s'obtienl  en  formanl  h  dyade  qui  a 
pour  anlécédenl  celui  de  la  première  el  pour  conséquenl  celui  de  la 
seconde  en  multiplianl  la  dyade  ainsi  formée  par  le  produil  scalaire 
des  tien \  au i  res  i ermes. 

<  le  produ  il  n'esl  pas  commutât  il . 

Par  définition^  le  produil  de  deux  dyadiques  esl  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multiplianl  deux  à  deux  les  dyades  qui  les  com- 
posent nu  moyen  de  la  règle  précédente. 

Formons,  par  exemple,  le  produil  <le  lu  <l\;i<li<|ue  o  el  de  la  fonc- 
tion i  il \  erse  •[>.   Nous  au  rons 

œ-L  =  S(  a;  a  »<  '/.';  a')  =  —  |  a:  a'—  (3;  f&'-+-  -;  ;  •;'  )■ 

l  ne  dyadique  telle  que  la  précédente  possède  la  propriété  que 
I  mi  a,  quel  que  s. ni  p, 

(çtj;)p  =  p(ç^)  =  p. 

Nous  poserons  donc 

<P+  =  i  (* ), 
ce  qui  permel  d  écrire 


•L  =cp-«, 


en  admel  tanl  la  coin  en!  ion 


Nous  représenterons  donc,  en  général  par  co   '  la  dyadique  inverse 
de  ».  Remarquons  que  Ton  a 


d  où   I  on  ded  ii  il 
el  ,    par  sinle. 


a    I    =  X'a'-f-  [jl';j/        v'y'j 
©'  =  >,a    -+-  <i'i     -f-  v'y  : 

(©-«)'=  a'X'       ;i'  ;JL'  --_ ../■/. 


c  est-à-dire  :   /.  inverse  de  /</  conjuguée  est  égale  à  la  conjuguée 
de  I  inverse.  <  leci  permel  d'écrire  o'   '  sans  ambiguïté. 


.   Voir  Note  à  la  fin  du  Chapitre.  n°  110. 


102.    LA    FONCTION    LINÉAIRE    ET    LA    si  RFACE    lu     SECOND   ORDRE.  >  l  < » 

\ous   reportanl    maintenant    à   la   remarque   n"  91)  au   sujet   de   la 
notation  -       ^.  nous  voyons  que  nous  en  déduisons  réciproquement 


propriété  «lit   facteur  -z  analogue  à  colle  du  calcul  algébrique  ordi- 
naire. M;iis  mi  Joii  tirer  rie  là  o  =  -  <r  et  nmi  p  =  <r  -• 

'  r  ? 

lO^.  Définition.  —  Deux  dyadiques  es  el  &  sonl  dites  homologues  i  ' 

lorsque  l'on  a 

©■!>  =  '!>o. 

En  posant  alors  suivant  une  convention  analogue  à  colle  du  calcul 
îles  quatermons  (  —  =  [ia   '  j 


(  )n  peut  appliquer  aux  dyadiques  homologues  des  régies  de  calcul 
analogues  à  celles  du  Calcul  algébrique.  11  suffîl  de  démontrer  pour 

cola  que  si  es  esl  homologue  ;'i  ib,  es   ■  l'est  aussi.  (  )r  on  a,  'l  et  o  étant 

Il  O  i  i  11 

homologues, 

Ce  qui  démontre  que  es   '  esl  homologue  à  'l.  (  )n  peut  donc,  dans  ce 
cas,  écrire  indifféremment 

•l 

—  =  'Le-1  ou  =  ';"lpi. 


(  )n  a,  par  exemple,  si  es  et  •!<  sonl  homologues, 

'  ©         (1/  ©ib 

exactement  comme  en  algèbre.  En  effet,  ou  a  généralement  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  III.  Le   produit    dos   inverses  de  doux    dyadiques 

homologues  est  égal  à  l'inverse  de  leur  produit. 

( .  est-à-dire  que  l'on  a 

ù-«©-i  =  ©-1^1=  (awj/)-1. 

(')  Gibbs,   Vector  Analyste,  n"  133. 
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Ce  théorème  résulte  <!<•  l'identité  évidente 

qui  esl  générale  el  qui,  dans  le  cas  particulier  des  fonctions  homo- 
logues mi  oit  =  codi,  donne  immédiatement  en  divisant  par  o'b 

il   ie-i  =  o-«d/-'  =-V  =  -A-  =  (©d/)-i. 

Il  en  résulte  alors  dans  I  exemple  précédent 

t-2  —  (,i  —  to)(o6)-i=  M-«  0-1-00-1^-1=  ta-»  — «l-i. 

103.  Transformation  linéaire.  —  La  multiplication  d'un  vecteur 
radial  p  par  la  dyadique  o  revient  à  opérer  sur  p  une  transformation 
linéaire  homogène.  Soit  en  effet  la  dyadique 

tp  =  -//.  -+-  ^  —  yv. 
NOUS   ilMiih 

(T  =  ©p  =  |  a/.  —  i;j.  ■+-  •;■'  '?. 

Posons 

j  =  Xj+  vy  -4-  z  /. , 

p  =  a?î  -i-  yj  -+-  c/. 

H     «.(lll'lll 

■x  =  ai  —  bj        i ■/  .  3  =  a'  /-+-... ,         y  =  a" '/ "  -+- .  .  . , 

À  =  Il  -i-  /;?/  —  /j/, ,  a  =  l'  i  —  .  . . ,  v  =  /"  i  +  .  .  . . 

Nous  aurons  I  équal ion 

Xi  +  Y  /       '/./,  =  —  v  ( «£  -i-  6y  —  cZ  1 1  /.r   -  //>  j-  -T-  /;  -  i. 

Egalons  les  coefficients  de  i.j.  k  de  part  et  d'autre,  «m  trouve  «Ir^ 
expressions  de  la  forme 

|    X=/?a;  +qy  -  rz. 

\   =  />'.'■  -+■  </'  r  —  /■'  z, 
f   Z  =  /?''.r  ■+-  q" y  ■+-  /•"  ; . 

ç  est-à-dire  que  X,  \  ./.  sonl  des  fonctions  linéaires  homogènes  des 
composantes  <lu  vecteur  p.  Les  coefficients  //.  y.  r.  ...  dépendent 
des  composantes  des  -/.  5 c'est-à-dire  de  la   composition  de   la 

il  \  ,i(lli|  ne   Z. 

Le    déterminant    <l«s    coefficients    de    !;i    transformation    s'appelle 
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déterminant  de  la  dyadique  el  se  représente  par  |  cp  J.  (  )n  ;i  donc 

P     9     ' 
//     g'     r 

/>"     '/"     r' 
Il  c-i  clair  que  le  déterminant  de  la  font-Lion  conjuguée 

o' —  >.7.  -+-  ;jl3         /-; 

esl  ilonnc  par  la  formule 

P    P     /' 

9    9     9" 

r      /■'      /■' 

Il  osi  donc  égal  à  (••lui  do  ©,  mais  il  a  tourné  autour  de  la  diago- 
nale principale ,  de  sorte  que  1rs  composantes  V.  V.  '/,'  de  ?'  sonl 
différentes. 

Lorsque  l'on  connaîl  le  déterminant  |  cp  |,  les  composantes  de  -7  -nui 
déterminées  en  fonction  des  composantes  x,  y,  z  de  p  |>;ir  les  «■< j u ;i- 
tions  (et).  Cela  permet  de  représenter  symboliquement  la  fonction» 
par  le  symbole 

P  9 
P'  9 
/>"     a"     r 

(  )n  voil  < j 1 1 < -  hi  transformation  es  dépend  en  général  de  neuf  coeffi- 
cienl  s  scalars. 

lOi.  Un  appelle  tenseur  nu  dyadique  autoconj uguée  une  trans- 
formation dont  le  déterminanl  est  symétrique  <'i  ne  dépend,  par 
conséquent,  <  |  ■  m  -  de  six  paramétres 

P     9     '" 

9    P' 

r      s      p" 

Il  esl  clair  que  la  fonction  conjuguée  il  un  tenseur  esl  ce  tenseur 
lui-même,  puisque  o'  a  la  même  matrice  symbolique  que  o. 

On  appelle  antisymétrique  une  transformation  doni  le  détermi- 
nant esl  antisymétrique,  c'est-à-dire  ^r  la  forme 

o  p       q 

j>        o        /• 
—  (j     —  /     o 
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Théorème    tV.   —   Une    transformation    antisymétrique    peul    se 

ini'i  i  ic  m  mis  La  forme 

7  =  ©p  =  \  Ep, 

:  étanl  un  vecteur  indépendant  de  p. 
La  transformation  donne,  en  effet, 

\=/))-y:..  Y  =  —  px->r  rz,  '/.  —  —{(j.rry) 


bie 


i  Ml     llll'll 


imi    bien 


en  pi »san i 


=  (py-+-qj3)i-*-(rz  —p^)./  —  (9x-+-  ry)k 


-  /•     q     —  /> 

.r        y        z 


s  =  —  ri  +  qj  —  pk 


\  et 


Théorème  l  .  — ■  Une  transformation  linéaire  quelconque  peul  se 
mettre  nous  la  forme  <!<•  la  somme  d'un  tenseur  et  d'une  transforma- 
i  mn  ani  is\  métrique. 

Cela  résulte  immédiatement  <le  ce  que  !<•  déterminant  de  cp  peul 
>  écrire 


ip  q+p         r-h-p 

/>'       y         ■>.</'        r'-hq* 
[>         r      q"        r  a  /" 


o  q—p        r—p 

p'—q  o  >'—</" 

p"  —  /•     </" —  /•  o 


La  transformation  uni  se  rapporte  au  premier  de  ces  déterminants 
rsi  un  tenseur  et  s'exprime  par  -  (ts -4—  o  ).  La  seconde  est  antisymë- 
trique  el  s'exprime  par  -  (o  —  o').  (  )n  a  <l<uie  l'identité 


=  ;:(?■+-?)-*--(?  —  ?  »■ 


(  )n  peut  aussi  ('■en re 


©a  =  d<p  +  Y  s  s. 


où  1/  esl  un   tenseur.  Nous  trouverons  plus  loin  l'expression  «lu  vee- 
teur  r  in"  LH.  \llli.   * | : 1 1   miiis    permettra  d'écrire  d'une    manière 


©  =  -  (©  -f-  ©[)  -+■      rot©. 
I0o.  Invariants  de  la  transformation.  Il   esl    facile   de  montrer 
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que  dans  une  transformation  linéaire 


les  expression; 


Ii», 


"'  =  — 5T =  '3?. 

b  À  fiv 

S  (Xuçv  -4-  izv*X  -+-  vXou  ! 

"'2  -  — ET-' — 

b  Afiv 

S(Xotx*v  —  uupvmX  +  voXœu  i 

//i  !   =    LL- ; rW ! ! ' 

b  À  UV 


Mini  des  invariants,  c'est-à-dire  ae  dépendenl  |>;is  des  valeurs  parti- 
culières attribuées  ;ni\  vecteurs  X,  là,  v  (non  coplanaires).  La  nota- 
tion ni.  m,.  mt  esl  celle  d'Hamilton.  La  notation  I,  ©,  12  <f ,  U<p  esl 
celle  de  Burali-Forri . 

La  démonstration  résulte  immédiatemenl  du  fail  que  >i  l'on  rem- 
place dans  une  de  ces  expressions  l'un  des  vecteurs  a.  u.,  v  |>;ir  un 
vecteur  x X  +  yv.   h -v  quelconque,  l'expression  ne  change  |>;i>. 

Il  esl  facile  <l<-  calculer  les  valeurs  de  ces  invariants  en  fonction 
do  coefficients  «le  i;i  transformation.  Prenons  comme  vecteurs  a,  ;j..  v 
les  vecteurs  /.y.  k.  Nous  aurons 

o  1  =  pi  -+-  p'j  -+■  />"  A , 

?./  —  qï  +  q'j  -+-q"k- 

•~k  =  ri  +  /'/  -i-  /"/>. 

(  )n  en  déduit 
I,  <p  =  m2  =  —  S((/<p A-  -h . . . )  =  —  S (  /  cp  /  +ion-  /  cpy  1  -/>  +  '/'—  '•" 

ou  bien 

cA         o>Y         o»Z 

«i.,  — 1 1 u    103.  (a  1  ; 

cAr  ({I'  '/- 

nous  rétrouverons  plus  loin  cette  quantité  sous  le  nom  de  diver- 
gence de  la  fonction  7.  (  )u  a  donc  1  voir  n"  134) 

Ma  =  divop. 


On  ;i  <lc  même 

|3  (p  =  m  =       S  <f  /  ç ./  '^  /•  — 


P    P     P 
'/     '/      (l" 

r      r        /" 


La  valeur  de  m ,  esl  moins  intéressante.  On  trouve 

l,o  =  m,  =  q  r"  —  q'r1  +  /  "/'  —  'V>' ~^  /"/—  '//' 
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106.  Directions  principales.  Cubique  fondamentale.  —  Cherchons 
-\\  existe  dans  l'espace  des  directions  particulières  de  p  que  La  mul- 
tiplication par  -^  ne  modifie  pas.  S'il  en  esl  ainsi  pour  certaines 
directions  particulières  i  appelées  directions  principales),  <m  devra 
,i\  oir  \  g  étant  un  scalar  > 


,1    |  Vp'fO  =  o. 

Remplaçons  op  par  sa  valeur 

\  i  —  Y/  —  Zk  =  (/>■'■  —  qy       rz)i  — .  .  ., 
nous  aurons  pour  déterminer  ,r.  r.  ;  Les  trois  équations 
(      (p  —  ff)x-*-qjr-+-rx  =  o, 


b 


//./-    <  </'  —  g)y  -^r  Z  =  O, 


//'./■    h  y".)'   t-(r*—  .i''-  -  o. 
Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ail 

P  —  g        q  r 

P        q  —  g        '•' 
P'  '/'       '""— ■ 

équation  cubique  en  g.  Si  nous  la  développons  nous  trouvons,  en 
tenant  compte  des  valeurs  des  invariants  ni.  m(.  ni2  trouvées  ci- 
dessus,  (in  elle  -  écril 

<  i  =  g3 —  mzg  —  ni\  §      m  =  o. 

L'équation  (i  =  o  s'appelle  La  cubique  fondamentale  de  la  fonc- 
tion o.  Il  est  clair  que  si  nous  formons  la  cubique  en  g  relative  à  La 
conjuguée  de  '^.  cette  seconde  cubique  sera 

P  —  g       P'  /'" 

'/        <l'—g       '/" 

r  /•'  r"  —  g 

Elle  esl  identique  àG  =  o.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I  I.  -  Les  équations  cubiques  fondamentales  en  s  cl  »' 
>onl  li ^  mêmes. 

I .  ci  |  uai  mu  (  i.  ci  a  ni  ilu  troisième  degré,  a  au  un  mi-  une  racine  réelle. 
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Les  deux  autres  peuvent   être  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Si 
I  équation  ;i  des  racines  égales,  celles-ci  sont  nécessairement  réelles. 
Remarquons  que  pour  les  directions  particulières  de  p,  qui  satis- 
font à  L'équation  i  a  >  ou  (  a  >,  on  ;i 

o  •  =  <p'  =  g. 

Soii  gK  une  racine  de  la  cubique  en  g.  Il  suffira  de  porter  cette  valeur 
de  g  dans  deux  des  «'•([nations  (h)  qui  détermineront  alors  les  rap- 
ports dex,  j,  ;  correspondants  et,  par  suite,  la  direction  de  o( . 

Théorème  \  II-  —  La  condition  pour  que  l'équation 

V  pepp  =  o 

soii  satisfaite  pour  toutes  les  directions  parallèles  à  un  plan  est 
que  l'équation  en  g  ail  une  racine  double. 

Prenons,  en  effet,  ce  plan  comme  plan  /,  /,  nous  devons  avoir 

o  (  x'  i  -+-  y'j)  =  g (  x'  i  -\-y'j  ». 
quels  que  soient  x'  et  y'  on  bien 

Remplaçons  oi  et  ay  par  leurs  valeurs  el   éliminons  g  en  opérant 
sur  ces  équations  par  S/.  S/,  SA",  nous  trouvons 


Puis 


Si<fi=s  Syj/  ou         p  =  q' . 

S/  e  i  =  S  /i  tp i  =  S  eçy  =  S  X: ©y  =  o 
ou 

//=/>"  =  q  =  q"=o. 

•  le  suite  que  l'équation  en  g  devient 

p  —  S        °  r 


=  (p  —  ffY(>"-~#). 


I  . i  I «    a  donc  une  racine  double 

Ou  verrait  de  même  que  pour  que  l'équation 

V o<d?  =  o 


U  '1/  -j 


soit  satisfaite  par  une  direction  quelconque  de  l'espace,  la  condition 
est  «pic  l'équation  (i        o  ait  une  racine  triple. 
Ces  conditions  sont  nécessaires  el  suffisantes. 


L. 
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Théorème  l  III.  ■ —  Les  directions  qui  correspondent  à  deux 
racines  inégales  de  l;i  cubique  en  g  sonl  rectangulaires. 

Soient  i-,  <-i  g2  deux  racines  inégales  <le  ta  cubique  et  p(,  ps  les 
valeurs  <!<•  p  correspondantes.  (  )n  a  alors 

?P.i  =  A'i  P i  '        ?P*  =  ff*  ?-  > 
(I  un,  en  opéranl  respectivement  par  So2  et  S  : , . 

S  Oj  yp  i  =  Ari  S  p]  pj,        S  pi  (pps  =  gi  S  p2  pj. 

Mais  pour  les  directions  pa  (,i  pi  <i"i  satisfonl  à  L'équation  \  pop  =  o, 
l,i  fonction  o  est  égale  à  ^;i  conjuguée,  donc 

s.  ,     -,     O ,     ...      . 

•    .--'  ?P<  —      .  1  tV2  ■ 

il  où .  par  soust racl khi. 

o  =  i  Ari  — ,^2)Spi?.2 

el  comme  gt  —  g*  ^  «».  «>n  a  : 

S  p,  o2  =  o. 

Théorème  I.\  .  —  Soit  gt  une  racine  de  l;i  cubique  en  a/.  L'opé- 
ration ©  —  ^ ,  appliquée  à  un  vecteur  quelconque  p  annule  l;i  compo- 
sante <le  o  parallèle  à  la  direction  pt  qui  correspond  à  La  racine  g\. 

Soil  (l'i  un  plan  perpendiculaire  à  o,.  Il  existe  dans  ce  plan  au 
moins  deux  directions  différentes  qui  ne  sonl  pas  modifiées  par  l'opé- 
ration e.  Soienl  l  el  u.  deux  de  ces  directions.  Non-  pouvons  alors 
poser,  p  étanl  un  vecteur  quelconque, 

p  =  x  p  i  -t-  jk  X  •+■  ~  ;jl  : 
il  où 

i  y  —  ^i)p  =  a:(cp  —  A-,  Ipi  — j'  (o  —  £-,)>.  +  s(o  —  a'i  If*. 

Vlais  t  s  —  g{  i  s,  =  o  el  il  ne  reste  alors  que  deux  termes  qui  n  uni 
pas  de  composantes  parallèles  à  pi,  puisque  a  —  gt  m-  les  modifie  pas. 
(  le  qui  démonl  re  La  proposil  ion. 

(  )n  verrait  de  même  que  I  opération 

(o-  ffl)(9  —  ffi) 

Lui  disparaître  Les  composantes  d'un  vecteur  quelconque  parallèles 
aux  directions  pt,  p..  correspondant  à  g\  el  g-2  et  que  L'opération  : 

I  ip  —  A',  )l  O  —  .i',  M  <p  —   -   . 

laii    disparaître  les  trois  composantes  il  un  vecteur  quelconque.  On  a 
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donc  identiquement,  quel  que  soil  p,  ci  o  étanl  une  (onction  linéaire 
quelconque, 

|  O  —  gx  |(çp      -  ffi  )(  O  —  A':;  )  ?  =  O, 

A' i  ■  A'^j'  A':i  étanl  les  trois  racines  de  l;i  cubique  en  '^-  En  développanl 
le  premier  membre,  on  ;i 

<\>  =  o3 —  /ïij©*-!-  ni\  'ï  —  m  =  <>. 

équation  à  laquelle  satisfail  une  fonction  o  quelconque.  I  ne  expres- 
sion telle  que  ©a  signifie  ©o  <•!  non  es  élevée  au  carré. 
(  opérons  sur  (l>  par  o    ' .  il  \  ienl  i  '  ) 

(lli  m  o  _1  =  mx  —  m->  o  -+■  o2, 

équation  due  à  Hamilton  ci  qui  résoul  généralemenl  le  problème  du 
calcul  de  la  fonction  s  ',  c'est-à-dire  de  I \  inversion  de  la  fonction 
<-ii  le  ramenanl  au  calcul  îles  coefficients  /n,  ni\,  ni,  <i  à  des  opéra- 
tions <li  rectes. 

Théorème  A.   —   Les   racines  <!<•  la  cubique  fondamentale  <l  un 
tenseur  sonl  toujours  réelles. 

Soil  ni  effet  co  un  tenseur  el  soil  h  -j-  f\  —  i  une  racine  imaginaire 
•  le  la  cubique.   La  direction  correspondante  à  cette  valeur  <lc  g  el 
satisfaisant  à  l  équation  \  000  =  0  sera  alors  de  la  (or me  0 ,    —  r,  \  —  1 . 
cl  I  on  aura 

cpl  pi  —  7|  y7  —  1  1  =  (  /<  -+-/V —  [  )\Pi  "Y"  Ti  v/—  !  ' : 
(I  où 

?pi  —  ''  ?i  — J  7ii 

CCT]  =    //  T|  -4-  /'pi  . 

Opérons  par  St,  el  Se,,  nous  obtenons 

S<ri<f>pi  =  ASpjffi— /fff, 

S  0|  'i -,  =  /*  S  7,  p  !  -+-  _/'p  f  . 

Mais  o  étanl  un  tenseur,  les  deux  premiers  membres  sonl  égaux, 

il    llll 

/(<rî-+-pî)  =  ô         ou        /=«». 
Les  racines  sonl  donc  réelles. 

11)   Voir  une  Note  importante,  n'  118. 


I  <S  CHAPITRE    IV 

107.  Résolution  de  l'équation  vectorielle  du  premier  degré.  — 
L'équation  d'Hamilton  résout  le  problème  général  <  I *  -  la  résolution 
de  l'équation  vectorielle  du  premier  degré  |>;n-  rapport  à  un  vecteur 
inconnu  z.  Soit,  eu  effel . 

©p  =  0 

cette  équation.  <  )n  obtiendra  p  par  l'opération 


et  il  suffit  de  calculer  -s,   '  au   moyen  de  I  équation  i  11  |.  Nous  ; 1 1 1 < > 1 1 - 
donner  un   exemple  de  cette  façon    de    procéder,   en  choisissant   à 
dessein  un  exemple  dans  lequel  certains  coefficients  s  annulent. 
Soii  l  équation 

\   J.  s   =   -I . 

où  a  et  j  sont  des  vecteurs  constants,  il  esl  clair  que  telle  ('(111.1111111 
ne  peul  exister  que  m  on  ;i  la  condition 

S  a3  =  0. 

Car  011  a  Sa^-SaN  7.0  =  0,  quel  que  ><>n  p.  ('clic  condition 
imposée  étanl  supposée  remplie,  on  remarque  que  le  scalar  de  a. s 
reste  indéterminé,  l'osons  donc 

S  xo  =  .r. 

ce  étant  un  scalar  arbitraire,  nous  aurons 

a .  p  =  x  —  3  : 
d'où 

p  =  a-'  (  .r  -4-  Q). 

Telle  est  Iji  solution  générale  de  I  équation  proposée. 

Employons  l;i  méthode  générale  <l  rlamilton  el  calculons  le-  coeffi- 
cients m,  m  t,  m2  en  prenant  par  exemple  A  a,  u.  :  6,  v  =  \  a3  =  a. 3 
(puisque  Sa[3       0). 

Nous  obtenons  alors 

sa  =  Vaa  =  o, 

CD     —    \    Kj    =   3j. 

•^\  *p  =  VaVajî  =  pV. 
On  trouve  ^m-  difficulté 

/»     -  O,  »l|  =         «*,  /H 2  =  O. 
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de  sorte  que  la  cubique  i  (  ■  )  devient 

(S1—  X-'-O  =  o, 

c'est-à-dire  qu'on  a,  quel  que  soit  o, 

O80  OC*<pp   =  O) 

ce  < 1 1 ■  ■  se  vérifie  immédiatement  par  un  calcul  direct. 

Opérons  sur  1rs  deux  membres  par  o-',  nous  obtenons  1  identité 

g-  p  —  a2  p  =  o-1  (  o  ). 
Remarquons  que  a   '  (o)  doil  être  vecteur  7  tel  qu'on  a 

Ç     I  (o)   =   7  OU  CiT  =  O. 


c  est-a-dire 


ce  (lin  donne 


Va:  =  o, 


x  étanl   un  scalar  quelconque,  el  le  signe  —  étanl   mis  par  conve- 
nance. D'où 

Dans  le  cas  particulier  de  l'équation  proposée,  on  a 

op  =  'i,  d'où  o2p  =  ot[3 

ei  l'équation  précédente  devient 


on  en  <lé<luii  donc 


y.  j  —  x-  z  —  —  ri. 


0  =  a-i(a-+-a?). 


solution  identique  à  l;i  précédente. 

Traitons  encore  l'exemple  suivant.  Soil  1  équation 

tpp  —  Vatp(3  =  y. 

Prenons  comme  vecteurs  auxiliaires  les  vecteurs  a,  [3,  \  *fi, 
(  )n  aura 

ça  =  pa»,         ©P  =  xp«,         f  V  <i  =  -  V  xp  S  *3. 

Nous  aurons  alors  sans  difficulté 

tu  =a*8*Sap, 

///,  =  —  x-  P*, 
w?  =  —  S  ai. 
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L'équation     M     esl  ici 

y?  'y'-  S  ap  .  ç-i  =  —  a*  ps  -+-  S  ot(3 .  o  ■+■  o-  ; 

il  où,  en  remarquant  que  z       o    'y, 

p  .^  S2  S  ap  =  —  a*  p*  ~  V  a-;3  S  y/i  -+-  Val  \'  zyp  l 'i. 

En  développant  le  second  membre  <»n  trouve,  après  quelques 
réducl  mus. 

p  S  ap  =  a-i  S  a3  -+-  ? -'  S  Py  —  y- 

1(18.  Formes  normales  de  la  dyadique.  —  11  existe,  pour  la  dyadique 
générale  <l  une  part  et  pour  le  tenseur  de  1  autre,  deux  formes  dites 
normales  dont  I  emploi  esl  assez  souvent  avantageux.  \<>u>  les  don- 
nons ci-dessous. 

Théorème  JCI.  —  l  ne  dyadique  quelconque  peut  se  mettre  sous 
lu  formé 

(  i  )  ai'  i  -+-  bj'j  -+-  ck' k. 

<7,  b,  c  étant  <Icn  scalars  positifs  ou  négatifs  et  ij/>\  Vf  k'  deux  sys- 
tèmes île  vecteurs  unités  trirectangulaires. 

Nous  avons  vu,  par  le  théorème  1,  qu'une  djadique  peul  se  mettre 
sous  la  forme 

O)  Aa;  i-t-BP;  j  -f-  (>;;   k, 

où  /.  /,  /.'  forment  un  triple!  unitaire  rectangulaire  quelconque.  Nous 
allons  montrer  que  l'on  peul  choisir  ce  triplet  <!<•  manière  que  !<■ 
triplel  a,  8,  v  soit  aussi  trirectangulaire. 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque  importante.  I  ne  dyadique 
étanl  mise  sous  la  forme 

cp  =  a  ;  X  -f-  P  ;    \j.  -h  v  :  v , 

«  »  i'i  X,  u.,  v  sont  unitaires  et  trirectangulaires,  si  nous  désignons 
par  07,,  ff^  et  <rv  les  valeurs  de  o"=#op  quand  p  prend  successivement 
les  positions  /.,  u  et  v,  nous  aurons 

<lc  sorte  que  la  dyadique  prend  la  forme 

—  (  or>,  :  À  -+-  cfjj.  ;  \t.    .    crv  ;  v  >. 

Ceci  posé,  et  la  dyadique  devant  être  mise  smh  la  forme  i  2  l,  pre- 
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lions  comme  direction  i  une  direction  telle  qu'en  remplaçant  p  |>;u-  /. 
le  module  de  7  soii  au  moins  ;mssi  grand  que  pour  toute  autre  direc- 
tion de  p.  Soii  tri  la  valeur  de  7  ainsi  obtenue.  Prenons  alors  comme 
direction^  une  direction  située  dans  le  plan  perpendiculaire  à  i  ci 
telle  que  pour  cette  direction  /  le  module  de  7  soit  au  moins  aussi 
grand  que  pour  toute  autre  direction  de  0  parallèle  à  ce  plan.  Soil 
7,  la  direction  de  7  ainsi  obtenue.  La  direction  /est  alors  déterminée 
il  donne  pour  7  une  valeur  7/,.  On  peul  alors  mettre  la  dyadique 
sous  la  forme 

©  =  a  a,  ;   i  -+■  b  <tj  ;  j       c  u/  ;   /.  : 

ûto";  désignent,  par  exemple,  la  valeur  de  <r  qui  correspond  à  p  =  i  el 
(|in  coïncide  en  direction  avec  le  vecteur  unité  07. 

Il  s'a<;ii  «le  démontrer  que  les  vecteurs  v/,  try,  7/,  sonl  rectangulaires. 

(  )r  on  a 

di  —  o  dp  =  (  a  et/  ;  i  -h  b  7  y  ;  y  +  c  ?/,.  ;  k  )  dp . 

Soil  p  ^=  1.  Alors  7  est  |  à  s-,.  Supposons  que  nous  prenions  dz 
parallèle  à  y.  On  voit  que  6/7  sera  parallèle  à  7/.  Si  nous  prenons  rfp 
parallèle  à  /,.  d-  serai  parallèle  à  7/,.  Mais  à  cause  de  la  condition  de 
maximum,  7,  esl  perpendiculaire  à  rf<7  quel  (pie  soit  do.  Par  suite 
7/  est  perpendiculaire  à  tj  et  à  7^.  La  condition  de  maximum  imposée 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  s  ferait  voir  de  même  que  <ry  est  per- 
pendiculaire à  7/,  (  '  t. 

Théorème  XII.  —  lu  tenseur  peut  se  mettre  sous  la  forme 
ai  :  i  -4-  bj  :  j  -+-  ck  :  /. , 

où  î,y,  X  est  un  triplet  de  vecteurs  trirectangulaires. 

Ce  théorème  résulte  du  précédent.  Si  co  est  un  tenseur,  on  ;i 

a  =  ai  i  ■+-  bj' j  +  ck'  k 
et  Ton  doit  avoir  quels  que  soient  p  et  7 

S  0(57  =  S  ijop 
on 

«  S  i' p  S  t  u  -+- . . .  =  aSi'aSip  -+-  . . .  ; 

d'où  Ton  dédu  m 

i  =  i\       J=j",        k  =  k'. 

Remarque.  — ■  Il  résulte  de  ce  <pii  précède  qu'une  fonction  linéaire 
(li  Cette  'lé istration  esl  empruntée  à  la  Vector  Analysis  de  t ■  i I > I > — -  n°  135. 
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ou  une  diadique  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît 
les  valeurs  qu'elle  prend  pour  trois  valeurs  rectangulaires  de  p. 
En  particulier  une  dyadique  «'-«i  déterminée  quand  on  connaît  l<^ 
iniis  directions  principales  el  les  valeurs  que  prend  la  fonction  s p 
pour  trois  vecteurs  dirigés  suivant  ces  directions. 

Exercice.  -     Montrer  que  l;i  djadique 

—  I  i'i      j'j      1,1,  \ 

;i  pour  effet  de   faire   tourner  un  vecteur  p  coniquement  autour  «  I < - 
l'axe  /.  de  l'angle  0  compris  entre  i  et  i  <  I  ;i  n  ^  le  sens  direct. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  !<•  vecteur 

p  =  ix->rjy-*-kz 
de>  ient 

l  i  S  ip      j'SJp  +  kSkp)  =  i'x—j "y  +  h  s. 

L'expression  ci-dessus  représente  donc  un  verseur.  Mais  les  cal- 
culs relatifs  aux  rotations  sonl  généralement  plus  simples  an  moyen 
«les  verseurs  d'Hamilton  qu  au  moyen  des  dyadiques. 

109.  Nous  savons  par  ce  qui  précède  qu  une  fonction  n  c>i  com- 
plètement déterminée  lorsque  l'on  connaît  les  valeurs  t,.  ay,  zH  qu'elle 
prend  pi  un-  les  trois  valeurs  i.  j .  /.  de  p,  <•!  <|n  on  a  alors 

f  I  )  Çp  =  —  (  rji  i  -h  Zjj  —  Zh  I,    |. 

Ceci  cs|  un  tint  "ruerai,  niais  dan-,  le  ca>  pari  iciiIht  où  l,i  fonction 
est  un  tenseur .  la  fonction  jouit  <le  la  propriété  remarquable  suivante- 
(  )n  peut  dans  1  expression  i  i  i  permuter  entre  eux  les  deux  groupes 
de  vecteurs    '  ■  j  ■  h  et  07  z t  t/,  .  c  est-à-dire  que  I  <m  a  aussi 

&  =  —  |  idi  +  JSj-i-  /  7/.     . 

En  effet,  soient  ~.z  el  t'.  p'deux  groupes  correspondants  de  valeurs 
de  t  el  de  p.  (  )n  a  pour  un  tenseur 

(3)  *?'=*>, 

propriété  caractéristique  du  tenseur.  Soient  ^i,52,5a  les  composantes 
scalaires  de  o-  suivant  /.  /.  /. .  (  )n  aura 

i  =  *i  i  —  i2y  -+-  *a  /•  ■ 

Posons  dans  i  3  i  a'    -  i.  11  \  ient 


1  11».    LA    FONCTION    LINÉAIRE    ET    LA    SUBFACE    IH     SECOND    OUDRK.  '31 

Mais,  il  après  I  expression  de  t.  on  ;i  7/  =  —  S{.  (  h\  a  donc 
-  —  —  (ioi-hjaj-i-  /.  7/,  ip, 

ce  «  1 1 1  ■  esl  !  expression  1  2  >. 

L'équation  générale  1  1  1  définit  donc  un  tenseur  avec  La  condi- 
tion (2).  (  h\  peul  donner  à  cette  condition  d  autres  expressions.  (  )n 
ii.  par  exemple, 

V  p  V  i~i  =  7, 1  i  z)  —  t|  ai  p  ) 

el  par  (  1  )  et  1  2  1 

VpVl  Ï3i  —  j T/-r-  /> '?/.-  »  =  0 

nu  bien,  puisque  0  esl  quelconque, 

(4)  \   I   î<T/-t-y<Ty-»-  Aï/,  )  =  <). 

Remarque .  —  Lorsque  la  fonction  linéaire  autoconjuguée  esl  sous 

la  forme 

cp  =  ail  +  6/y  —  cA  /. . 

on  remarque  que  1  on  a 

110.  Nous  reportanl  au  n"  101,  nous  voyons  qu'une  dyadique  «  I  *  - 
la  forme 

o  =  —  («a'-f-p^+YY')i 

où  ?..  p,  y  sonl  trois  vecteurs  quelconques,  et  y  .  V.  y  le  système  de 
vecteurs  réciproques  jouil  de  la  propriété  que  l'on  a,  quel  que  soil 
le  \  ecteur  s. 

(iihhs  désigne  par  la  lettre  I  une  dyadique  jouissanl  de  cette  pro- 
priété el  lui  donne  le  nom  de  idem/acteur  |  Vector  Analysis,  n°124). 
Il  pose  donc 

—  (««'-+■  pp'-t-7Y')=  I. 

En  multiplication  scalar  avec  un  vecteur  «>u  une  autre  dyadique  un 
idemfacteur  se  comporte  comme  le  nombre  1.  Il  esl  facile,  en 
cllct.  de  voir  par  un  calcul  direcl  très  simple  que,  si  l'on  a  une  dya- 
dique quelconque 

<l  =  XX|  -+-  [XfXtH-  W,, 

i»n  aura  lc->  formules 

Mais  il  n'en  esl   plus  <!<•  même  en    m  u  II  i  |>l  ical  n  m  vectorielle,  (iilihs 
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appelle  produit  vectoriel  (Skew  product)  d'une  dyadique  <'t  d Un 
vecteur  les  expressions 

©  X  p  cl  p  X  o, 

i  est-à-dire  que  m  l'on  ;i 

œ  =  a),  +  Pfi-t-fv, 
mi  pose 

«p  X  p  =  V'a\  >p   -      pVXp     -f-yVvp), 
p       tp  =  VO  pa.X-     \  pp.jJL-f-Vpy.v). 

Il  est  clair  que  l'on  n  a  pas  in 

I  x  p  =  p  X  I. 

Il  esl  donc  nécessaire,  dans  le  Calcul  de  Gibbs  de  conserver  trace 
de  la  dyadique  I.  tandis  que  nous  pouvons  la  remplacer  par  l'unité 
parce  que  nous  n'employons  que  la  multiplication  djadique  scalaire. 

C.  —  Surfaces  du  second  ordre  à  centre. 

Hl.  I  ne  équation  scalar  du  second  degré  en  o  est  de  la  forme 

ZSaobïc  =  r/, 

où  «,  0,  c  sont  des  quaternions  constants  ci  d  un  scalar  constant.  En 
décomposant  a,  h,  c  en  leurs  parties  scalaires  et  vectorielles,  on 
inel ira  facilement  celle  équation  sous  la  forme 

îSSapSpp-f-Ap*-  -  2Syp  =  C. 

où  a.  (3  sont  des  vecteurs  constants  el  \  et  C  des  scalars  connus. 
Portons  l'origine  au  point  O  -+-  o,  p  devient  p,  +  o  et  l'équation  prend 
la  forme 

2SSapSp>-+-Ap8+22(SapSp8-l-SppSaS)-+-2AS8p 

-4-  a  S  Yp  -4-  2 1 S  a  oS  3  8  +Aô»+  2S70  —  G  =  o. 

Nous  ferons  disparaître  la  première  puissance  de  0  en  posant 

KaSpS-i-  (iSao)-(-AS-i-y  —  o, 

équation  du  premier  degré  en  0  qui  donne  pour  0  une  valeur  déter- 
minée si,  comme  nous  le  supposons,  la  surface  est  à  centre. 
I >'équal mu  de\ ient  alors 

2ZSapSpp-i-Ap«=  I». 


112.    LA    FONCTION    LINÉAIRE    ET    LA    SURFACE    DU    SECOND   ORDRE.  î35 

supposons  I)  >-=  <>  i  m    I)       o,  la  surface   représente   un   cône),  nous 

pourrons  écri  re 

a2Sa'p.Sp'p-H^p2=i; 

il  où  |>;ir  différenciation  i  en  supprimanl  les  accents) 

s  do  ;  1 1 1  s  p?  h  p  s  ap  )  —  a  s  ;  =  o. 

l'osons 
m  op  =  2(aSp,p-|-p,Sap)-t-Ap. 

Ce  qui  montre  que  op  esl  une  fonction  linéaire  autoconjuguée. 
L'équation  des  surfaces  à  centre  prend  la  forme 

(*)  Sp«pp=i  (»). 

I  ll2.  Plan  tangent.  Directions  conjuguées.  —  Soil  p  un  point  de  la 
surface  el  soil  m  le  vecteur  courant.  En  différentiant  I  équation  i  2  1 
nous  avons,  puisque  o  est  autoconjuguée, 

o  =  Spcprfp  =  S  rfpœp. 

Par  suite,  si  m  —  0  esl  un  vecteur  <lu  plan  langent,  on  a  (  777  —  p 
étant   parallèle  à  dz  l 

S  (  TTT  —  p  )  CD  p  =  O 

OU  à  cause  <lo  (  2  1 

•  1  1  Sracpp  =  1 

pour  l'équation  «lu  plan  tangenl  au  point  I'  1  p  1. 
l'osons  a\  ce  Hainillon 

top  =  v. 

La   distance  0  de   l'origine  au   plan    tangenl   s'obtient   en    posant 

ttt  =  a?v,  car  v  esl  normal  à  ce  plan;  on  en  tire 

0  =  v->  =  («ppr». 

Le  vecteur  v-l=(<pp)  ',  ou  il  ne  faul  pas  confondre  avec  cp  'p, 
s  appelle  vecteur  de  proximité  1  Hamilton  1. 

Considérons  les  cordes  menées  d'un  point  à  un  autre  de  la  surface 
parallèlement  ;'i  une  direction  donnée  a  el  cherchons  le  lieu  du  poinl 
milieu  de  ces  cordes. 


(')  Nous  avons  pris  coi e  guide  dans  une  bonne  partie  il<'  cet  article  <'..  le  Cha- 
pitre VIII  du  Traité  élémentaire  des  Quaternions  de  Tait,  traduit  par  Plarr 
I  Paris,,  Gauthier  Villars,  1882-188^  1. 
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Soit  ra  ce  point.  Les  deux  points  ra  db  :y.  étanl  sur  l;i  surface,  on  a 

S(c5±za)<p(r3        Z  2  i  =  I  , 

ce  ijiii  donne  les  deux  équations 

S  crocs        :-Sr;i  —  >  z  S  ro^a  =  i , 

S  GTO5J   —   ZJ  S  X©3   —   2  -  SsjSa   =  I  ; 
(I    (III    I    llll    i  I  II' 

Sraça  —  o. 

Le  lieu  du  point  m  e-i  donc  un  plan  perpendiculaire  à  oa  et  pas- 
sant par  le  centre  de  l;i  surface.  Or  sa  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  au  point  <>ù  oc  perce  la  surface.  Donc  le  lieu  de-  milieux  des 
cordes  parallèles  à  une  direction  donnée,  H  qu'on  appelle  plan  dia- 
métral de  cette  direction,  est  parallèle  au  plan  tangent  à  l'extrémité 
du  vecteur  central  parallèle  à  cette  direction. 

Réciproquement,  ><>it  [3  une  valeur  quelconque  de  m.  c'est-à-dire 
un  vecteur  <lu  plan  diamétral.  On  aura 

S  P»a  =  o         ou         S  ao3  =  o. 

c'est-à-dire  que  a  est  dans  le  plan  diamétral  de  la  direction  3.  Les 
deux  plans  diamétraux  relatifs  à  a  et  [3  onl  pour  équations 

StocîS  =  o. 

leur  intersection  y  e>t  parallèle  au  vecteur  \  oao(3  =  y  et  l'on  a 

o  =  Sy<pa  =  Saoy, 

o=  S-;'f3  =  SjBcy, 
o  =  Sba  =  §a<?P, 

de  sorte  que  les  trois  directions  a.  j.  y  sont  conjuguées,  le  plan 
diamétral  de  chacune  de  ces  directions  contenant  le-  deux  autre-. 
<  >n  .i  ainsi  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

Non-  allons  montrer  <pi  il  existe  toujours  au  moins  un  système  de 
trois  directions  conjuguées  réelles  qui  forment  un  triplet  orthogonal. 

(  >n  appelle  ces  directions  directions  principales. 

Nous  savons  qu'il  existe  des  directions  de  p  «pie  l'opérateur  o  ne 
modifie  pas.  ><m  :,  une  de  ces  directions. 

Le  plan  diamétral  correspondant  à  cette  direction  est 

S  ttt  çp  ,  —  S  BJ  g  ; ,  =  g  S  ras,  =  O. 

Il    est   d«»ne  perpendiculaire  à  p,.  Il  non-  suffit  alors  de  montrer 
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que  la  cubique  eh  g  relative  à  o  n  ses  trois  racines  réelles.  Or  ceci  a 
déjà  été  démonl  ré  dans  le  cas  où  '^  est  un  tenseur  i  n"  106),  ce  qui  est 
précisément  le  cas  de  la  fonction  o  de  l'équation  (2)  «lu  n"  111. 

(  )n  sait  également  <  n"  106.  \  III  |  que  dans  ce  cas,  à  des  racines  iné- 
gales de  l'équation  «mi  g  correspondent  deux  directions  rectangulaires 
entre  elles.  Il  en  résulte  donc  que  la  surface  [n"  111.  (2)]  a  généra- 
lement trois  directions  principales  rectangulaires  entre  elles. 

Il  peut  arriver  que  deux  des  racines  de  la  cubique  en  g  soienl 
égales.  On  saii  alors  (n"  106,  \  Il  )  ((n'a  la  racine  double  correspon- 
dent toutes  les  directions  d'un  plan.  \  la  racine-simple  correspond 
une  direction  particulière  qui  esl  évidemment  perpendiculaire  au 
plan  précédent,  puisqu'elle  esl  perpendiculaire  1  n"  106.  \  111  )  à  cha- 
cune des  directions  de  ce  plan.  On  voit  donc  que  l'on  a,  dans  ce  cas, 
une  infinité  de  triplets  de  diamètres  conjugués  rectangulaires  cuire 
eux,  l'un  «les  diamètres  correspondant  à  la  racine  simple  et  les  deux 
autres  étant  deux  directions  rectangulaires  quelconques  du  plan  ci- 
dessus. 

Par  un  raisonnement  loui  semblable,  on  verrait  <[ue  si  la  cubique 
en  g  a  une  racine  triple,  tout  triplet  orthogonal  de  l'espace  forme 
un  système  de  diamètres  conjugués. 

(  les  résultats  correspondent  à  des  propriétés  bien  connues  des 
quadriques.  Lorsque  les  trois  racines  sont  inégales,  la  surface  esl 
quelconque;  lorsque  deux  racines  sont  égales,  la  surface  esl  de  révo- 
lution. Enfin;  s'il  v  a  une  racine  triple,  la  surface  est  une  sphère. 

Les  directions  principales   percent    la   surface  en  des   points  deux  à 

deux  symétriques  par  rapport  au   centre  et  les  modules  des  dislances 

de    ces    points    deux    à    deux    s'appellent    les    axes  de    la    surface.    On 

représente  habituellement  les  longueurs  des  demi-axes  par  les  lettres 

a.  A,  c.  L'une  au  moins  de  ces  valeurs  est    réelle  puisque   la  cubique 

en  g  a  au  moins  une  racine  réelle.  Si  3,  est  une  direction  principale. 

on  a 

Spi©pi  =  i         ou  "ïa-= — 1, 

de  sorte  que  les  racines  de  la  cubique  en  g  sont  les  inverses  des 
carrés  des  demi-axes  pris  négal  i\  emenl    et   l'on  a  les  équations 

1  1  1 

a-         0-        c- 

I  1  1 

a- b'1        b-c"-        c'2a- 

1 
a- a- c- 
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La    fonction  '^  étant   un  tenseur  doil   pouvoir  se   mettre    sous    Ni 

forme 

o  =  Aiï-f-  Byy-t-OtÂ-. 

(  )r  m  calculanl  1rs  valeurs  des  coefficients  />/j.  m,,  m  par  les  for- 
mules <lu  d"  105.  on  i n»u\ c 

mt=  -  i  A       B-f-C), 
m,=  AB       BC       CA, 

m  =  —  ABC, 

un  a  donc 

A  =  -V         B='  C  =  -i 

«2  /;2  fi- 

el par  suite 

il  ii        kl, 

a5         «-         c- 

«•i  par  suite  i  m"  109,  Rem.) 

»— *  =  a2  ît  -r-  &*,//  "+"  e*  ^ 

en  supprimant  !<•  signe  : 

L'équation  < * n  g  <lu  tenseur  sons  [a  forme  précédente  est  donc 

.. 3       |  ..\  +  i;  _+_  C) -2  -+-  (  A  B  -f-  BC  -+-  CA  )#  —  ABC  =  o 
ou 

■i_/_!_        '        ■  \    0     /    '  '  i  ,\  '       _ 

*■      \«2        /r-'  +  c*)ff    '   \«*62  "^  6»c*        c*a*)S       a?b*c*  ~  °' 

Remarque.  Les  calculs  précédents  ne  présentent  aucune  diffi- 
culté si  Ton  applique  les  formules  <lu  n"  105,  mais  ils  se  présentent 
plus  simplement  encore  si  l'on  transforme  l'expression  de  l;i  cubique 
en  g  relat i\ e  à  la  (orme  de  o 

'f  =  a  ;  X.  -+■  P  î  ,,JL  -+-  V  :  v . 

Exprimons  que  g  est  parallète  à  ■;:.  On  peut  poser 

—  p  =  a(a'p)  -t-  i(  P'p  )  —  -;  i  -;'  p  i 
ci  I  équaJ ion 

<pp   =    A'  p 

<lc\  icnl  alors 

»S<  À  -+-  A'a'  lp  -h  PS|  ;jl  -H  5"P')p  -+-  -;S<  v  -   /,'-;'  »?  =  °j 

équation  qui  nr  peut   ;i\<>n-  lieu  que  si  les  coefficients  de  x.  3,  y  sont 
séparément  nuls  ou 

(  X  —  Ar*   \f  =0, 

!    [I  (g-p'jp    =    O. 

I  v         A'-;'  »p  =  o. 
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p  doil  donc  être  perpendiculaire  aux  trois  vecteurs  à -h  fi" a'...  el  par 
suite  ces  vecteurs  son!  coplanaires,  ce  <|in  donne 


/.     -     §  %'  Il   ;/  §  p"   |(v  -f-  g'( 


if->   i  =  o; 


(l  ou  la  <  -  m  I  >  i  «  1 1 1  «  -  en  g 

g*  S  %'  fi'  y'  ■+■  A' 2  S  |  XfJ'y'  +  hy'  a'  —  va'  p'  i 

g  Si  '/  fiv  —  Ji' •//.  +  y' A  {A  i  —  S  >.;j.v  =  O. 

Muliiplioiis  par  Sa^v  el  remarquons  que 

S  9  'i-;  S  a'  $' y'  =  I,  S  x^y .  S  ).  fxv  =  —  |  o  |, 

V3'y'=  —a. S  a' S'y'. 
Y  ;xv  =  —  X'SXfJlV, 

il  \  tendra 

g3  —  ,A''2^<  X«  —  [ip  --  vy)  -f-  g  |çp  |S(a'X'-H  P'[aH~  y'v'  )  —  |cs|  =  o. 

Si  nous' désignons  par  ©^  le  premier  invariant  scalar  d'une  fonction 
linéaire  <  n°  99  >,  nous  aurons 

S(aX    -+-  P{x   —  yv)     =  ep.v, 

S  <  <t!  W -+-  p"  pt'  +  y'v' )  =  07  ' 

el  l'équation  en  g  prend  l;i  tonne 

Cette  forme  de  l;i  cubique  donne  immédiatement  les  résultats  pré- 
cédents. 

113.    Surfaces  homothétiques.        Considérons  l'équation 

m  Sp<pp  =  A, 

où  h  esl  une  constante  quelconque  positive  ou  négative.  Si  I  on  pose 
o  =  Mi+Hjj+Ckk. 

Nous  voyons  nue    lc>  demi-longueurs  des   ;i\c>  de    la   surface  sonl 

— z=,  •••,  ou  bien  \/t>  I/tt'  l/p'  c'est-à-dire  qu'elles  sonl   pro- 

\     ^ 

portionnelles  aux  demi-longueurs  des  ;i\c-  de  la  surface 


(3)  .  Sp<pp  =  i. 

L  équation  (ij  représente  donc  des  surfaces  homothétiques  ;'i  la 


}.  |f> 
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surface  i  3  |.  En  considéranl  comme  points  correspondants  « I « ■  —  |  > «  » 1 1 1 1  ^ 
situés  sur  une  même  droite  Issue  «lu  centre  commun  des  surfaces,  on 

\ mi  que  : 

i"  Les  /i/irns  tangents  aux  points  correspondants  (  p  el  pyA  )  sonl 
parallèles  : 

■>"  Les  vecteurs  de  proximité  correspondants  sonl  v~l  <■!  y/Av-1. 

où  v  =  ©p,  p  étanl  le  vecteur  du  poinl  I*  mu-  la  surface  i  i  l  (c  est-à-dîre 

1 1  h i -  Srio=:  //  el  n*>n  =  i  I. 
i  i  >  i 

Il  résulte  de  la  remarque  du  n"  1 12  que  l'équation  cartésienne  de  la 
surface  S  p©o  =  i  esl 

A x-  -+-  B  j2  -+-  C  z-  =  i , 

quand  elle  esl  rapportée  à  ses  axes,  les  carrés  de  leurs  demi-longueurs 
étanl  alors  des  inverses  de  A,  B,  C.  La  nature  de  la  surface. dépend 
alors  dés  signes  de  ces  coefficients. 

1 1  \.  Quand  on  suppose  que  V.  B,  (.  sonl  tous  trois  positifs  (ce 
qui  doit  avoir  lieu  si  #,  y,  z  ne  peuyent  devenir  infinis),  la  surface 
esl  un  ellipsoïde  que  l'pn  appelle  ellipsoïde  du  tenseur,  el  qui  défini! 
complètement  celui-ci,  puisqu'il  fail  connaître  les  trois  coefficients  \. 
B,  C.  On  exprime  ce  fail  en  disant  que  le  facteur 

r  =  aA  ~  $\x  "  ',''■ 

où  a  esl  supposée  autoconjuguée,  esl  un  ellipsoïde  (plus  générale- 
ment une  surface  à  centre  du  second  degré).  Cette  façon  de  parler 
signifie  que  l'on  considère  {fig-  fi)  tous  les  vecteurs  tels  que  OA, 
i^sii»  d'une  origine  O  et   donl    le   module  est,   par  exemple,  égal  à 

ri  g.  4i. 


I  unité,    I  opérateur   u    agissant    sur   ces    vecteurs    s    donne   comme 
ii  i 

résultats  les  vecteurs 

i  =  OB  =  as 
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ci  si  o  esl  une  fonction  autoconjuguée,  le  lieu  du  poinl  B,  ainsi 
obtenu,  est  un  ellipsoïde 

S  -  tp  -  —  i . 

En  d'autres  termes,  une  sphère  est  transformée  en  un  ellipsoïde. 
Les  axes  de  l'ellipsoïde  sonl  les  directions  telles  que  OG  <le  la  sphère, 
que  œ  ne  modifie  pas.  Nous  savions  qu  il  y  en  a  au  moins  trois  rectan- 
gulaires entre  elles. 

(  )n  peul  dire  alors  que  l'ellipsoïde  E  représente  la  fonction  ou  le 
tenseur  ^. 

L'effel  de  la  fonction  -^  est  beaucoup  [ >! 1 1 -  complexe  lorsque  s  n'est 
pas  un  tenseur.  On  a,  dans  ce  cas, 

:  =  ?;=i^  \iz. 

iL  étant  un  tenseur  el  î  un  vecteur  indépendant  de  p,  mais  qui  varie 
suivant  la  nature  de  la  fonction  b.  Le  vecteur  final  -  se  compose  donc 
de  deux  composantes  : 

i"  d/o,  c'est-à-dire  le  vecteur  <\\i  point  correspondant  <l<'  l'ellipsoïde 
il  h  tenseur  il; 

2°  l  m  vecteur \  hg  parallèle  au  plan  Stos  =  o  [plan  tt>  i  //^.  {î  >]  et 
dont  le  module  est  égal  à  e  X  AH,  en  désignant  par  e  le  module  de  i. 
Ce  vecteur  est  d'ailleurs 'perpendiculaire  à  p  et  à  s.  Sa  grandeur  ne 
dépend  que  de  la  distance  OH,  mais  sa  direction  varie  en  chaque 
point,  car  il  est  normal  à  HA.  Aux  points  qui  correspondent  aux 
points  ee\  où  le  vecteur  i  perce  la  sphère  unité,  il  esl  nul.  La  sur- 
I.m  e  ainsi  obtenue  peut  être  fort  compliquée.  Elle  se  simplifie  dan-,  le 
cas  de  déplacements  très  petits  et  devient  alors  un  ellipsoïde  (cf. 
n"  170). 

I  15.  Surfaces  homofocales.  —  Considérons  une  surface  du  second 
ordre  à  centre 

(  >n  sut  que  1  équal  ii  m 

(2'  Â^-ïrr7.-rrr7  =  '' 

ou  /.  e^t  un  paramètre  variable,  représente  une  famille  de  surfaces 
bomofocales  à  la  première,  car  la  différence  des  canes  des  axes  esl 

L.  >»; 
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constante.  Or,  si  nous  posons 

tp  =  A  «-+-  BJJ  -+-  CArAr, 

nous  ;i\  ons  (  n"  109  I 
Par  suite,  l'équation 

-    ;     Ep  -+-  X  )     '  p  =  I 

représente  les  surfaces  confocales  (Je  la  surface 

-  >o-ip  =  i. 

Ztef/.r  surfaces  homofocales  se  coupent  à  angle  droit.  —  Soient 
deus  surfaces  déterminées  par  les  valeurs  X  et  a'  du  paramètre.  Le* 
plan-  tangents  en  un  poinl  p  commun  à  ces  surfaces  seront 

Sbj(o-4-X  i    '  p  =  o, 
Sro(<p-f-  X')   »p  =  o. 

Les  normales  seront  donc  (©  +  X)~«p  el  (<?  +  À')-1  P'  et  si  les  surfaces 
sonl  rectangulaires,  nous  aurons 

o  =  S(?-hX  r1  p(o-+-X')-»p  =Sp(<p-{-X')-t|  f  ■+-  a,   'p. 

Or  on  a,  en  effet,  en   remarquant  que  les  dyadiques  cp  -{-"k  et  y  -h  X 
sonl  homologues  I  n°  102  |  : 

'  r  ~  >•'-•'  ?  -  "'■  '  ^  =  ,,-),■,-, ?-),  I  '  '^  +  X  r  '  ~  '  ?  "  '''  r'] 
=  _!-^[(o-HX)-i-(<P-»-X')-t] 


ei  par  suite  le  produit  scalaire  des  normales  sera 

=  ! —     Sp(an_X)-1p  —  Sp(<p-»-X')-1pi  =  o,  car  X  ^  >.'. 

A  —  X   j     r       =o  =o 

1  16.  Sections  circulaires.  —  Une  surface  du  second  ordre  à  centre 
a  deux  plans  de  sections  circulaires  ou  pto/w  cycliques.  On  peu! 
le  faire  voir  par  une  transformation  de  l'équation  Spfp  =>  i  sous  une 
nouvelle  forme  appelée  par  Hamilton  forme  cyclique  (E,   107,   20 

et   suiv.).   Soient   /'.  /.  /.   le-  raeine-  de  l'équation 


Vp<pp  =  o 
où  a  est  un  tenseur,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  p  que  l'opération  4 
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laisse  inchangées.  Les  racines  de  la  cubique  en  g  sont  (n"  112)  —  A, 
—  B,  — C  et  les  directions  /,  /.  /  sont  les  directions  des  axes  de  la 
surface  Spep  =  i.  Supposons  A^B^C  et  cherchons  à  déterminer 
des  coefficients  y,  //,  e  de  manière  que  Ton  ait 

cpp  =  /p  -+-  h  Y  (  i  -+-  ek  )  p  (  i  —  ek  ) 
ou 

\  s'Si'p   -  By'Sy'p  r-  CkSkp  =/p  -+-  h  \ (  i  -h  ek)  p(  i  —  ek). 

Remplaçons  p  par  —  /S/p  — j S/p  —  /.  S /.  p  dans  le  second  membre 
et  égalons  les  coefficients  de  /,  /,  /.  dans  les  deux  membres.  Nous 
aurons 

A  —  —  /-+-  h(  i  -h  e-), 

B  =  -/—  h(ï  —  e*), 

G  =—  /—  A(i-t-<?2); 
d'où  l'on  tire 

La  transformation  est  donc  possible  et  nous  pouvons  poser 

93  =  fo  -+-  VXpu. 

il.,,.  , 

Diins  cette  formule,  le  produit  des  modules  des  vecteurs  A  et  u.  qui 
sont  également  inclinés  sur  le  grand  axe  est  déterminé,  mais  leur 
valeur  séparée  ne  Test  pas. 

Remplaçons  cep  par  celle  valeur  dans  l'équation  de  la  surface,  nous 
obtenons  la  forme  cyclique 

•2  S  X  p  S  fJlp  -+-  (  f  —  .S  À  a  I  p2  =  l . 

11  suit  de  là  que  les  plans  perpendiculaires  à  X  et  u.  coupent  la  surface 
suivant  des  cercles,  car  si  nous  coupons  la  surface  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  X,  par  exemple,  SXp  =  m,  l'équation  devient 

(f  —  S  X;j.  )  p'2  -r-  2  m  S  (xp  =  1 , 

équation  d'une  sphère  l  7*>  ). 

Deux  sections  circulaires  de  systèmes  différents  (c'est-à-dire  l'une 
normale  à  X  et  l'autre  à  u,  >  sont  toujours  sur  une  même  sphère,  car  si 
nous  coupons  la  surface  par  les  plans 

Sào  =  m,         S  [xp  =  n, 
nous  avons 

(/ —  SÀa  )p2  =  1  —  ?.mn. 

équal  ion  d'une  sphère. 
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EXERCICES  ET  NOTES  SUR  LE  CHAPITRE  IX. 
117.    I.  Soit  le  quaternion 


q  =  acpa 


. ..  . 


où  y.,  (3,  •-  sont  trois  vecteurs  unités  trirectangulaires,  et  cp  une 
{Onction  linéaire  quelconque.  Montrer  que  Von  a 

et  qu'on  a  alors 

S  q  =  —  //'_..  Y  q  =  2 1 . 

(  )ar  i  >n  a 

Q    ... 

P   —    .  J 


'i .,  o    ., 


et  <'ii  appliquant  la  formule  [  n"  105,  i  I  ']  <>n  a  bien 

S  q  =  —  //j  2 . 
On  a.  d'autre  part,  par  (104,  IV), 

•  -(©—  ©)p  =  Vep. 

D'autre  part,  en  écrivant 

q  =  '-j-[yj.  —  Ya?P  "+■  '-'/rï- 

on  a.   en  appliquant  la   formule  [n"  <)■">.   m|   qui    donne    le    vecteur 
d'un  produit  triple  el  tenant  compte  que  x,  [J,  y  sonl  rectangulaires, 

\  y  =  i  pSf»?       YS.3<F)  +  (YSa<?P  —  aSY<Pp)  +  I  2>  P?Y  —  .'iSarï  • 

Remplaçons,  dan-  les  termes  affectés  du  signe  — ,  cp  par  o  —  \  e  et 
remarquant  que  SY<pa  =  Sa;p'y,  .  .  . ,  on  trouve  immédiatement 

l-\q  =—  aSaE—  S,  S  Be  —  vSve  =  E, 
2 

on  en  déduit  donc 

II.    Montrer  que  si  /.  u.,  v  so/i*  //v,/\   vecteurs  quelconques  non 
co planaires^  on  a 

q  =  V|xv.o)  — VvX.o(J  4-  Y/y.u/  =  |  ///,  — 2:  iSXfiv, 

où  \  £f  es<  /"  partie  non  commutative  de  op  1  E.  349). 
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(  )n  ;i.  en  eflel . 

S  q       S  V  p  .  Si.  -4- .    •  =  rn .,  S  /  p.v . 

I)  après  1  énoncé,  on  a  de  plus,  ici, 

i  (s  —  tp'  ip         \   -  :  ou  (  cp        o'  lp  =  2  A   :-■ 

on  a  ;i  1< »■-— - 

Wq  =  \    -vSjjioX       ptSvcpX)  -+-(  —  ...)-+-(-..)• 

Remplaçons  -^a  |>;ir  '^  À  +  2  \  sa, 

\'  Y  —  (  —  v  S  -vSi.  —  u.  S  v<p  a     -  2  ;j.  S  iii.  \ 

ce  qui  donne  facilement 

Y  y  =  —   >  s  S  À  >i:i. 

III.   Soi7  une  surface  <ln  second  ordre 

S  p» p  =  i . 

Si  non-  appelons  r<;//r  asymptote  de  La  surface  le  cône  qui  a  pour 

équal  ion 

S  p<pp  =  o, 

montrer  que  les  génératrices  reclilignes  qui  passent  en  un  point  de 
la  surface  son!  parallèles  aux  droites  d'intersection  de  ce  cône  et  d'un 
plan  mené  par  l'origine  parallèlement  au  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  considéré. 

Soit  tv  =  p  -+-  :  y.  une  génératrice  rectiligne  passant  par  le  point  de 
la  surface,  on  doit  avoir 

S  (  p  ~\    sa)«p(pH--sa)=o 

quel  que  soit  -.  ce  qui  exige 

Saop  =  o,         Sri?.  =  o. 

1\  .   Condition  pour  que  la  sur/ace 

S  3<po  =  | 

soil  de  révolution  autour  de  l'axe  ?.. 

Il  suffit  d'exprimer  que  la  normale  à  la  surface  rencontre  l'axe  ou 
que  le-  trois  vecteurs  a,  p,  ©p  sont  coplanaires,  ce  qui  donne  la  con- 
dition 

S  a;cs3  —  o. 
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A".    Trouver  l'équation  de  la  sur/are  engendrée  par  une  droite 

tournant  autour  d'un  axe  fixe  i  hyperboloïde  de  révolution). 

Soit  0  l'angle  constanl  de  la  droite  ;i\<v  Taxe.  Le  cône  asj  mptote  a 

pour  équal  ion 

S  7.  U  p  =  —  cos8, 

a  étant  un  vecteur  unité  suivanl  l'axe,  ou  bien 

Sap 

En  posant 


TocosG         <>u         S2ap  =  T*p  cos'0  =  — p2cos26. 


:o  =  y.S  7.s        p  cos*8 

et  exprimant  que  la  surface  passé  par  le  cercle  de  gorge  de  rayon  /•, 

on  obtient 

Spœp  =  -  r-  cos20. 

\  1.   Montrer  que  si  z>  est  une  Jonction  linéaire  nutoconjuguée, 
on  peut  mettre  ©p  sous  la  forme 

tpp  =  aaVap-f-  &pSp>, 

où  a  et  b  sont  des  scalars  et  x  et  [3  des  vecteurs  unités  (/?,  3àSi. 

La  transformation  du  n"  99,   1\.   en   remarquant  que  l'expression 
précédente  s'écrit 

op  =  —  ao  ■+-  b  3  S  3  ;  —  a* S ap, 

nous  suggère  de  poser 

<t  =  xi  -\-  zk,         ri  =  x'  i  -\-  z  I, . 

Remplaçons  p  par  sa  \ aleur  —  iSic  — .  .  . ,  on  a  alors  l'équation 

A iSîp  -h  B/S/p  -h  C/  s /,  p 

=  ai  i  S  i  p  -+-  jSJp  +  I r  S  A'  p  )  -t-  6  (  x'  i  -i-  z'  k)  S  (a?'  i  -+-  z  k  )  p 

—  ai  x  i  -+-  zk)  S(  xi  -+-  z  k  )  p  ; 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  t",  y,  /. , 

A.Sip  =  aSîp  -+-  bx'  S(  x'  i  -h  z'  k)p  —  ax  S  (xi  -+-  zk  )p, 

B  =  a, 
CS  kp  —  aSkp  ■+■  h  z-   S  •  x'  i  -+-  z'k)p  —  az  S  (x  i  ■+•  z  k  ip, 

et  comme  c  esi  quelconque,  on  a  les  équations 

A  =  a  -r-  6 x'- —  a  i  -. 
B  =  a, 

axs  =  bx'  z', 
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el  en  remarquant  que 

x*  ■+■  y2  —  a?'*  -+-  z'-  =  i . 
mi  aura 

a  =  b,        h  =  A  —  B      C. 

Pour  déterminer  ./   el   ^   par  exemple,  nous  éliminerons  x'  entre  la 
première  des  équations  précédentes  et  la  quatrième  élevée  au  carré 

ou 

a2 x"- (  i  —  x- )  =  b-(\  —  x'- ) x  - . 

ii-  qui  donne  sans  difficulté 

C(A— B)        A-1  — B-i  B-i  —  C-» 

et 


B(A— C)        A-'— C-1  A-'  — C-' 

L;i  première  équation  donnera  ensuite    c  -'  et  l'on  en  déduira  z'2  par 
l'équation 


z  -  =  I  —  ./ •  -. 


\  II.  Montrer  que  l'équation 


S2_   V2  -    —  T 


représente  un  ellipsoïde  (L,  432). 

On  remarque  que  cette  équation  résulte  de  l'élimination  de  x  entre 
les  deux  équations 


0  TV   ° 


S-  =  x,         TV^  =  v  '»  —  ^ 


dont  la  première  représente  un  plan  perpendiculaire  à  a  et  la  seconde 
un  cylindre  de  révolution  autour  de  (3.  La  section  est  donc  une  ellipse. 
De  plus,  x  doit  être  compris  entre  -+-  i  et  —  i. 

Si  nous  remarquons  que  q  étant  un  quaternion  quelconque 

q  =  w  -+-  p, 
on  a 

q  .Kq  =  (  1q    - 
ou 

Tq  =  \J q  K  q  =  /(  W  -+-  p)  (  (V  —  p)  =  y/w-'2 —  p2, 

nous  voyons  que  l'on  peut  écrire  cette  équation 

t(s£-+-V|)=i         (L,  436). 
Hamilton  tire  de  cette  équation  de  nombreuses  conséquences    /..   io~ 

et   SU1V.  ). 
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VIII.  Trouver  l'équation  du  cône  du  second  degré  ayant  son 
sommet  à  l'origine  et  contenant  cinq  génératrices  données. 

Soienl  -/.  3,  y,  8,  ;  les  vecteurs  donnés.  En  appliquani  le  théorème 
de  l 'ascal,  «m  aura 

-  \    V«pV8e    \    \  v -.  \     -    \    \  yoVpa)  =  o. 

Il  esl  clair  que  cette  équation  est  un  cône  '  indépendante  de  I  p  l  du 
deuxième  degré.  L'équation  esl  évidemment  satisfaite  }>;n-  p  =  oc 
el  o  =  s.  (  h\  montrera  aisémenl  qu'elle  esl  satisfaite  pour  p  =  {3,  y 
ou  8. 

I\.  Montrer  qu'il  existe  dans  deux  surfaces  du  second  ordre 
quelconques  deux  triplets  <lc  diamètres  conjugués  parallèles 
entre  eux. 

(  lar,  soienl 

.  =  i        e  i        S  p<|/p  =  i 

les  deux  surfaces  el  a.  B,  y  lc^  directions  cherchées. 
(  )n  a.  par  exemple, 

S  aœ  3  =  o  S  2  tLr  3  =  o 

el  on  "pallW  |V3Y. 

Yça  =  o  Syya       o 

Les  directions  cherchées  satisfont  donc  ;'i  l'équation 

S  tppd/p  =  o         i  Tai  i  .   "  >6  . 

1  1<S.    Note  sur  l'équation  l  H  i  d'Hamilton.  —  L'équation 

4>  =  O3 —  /rtjQs  —  ///,  '^   —  //*   =  o, 

déduite  de  la  théorie  <1<'»  transformations  linéaires,  esl  tout  ;i  fail 
générale.  Nous  en  déduisons  par  les  règles  ordinaires  du  calcul  algé- 
brique 

(  i  )  m  =  m  |  -^  —  m .,  o*  ^    tp  ; . 

Pour  tirer  de  là  l'équation  i  11  |,  uous  opérons  sur  lesdeus  un  ■mitres 
par  'p'  ',  ce  qui  nous  donne 

I  11  i  wï*-1=  mt  —  m2<p  -h  ce*, 

c'est-à-dire  l'équation  (H).  M;ii^  il  \  a  lieu  de  remarquer,  que  nous 
supposons  ainsi  implicitement  que  ///  esl  -  o.  Si.  en  effet,  nous 
avons  ///  ^_  o,  I  équation  i  i  >  devient 

0  =  m,o  —  m  2  o*  -i-  ips  =  <p  (  />?  j  —  m  -,  cp  -+-  cp!  ) 
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ci .  en  opéranl  par  z>   ' . 

<p-i  ( o  )  =  m i  —  m{  cp  •+-  <p  '-' . 

(  )r.  il  arrivera  précisément  que  si  ///  est  mil.  ce-1 1  o  i  sera  en  général 
^z£  <>.  « 1 1 1 1  —  ■  1 1 u  mi  le  voil  immédiatement. 
l 'osons,  en  effel . 

t  S  Xp       ■-  S  ■  i  p  —  ■;  s  v  : . 
L'équat  ion 

cpp  =  o 

ne    peut   être  satisfaite,   si   x,   '}.  y  ne   -•<  m  t    pas  coplanaires,  que  si 

l'on  ,i 

SXp   =  O,  S  (JLO  =   O,  Svp    :        O, 

c  est-à-dire  par  p  =  o  si  a.  u,  v  ne  sont  pas  coplanaires.  Il  en  résulte 
que  si  a,  j3,  y  ou  X,  u.,  v  ne  sont  pas  cop.lanaires,  l'équation  (3)  n'a 
pas  (I  autre  solution  que  p  =  o.  On  a  donc  alors 

cp(o)  =  o,         d'où         o-=  <s— '(o), 
et,  dans  ce  cas,  on  a  d'ailleurs  i  n°  t>7.  \ll  i 

m  =  —  S  y.  3-;  SXfiv  ^  o. 
Mais  si  a.  3.  y  ou  A.  ;/.  v  SOnl  coplanaires.  on  a 

///  =  o, 

el  alors  la  fonction  ko  se  réduit  à  deux  termes,  car  on  peut 
exprimer  y  en  fonction  linéaire  de  a  et  (3  ou  v  en  fonction  linéaire 
de  /.  et  u. 

(  )n  a  «loue  alors 

cpp  =  ocSXû  +  p  S  (i.p. 

Or,  il  est  clair  que  l'équation  (3)  est  alors  satisfaite  par  d'autres 
\  aleurs  de  p  que  p  =  o.  On  a,  en  effet, 

cpp  =  o         si         p  ||  V  Xfi. 
Par  sinie.  g  étanl  un  scalar  quelconque,  on  a 

cp(z  V  Au.)  =  o,         d'où         o    '  (  o)  =  -  \  À  u.. 

L'équation  i  ■>  \  de\  ienl  donc 

-  V  /  ■>.  -   m*—  rn-2 cp  -t-  et2, 
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i  est-à-dire  que  1  on  a,  quel  que  soit  ^. 

c  \  /  ;i  =  m,  p        '";'-?  —  cp2 p. 

Posons 

•î. 

Il  en  résulte 

Z  \  XjJt  =  mx  'i-'  o  —  WljO  —  ©8, 

et  comme  8  esl  un  vecteur  quelconque, 

On  remarquera  que  le  résultai  ainsi  obtenu  esl  précisément  celui  que 
l'on  obtiendrait  en  opérant  par  œ  '  sur  l'équation  (H)  où  l'on  fait 
m  =o  en  tenant  compte  de  la  valeur  a  '  (o)  =  .z^  a;j..  L'équation  (H) 
s'applique  donc  encore  dans  le  cas  où  ///  esl  nul. 

En  réalité,  dans  l'équation  -  f),  S  u'esl  pas  absolument  quelconque, 
car  la  forme  <!<■  cpp  exige  (|n<-  3  »<>it  un  vecteur  «In  plan  (a,  3  .  ce 
\.  <-<t<-ii  i-  étant  il  ailleurs  quelconque  dans  ce  plan.  Si  o  n'est  pas  copla- 
ii. m  r  avec  y.  et  [t.  1  équation  top  o  <^i  impossible  dans  le  cas  où  l'on 
a  />*  =  o. 


CHAPITRE  X. 

L'OPÉRATEUR  DHAMILTON.  LE  GRADIENT. 
DÉRIVÉE  D'UN  SCALAR. 


I  li).  Fonctions  d'espace.  —  Nous  appellerons  en  finirai  jonction 
d'espace,  une  fonction,  sealar  ou  vectorielle,  prenant  en  chaque 
poinl  de  l'espace,  c'est-à-dire  pour  chacune  des  valeurs  «lu  vecteur  p 
qui  détermine  ce  point,  une  valeur  unique  et  déterminée.  Nous 
t'cartons,  par  cette  définition,  les  fonctions  multiformes  (au  moins 
dans  ces  premières  considérations).  Par  exemple  un  vecteur  loin  lion 
d'espace  pourra  être  mis  sous  la  forme 

7=/(?)  =  /X+yV  +  ^Z, 

\.  Y,  Z  étant  trois  fonctions  scalaires  de  .r.  r.  s  que  nous  supposons 
uni  /ormes.  Hamilton  dans  ses  Lectures  l  art.  (5:20  |  introduit  nue  aou- 
velle  caractéristique  d'opération,  désignée  à  cet  endroil  par  le  sym- 
bole -i  remplacé  depuis  par  le  symbole  V  et  dénommé  Nabla  \  '  >  et 
qu'il  définit  par  la  formule 

Or  dy  <>z 

qui  doit  être  conçu  comme  opéranl  sur  un  sealar,  un  vecteur  ou  un 
quàternion  quelconques,  regardés  comme  fonctions  des  trois  variables 
indépendantes  .r.  y,  z  ».  Plus  loin  il  ajoute  :  c<  La  simple  inspection  de 
ces  formules  peut  suffire  à  convaincre  toute  personne  au  courant, 
même  superficiellement  (et  je  ne  prétends  pas  l'être  moi-même  très 
bien)  des  recherches  modernes  en  physique  analytique  concernant 
l'attraction,  la  chaleur,  l'électricité,  le  magnétisme,  etc.,  que  les  équa- 
tions du  présent  article  deviendront  certainement  d'un  usage  étendu 
dans  l'étude  mathématique  des  lois  naturelles,  lorsque  le  calcul  des 


(')  L'expression  Nabla  vient  de  l'analogie  de  forme  existant  entre  ce  sig       d'opé- 
ration et  un  instrument  de  musique  hébreu  de  la  Famille  des  harpes. 
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quaternions  aura  attiré  une  attention  plus  générale  que  celle  qui  lui  a 
été  accordée  précédemment,  el  sera  <  ■  1 1 1  j  > I <  >  \  é  comme  instrumeni  de 
recherche  par  des  mains  plus  habiles  que  les  miennes  »  ('). 

Les  faits  onl  justifié  ces  prévisions  <i  le  Nabla  esl  en  effel  devenu 
l'instrumenl  indispensable  du  calcul  appliqué  à  la  Mécanique  ou  à  la 
Physique  mathématique.  Nous  nous  proposons  dans  ce  Chapitre  et 
dans  le  Chapitre  suivani  de  donner  les  notations  qui  paraissenl  à  peu 
près  universellement  admises  à  ce  sujet,  dont  l'intérêl  esl  capital. 

Nnn-  ferons  d'abord  une  remarque.  L'opérateur  V  est  défini, 
comme  on  vient  de  !<•  voir,  au  moyen  d'un  système  de  coordonnées 
rapportées  au*  axes  /.  /.  /:  niais  cet  opérateur  étant  un  opérateur 
différentiel,  il  est  clair  que  l'opération  aura  un  résultat  in  iépendant 
de  l  origine  «les  axes  et  que  ceux-ci  pourront  être  transportés  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  d'une  manière  quelconque.  Mais  il  \  a  plus. 
Ce  résultat  est  indépendant  également  de  leur  direction.  En 
(I  autres  termes,  l'opération  V.  bien  que  définie  au  moyen  d'un  système 
d'axes  i  el  qui  donne  d'ailleurs  lieu  à  de  grandes  facilités  dans  certains 
calculs  ,.  en  est  complètement  indépendante.  Il  doit  être  possible  par 
conséquent  de  la  définir  indépendamment  «le  tout  système  de  réfé- 
rence. 

Il  existe,  en  effet,  plusieurs  définitions  absolues  de  V  ou  des  opéra- 
teurs (jin  en  dérivent.  Nous  en  donnerons  une  séparément  pour 
chacun  de  ces  opérateurs  et  nous  nous  contenterons  ici  de  montrer 
que  le  résultai  de  l'opération  V  ne  change  pas  quand  on  transforme 
les  axes  /.  /.  /.  en  un  autre  triplet  orthogonal  quelconque  que  nous 
pouvons  supposer  avoir  la  même  origine. 

Soieni  i  .  i  .  L  les  nouveaux  axes.  Nous  aurons  des  relations  de  la 
forme 

i  =    ai'  ■+-    bf  ■+-  <■•/,', 

j  =  a'  i  —  b'J'-t-  <■'  /,  . 

/■  =  a"  i'  ■+-  ///"  —  <■'  h  . 

et  puisque  les  deux  systèmes  sont  rectangulaires,  nous  aurons  inver- 
sement i  cf.  96  i 

i'  ■=.  ai  -+-  a  j  -+-  a"  I, . 
f  =  bi  -+-  b'j  h"  L  . 
/.'  —  ci       <■  j      <■"/,-. 

Nous  avons  alors  en  désignant  par  q  un  quaternion  quelconque,  parV 
Lectures  ou  quaternions,   Vrt.  6"20,  p.  610  611. 
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le  S"\  mbole 


.    d  .à  ,    à 

i h  / h  k  — 

dx       J  ôy  Oz 


et  par  Y  le  symbole 


V  =  ï 


o.i 


l'équation  suivante  : 

„,     .,  àq  dq         ,,  Oq  .,  l  àq    à.r         dq    à  y         dq    Oz 

V  q  =  l     -^-,  -j-  1     — ï-,  -+-  k     — .  =  l    (  — -  :  -\ : 1 

dx         J     ôy  Oz  O.r  dx  n\    O.r  Oz   O.r 

On  en  déduit,  en  ayant  soin  de  ne  pas  inverser  les  facteurs, 

Y  q  =  (ai  -h  bi  -\-ck  )  —  -r- .  .  .  =  l  — i-  +  .  .  .  =  VY/ . 

1  J  O.r  dx  ' 

120.  Premiers  exemples.  --  Donnons  d'abord  quelques  exemples 
simples  du  résultat  de  l'application  de  Y  à  certains  cas  très  fréquents 
en  pratique. 

Nous  posons  généralement 

•  "  i  p  =  i.r  -h  j'y  +  kz. 

On  a  d'abord 

(ï)  Vo  =  — 3, 

p  étant  un  vecteur  radial  et  non  un  vecteur  d'espace.  On  aurait,  en 

posant  p  =  rs0, 

1 

r  =  (.r2  +  j2+^)2, 

d'où 

/    x        r-  /  ■    d  \  -1         ix  -i-  j'y  -h  kz  o 

(2)  V/"  =  r?7+---  )(^2  +  .'-2+-2» 2= r  =  7.  =po. 

(a-2-f-jK2-t-  s2)2 
Si  a  est  un  vecteur  constant 

a  =  «/  -4-  6/  +  cÂ, 
on  aura 

(3)  VSap  =  —  Y<  a.r  -+-  6r  +  cz)=  —  ou  —  6/  —  ck  =  —  x. 
(4  )  Wap  =  —  VVpx  =  —  V(pa  —  S  ap)  =  3a  —  a  =  2a.  .  . . 

On  voit  qu'on  pourrait,  en  partant  de  sa  définition,  calculer  V  dans 
tous  les  cas.  Mais,  dans  la  pratique,  on  n'a  affaire  qu'à  deux  cas  parti- 
culiers : 

i°  La  fonction  soumise  à  l'opération  Y  est  une  Jonction  scalaire  ; 

20  Cette  fonction  est  un  vecteur. 
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On  peut  aussi  ;i\i)ii  à  opérer  par  V  sur  une  fonction  vectorielle 
linéaire. 

Nous  étudierons  d'abord  les  deux  premiers  cas  qui  sont  de  beau- 
coup les  p  1  h ^  importants. 

121.  Le  gradient.  —  Soit  u  une  fonction  scalaire.  Nous  désignons 
par  Vm  el  nous  appellerons  gradient  de  m  ou  simplement  Nabladeu 
le  résultat  de  l'opération 

_  .du         .du        ,  du 

(  I  )  Xu  =  i v-j- h  K  -r-  • 

dx        ■   dy  dz 

Puisque  '/  esl  un  scalar,  il  en  est  de  même  des  dérivées  partielles  de  u 
]>;ir  rapport  à  a?,  y,  z  et,  par  conséquent,  Va  est  un  vecteur. 

La  propriété  fondamentale  du  gradient,  qui  pourrait  lui  servir  de 
définition  (Gibbs),  est  donnée  par  l'équation 

(a)  du  =  —  S  dp  Xu  =  —  do  Tu. 

Cette  égalité  se  démontre  immédiatement  en  remarquant  que 


/    dp  =      i  dx  -+-     j  dy  -+-  k  dz, 


(3  )  du  du  du 

f  du  =  —  d x  -\ dv -\-  -7-  dz. 

'  dx  dy  dz 

On  obtient  alors  du  par  multiplication  scalaire  de  dp  et  de  V«. 

L'égalité  (  2  )  étant  une  identité,  il  en  résulte  que,  si  par  un  procédé 
quelconque  on  a  obtenu  du  sous  la  forme  d'un  produit  scalaire 

du  —  A  dp. 

OÙ    \  esl  un  vecteur,  on  aura 

V«  =  —  X. 

Cette  remarque  permet  de  calculer  Vu  dans  certains  cas.  Ainsi, 
/■  étanl  le  module  du  vecteur  p,  on  a  trouvé 

dr-  =  2  r  dr  =  —  2  p  dp,  d'où  W-  =  20, 

dr  =  —  p0  dp,  d'où  Vr  =  pu. 

On  petit  aussi  obtenir  souvent  le  gradienl  d  une  fonction  scalar  au 
moyen  de  la  reniai»  pie  suivante  :  Si  y  (a)  est  une  fonction  scalar  de 
la  Variable  d'espace  scalaire  //.  on  a 

v/(«)  =/'(«)  Va. 


lv21.  l'opérateur  d'hamilton.  le  gradient,  dérivée  d'un  8CALAR.      '255 
On  ;i  en  effet,  par  (2), 

df{  u .)  =  —  S  dp  V/'i  h  1, 

et,  d'autre  part,  puisque /(m)  est  une  fonction  scalaire, 

df(u)  =  f'(u)du  =  —  /'(«')S  dp  V«=  —  Sdp/'(u)Vu, 
d'où 

(4)  v/(a)=s/'(M)V«. 

Par  exemple,  on  a 


dr\r 

d   I  1  > 

^7  U~ 


d'où 


v  I  =  -  -L  3ll 


d'où         V—  = -r  ?o  = 

r-  /'3  '  r 


La  formule  importante  Vp  =  p0  s'applique  non  seulement  lorsque  p 
esl  un  vecteur  radial,  mais  encore  dans  le  cas  beaucoup  plus  général 
où  /'  est  la  distance  d'un  point  variable  à  une  droite  ou  à  un  plan 
li\cs  (fig.  42)- 

Soienl  P<  p)  un  point  variable  et  (Q)  ou  (a)  le  plan  ou  la  droite 

Fig.  42. 


fixes  auxquels  SP  <->t   perpendiculaire.   Si  nous  désignons  par  7  le 
vecteur  SP  nous  avons 


ou 


=  —  t'2,         d'où         /•  dr  =  —  -  d - 
r  dr  =  —  t(  dp  —  ds  )  —  —  -.  dp, 


car  r  é/o-  =  o.  D'où 


Vr  =  -  =  P.. 
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(  )n  écril  souvenl  cette  formule  sous  la  forme 

Vr  -   //. 

//    ci. mi    In   normale   unité  au  plan   dirigée  du  côté  où  se  trouve  le 
point  P. 

122.   Propriétés  du  gradient.  —  L'expression 

du  =  —  dp  Tu 

montre  que  la  variation  de  1  < t  fonction  est  nulle  lorsque  le  point  Pi  p 
se  déplace  perpendiculairement  à  Vu.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  a 

(i)  u  =  coost. 

el  par  conséquent  du  =  o,  c'est-à-dire  si  le  point  P  se  déplace  sur 
une  surface  telle  que  I  i  !,vVm  sera  constamment  normal  à  la  surface. 
Les  surfaces  u  =  const.  s'appellenl  sur/aces  de  niveau.  Leur  cons- 
i ruction  donne  une  idée  nette  de  la  constitution  du  champ  scalaire  u. 
On  voit  d'ailleurs  que  Vu  esl  dirigé  dans  te  sens  où  du  augmente 
en  |>;ins;uiI  d'une  surface  du  niveau  à  la  surface  voisine,  car  si  du 
esl        <>.  on  doil  avoir  dçtVu    '  o  et  par  suite  Vu  a  le  sens  de  dp. 

D'après  nos  conventions  l  n"  1  1!>  i,  les  surfaces  '!<•  niveau  ne  peuvenl 
pas  se  couper,  car  //  n'a  qu'une  seule  valeur  définie  cl  déterminée  <mi 
chaque  point  <lu  champ. 

D'après  la  définition  de  V.  on  a  évidemment 

/  V(  u  —  i'  i  =  V//  -+-  Vf. 

\  Xuv  =  u  Vr  —  v  V  u, 

{ 

i  \,iu  =  a  \u .         a  étant  un  scalar, 

Tdu  =  dVu,         d  étant  le  symbole  de  la  diflerentialion. 
D'autre  part,  soil 

II    —  f[  V.    (V,    .  .  .) 

une  fonction  scalaire  de  v,  w,  ....  On  a 

iiii        df   àv         df  dw 
ox        dv  Ox        d»    dx 


formule  analogue  ;"i  celle  de  la  différentiation  des  fonctions  impli- 
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cites.  On  voil  que  V  se  comporte  d'une  manière  analogue  au  signe 
de  la  différentiation. 

Supposons,  par  exemple,  que  /,.  r,  soient  le>  distances  >\  un  point 
variable  M  à  deux  points  fixes.  I  ne  équation  de  la  forme 

II  =  _/'(  /|.   /•     =  const. 

représente  une  courbe  i l;ui>  le  plan  ou  une  surface  de  révolution  dans 
l'espace.  La  normale  à  la  courbe  ou  au  plan  aura  la  direction  de 

_  0/  0/  of     B  0/ 

(>/-,  (//■..  <;/-,  '  0r2 

où  o,'  et  il  sonl  «les  vecteurs  unitaires  dirigés  des  points  fixes  vers  M. 
Par  exemple,  pour  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  a  l'équation 


et  l'on  en  déduit  la  construction  connue  de  la  normale  a  ces  tourbes. 

L'expression 

,lu  =  —  Vu  dp 

montre  que  la  variation  de  u  pour  un  déplacement  dp  du  point  P  est 
égale  à  la  projection  du  déplacement  sur  la  direction  de  Xu.  11  en 
résulte  que  cette  variation  sera  maximum  en  valeur  absolue  lorsque 
le  déplacement  a  lieu  dans  la  direction  de  Vu.  D'où  ce  théorème  : 

Va  donne   en  chaque  point   du    champ    la    direction    situant 
laquelle  u  varie  le  plus  rapidement. 

On  remarquera  ainsi  les  formules 

du  . ,_  du  .  r  au  . 

(A)  —  =  —  iVuj         —  =  —  /Vu,         —  =  —  k\u. 

*  dr  Oy  J  dz 

123.   Dérivée  de   u  dans  une  direction.  Nous    avons    vu    que 

L'expression  -r-  n'a  pas  de  sens   déterminé,   car  elle   dépend    de    la 

manière  dont  dp  tend  vers  zéro.  Mais  on  peut  supposer  que  dz  tend 

vers   zéro    en   conservant    une    direction    fixe    donnée,   <x0.   Dans   ee 

du  .       .    -      î   - 

cas,  -T-i  qui  est  eeal  a 

dp     * 

du  _     du  ^   du 

dz,    ~   -„  dr  ~         Ju  dr  ' 

est  un  vecteur  qui  a  une  direction  déterminée  <rfl  et  un  module  égale- 

L.  'T 
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i  .  (lu  .  ...  .  ,  .  .... 

menl   déterminé   :n  — .    valeur  pariaitemenl   déterminée  |>ui-<|u  elle 


( '^i  égale  à 


du  ii.i        du  ov        Ou  oz        du  Ou  au 

— 1 -^-  H —  =  —  cosa  - pose*  -i co^c. 

ax  or        oy  or        oz  or       ox  oy  oz 

où  '/.  A.  c  sonl  les  angles  de  La  direction  t„  avec  les  axes  je,  r.  s. 

y 

.Mais  il  faut  noter  que  ce  n'est  pas  le  vecteur  --r-  qu'ona  L'habitude 


du 


de  considérer,  mais  bien  la  dérivée scalar  -r-  et  c'esl  la  limite  de  ce 

(7/- 

dernier  rapport  quand  dr  tend  vers  zéro  qu'on  appelle  impropremenl 


/<■/  dérivée  de  u  dans  la  direction  t,,.   de  sorte  que,  par  définition, 
cette  dérivée  est  la  limite  <!<•  |  fig.   \.\  \ 

,.      du 
l'I' 

quand  PJV  =  dr  tend  vers  zéro. 

Or,  t  >  1 1  a 

du  —  —  X u  dy  =  —  dr  Vu  -,,, 

frétant  toujours  pris  positivement  comme  un  module.  Don 

du 


(Il 


dr 


=  —  cr0  V//. 


/,/ 


Telle  esl  La  valeur  de  la  dérivée  -r- 

dr 

On  peul  lui  donner  une  autre  forme.  Soient  >,,  .*_..  ss  Les  compo- 
santes scalaires  t\c  t„  suivant  Les  axes  /.  /.  /. .  de  sorte  que 


70  =  15 1  -hJSi  -+-  /  v  ;. 


on  peut  écrire  par  lî2^2.  I  1  I 


ilu  Ou  'in  du 

dr  '  »'.r  j  "r  S  Oz 
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ou  encore  en  désignanl  par  t0  V  le  symbole 


(3) 

'•n  peut  écrire 

(  i  l 


7oV  = 


o 


à 


dz 


du 
dr 


=  -(a0V)u. 


(  '.cite  manière  d'écrire  est  une  abréviation  souvent  commode.  Elle  se 

justifie  en  remarquant   que  si  Von  considère  V  comme  un  vecteur 

i  /     •  ii-  .  à       à       0 

dont  les  composantes  scalaires  symboliques  seraient—»  —  >  —•>  on 

;i   bien 


( 


„  r,       „  là  à  ô  \ 


Mais  l'assimilation  n'est  cependant  pas  complète,  car  on  ne  peut 
renverser  V  ordre  des  facteurs  et  l'on  a  ici  entre  <j0  et  le  vecteur 
>\mbolique  V  une  barrière  analogue  à  celle  que  nous  avons  établie 
dans  le  produit  dyadique.  La  notation  complète  serait 

S'<t0Vm         ou         tuV». 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  question. 
Remarque.  —  L'expression  (  '  ) 

du 

3F  =  -••*" 


du 
dr 


exprime  que  —  esl  la  projection  du  "radient  Va  sur  la  direction  t0. 

Fig.  44. 


On  voit  que  si  l'on  construit  au  point  M  une  sphère  ayant  pour  dia- 
mètre Va  (  fig.  \  i)  pris  en  grandeur,  direction  et  sens,  les  différentes 


(')  Il  est  important  de    remarquer  que  si  u  est    an    scalar,  on   a  (<x0V)m  =  S(r„Vu. 


a6o  <  h  \  1*1  in  i:   \ 

du 


valeurs  de -T- qui  correspondront  aux  directions  issues  de  M  seront 

dr     '  ' 

les  cordes  interceptées  par  la  sphère  dans  ces  directions,  riant 
entendu  que  ?„  a  la  direction  de  la  corde  considérée  MA.  par 
exemple.  Il  résulte  immédiatement  de  la  figure  que  jsi  l'on  jconsi- 
dère  les  dérivées  suivant  trois  directions  orthogonales 


du         du         du 
dr        dr'        dr' 


I  du  \  *       /  du  i  »       /  du  ,  *  .  _ 

[dT)  +{d?)  +\d?)  =H(W. 

124.  Intégration.  —  Suit  n  un  vecteur  fonction  d'espace,  Sup- 
posons  que  le  point  d'application  de  ce  vecteur  décrive  une  courbe 
quelconque  L,  le  vecteur  i  variera  et  nous  supposons  que  sa  varia- 
lion  reste  continue.  On  appelle  intégrale  courbe  du  vecteur  t,  le 
Ion-  de  la  ligne  L,  la  somme  des  résultats  obtenus  en  additionnant 
les  éléments  scalars  — 7  dp  pris  le  long  de  la  courbe,  celle-ci  étant 
supposée  décrite  dans  un  sens  détermine 

On  désigne'  cette   intégrale  SOUS  la   notation  —    /   <sdp.  Supposons 

•   1. 
que  t  soil  le  gradient  d'une  fonction  scalar  //,  «le  sorte  qu  on  ait 

7  =  \u. 
On  aura  alors 


/    7  dp  —    I   du  =  », 


■/„. 


aK  et  u„  indiquant  les  valeurs  de  a  aux  extrémités  de  la  ligne  L.  On 
voit  que  dans  ce  cas  la  valeur  de  l'intégrale  ne  dépend  pas  du  chemin 
parcouru,  mais  seulementdes  valeurs  de  //  aux  deux  extrémités  de  la 
ligue  I..  Elle  sera  doue  la  jmême  quand  ou  partira  d'une  surface  de 
niveau  en  un  point  quelconque  pour  aboutir  en  un  point  quelconque 
d'une  nuire  surface  de  ni\eau  el  ne  dépendra  que  des  valeurs  de  11 
sur  ee-,  deux  surfaces. 

En  particulier,  m  nous  partons  d'une  surface  de  niveau  pour  \ 
revenir,  soit  au  même  point,  soit  à  un  autre  point  de  la  même  surface. 
l'intégrale  aura  une  valeur  nulle. 

Celte'  notion  correspond,  comme  nous  |r  verrons,  à  celle  du  poten- 
tiel scalar,  et  l'on  dit  que  le  vecteur  z  dérive  d'un  potentiel  lorsque 
la  condition  7  =  X u  est  satisfaite  dans  tout  le  champ.  Il  sera  montré 
que  la  réciproque  de  la  proposition  précédente  est  vraie,  c'est-à-dire 
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que  quand  l'intégrale  courbe  entre  deus  points  quelconques  du 
champ  <>i  indépendante  du  chemin  parcouru,  le  vecteur  d<-  ehamp 
dérive  d'un  potentiel  scalar,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  fonction 
scalar  //  telle  qu'on  ail 

7  =  vu 

en  tous  les  points  «lu  champ. 

I±'>.    Exercices.  — I.  Soient  0  un  | >oin t  (i\e,  i  un  vecteur  unitaire  fixe,  r  le 
iiiiidiile  de  la  distance  non  nulle  de  O  à  P,  ç  l'angle  de  OP  avec  i.  On  a 

Vœ  -         — i —  \  Vr\  iVr         (  Burali-Forti  I. 

'  r  si  n  '.. 

On  a,  en  effet, 

r  coso  =  —  ip  : 
d'où  fu°  120  (3  )] 

V(r  cos<p)  =  i. 
Or,  on  a  [n'J  122  ci)\ 

Vr  cos<p  =  coscp  Vr  —  r  sintp  Vo  : 
d'où 

—  r  sincp  Vo  =  i  —  cos©  Vr 
Mais 

Vr  =  p0. 
<  )n  peut  donc  écrire 

r  sincc  Va  =  —  i[  Vr)2-t-  Vr(  iVr)=  V  Vr  \  i  V/\ 
puisque 

i  Vr  )2=  p2,  =  —  i  et  coso  =  —  l'Vr. 

c  est-à-dire  la  formule  proposée. 

II.  La   normale  à  la   sphère  en  un   point  est  le  rayon  qui  passe  par  le  point 
de  contact. 

L'équation  scalaire  de  la  sphère  est 

u  =  p!  =  R». 
quand  on  met  l'origine  au  centre.  On  en  déduit 

Vu  =  Vp*  =  —  2  p. 
La  normale  est  donc  le  rayon  p. 

III.  Etahlir  la  formule  qui  donne  Vr",  r  étant  le  module  de  p 
On  a 

Vr"  =  nrn~iVr  =  «r"->  p0  =  nr"-2p. 


<  »u  Murait  de  même 


v    ■    =  n? 
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IV.   Si  l'on  désigne  par  V2  le  résultat  de  l'opération  V  appliquée  une  deuxième 

fois  à  q  de  sorte  que 

VV7  --  V-'y. 

exprimer  généralement  la  forme  de  Vîq. 

On  a 

_  .    0    / .  Oii  ,  Oq  .   Oq 

1  Ox  \    <)x       J   dy  Oz 

et  par  suite 

1  \  ox-         Oy-         ')z-  } 

en  tenant  compte  de  îj  +  Ji  =  o,  ou  symboliquement 

/  d%  ^2  cJ2    , 

\0x>-        dy*        Oz.i  ) 

quel  que  soit  le  sujet  de  l'opération. 
En  particulier, 

_  / 0-  u        0-u        0-u\ 

V2  U  =  —  (  -—   -+-  -—  H ) 

Ox-         Oy2         Oz'1  I 
u  étant  un  scalar. 


CHAPITRE  XL 

APPLICATION  DE  VA  l\  (VECTEUR.  DIVERGENCE  ET  CURL. 


[*2().    Soit  -7  un  vecteur  d'espace,  c'est-à-dire  un  vecteur 

dont  les  composantes  \,  Y,  Z  sont  des  fonctions  que  nous  sup- 
posons continues  et  déterminées  des  coordonnées  ./•.  )-.  c.  Nous 
avons  par  la  définition  de  V 

V7  =  (/-^--y  —  -+-/■  —  ((«x  +  zy  +  az), 

\    dx       J  dy  dz) 

et  un  calcul  très  simple  donne  le  résultat 


■2) 


V7 


dX       dY        (yZ 

Ar  c*/  (V.3  / 


./cZ       ,)\\        .(dX       à'l\  /d\        d\\ 


On  voit  que  Vt  est  un  qttaternion  dont  le  scalar  esl 


(3) 


/dX       à\        ÔZ 

SVT=  —  ( ! 1 

\  dx         dy        dz- 


et  dont  le  vecteur  peut  s'écrire  symboliquement 


(4) 


Wa 


i  J  * 

0  d  <) 

dx  dy  dz 

\  Y  / 


On  voit  que  les  formules  (3)  et  (4)  sonl  parfaitement  d'accord 
avec  les  formules  qui  donnenl  S  Va- et  \  Vt.  où  V  est  regardé  comme 
un  vecteur  symbolique  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  Chapitre  précédent. 

Nous  aurons  peu  occasion  d'employer  le  quaternion  Vt.  Mais  le 
scalar  et  le  vecteur  onl  une  très  grande  importance.  On  donne  au 
scalar  changé  de  signe  la  désignation  de  divergence  du  vecteur  t  et 
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an  vecteur  celle  «le  curl,  rotor  ou  rotationnel.  Nous  verrons  un  peu 

l>lii-  loin  les  raisons   de  ces  dénominations.  Les  notations  adoptées 

seront 

o\        o\        dZ 

—  S  v<y  =  divd  = 

dx        à y        ôz 

et 

i  fi)  Y  V-  —  rnl  t. 

d<-  sorte  qu'on  a 

Y7  =  —  .li\  7  -    roi  t. 

Les  définitions  de  div  et  de  roi  permettraient,  en  revenant  aux 
expressions  cartésiennes,  de  calculer  ces  fonctions  dans  tous  les  cas. 
Mais  les  calculs  ainsi  conduits  seraienl  souvenl  longs  el  compliqués, 
el  en  iinii  cas  ne  constituent  pas  une  méthode  spéciale  au  calcul  vec- 
toriel  (jni  doit  se  servir  autanl  que  possible  de  ses  propres  moyens. 
Nous  allons  voir  commenl  on  peut  calculer  <in  et  roi  dans  les  cas 
plus  ou  moins  compliqués  que  présente  l;i  pratique,  en  nous  limitant 
toutefois  aux  formules  d'une  utilité  réelle  el  qui  servenl  à  obtenir 
toutes  le:-  autre-. 

127.  Calcul  de  div  et  de  rot.  —  Nous  remarquerons  d;abord  que- 
ili\  el  roi  étanl  des  opérateurs  différentiels,  dont  l'un  est  un  scalar 
e1  l'autre  un  vecteur,  ces  opérateurs  jouissent  des  propriétés  de  la 
différentielle  en  tant  que  ces  propriétés  s'accordent  avec  leur  carac- 
tère scalar  ou  vectoriel.  (  h\  a  donc,  en  désignanl  par  a  el  -  deux 
>  ecteurs  quelconques, 

div(a  —  r)=diva — divT,         rot(tr -t-x)  =  roto — mt:. 

i  div  Vax  =  divffVffT  -+-  divTV<rc, 

/ 

rotVox  =  rnt^N  zz  —  n.tT\  ax, 

l'indice  désignant,  par  une  notation  analogue  à  la  notation  différen- 
tielle usuelle,  la  variable  qu'on  fait  seule  varier,  1  autre  restant 
constante. 

Non-  sommes  ainsi  amenés  à  cheucher  toul  d'abord  à  obtenir  les 

valeurs  «le 

il i\  \  a:     el      roi  N  a7. 

où  v.  esl  ii  ii  \  ecl  eu  r  constant. 
Or  on  a  par  défini  tu  >u 

<||V    \    7.7  SVVïT. 
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Mais  -i  uous  regardons  V  comme  un  vecteur  symbolique,  «cri 
-  écril 

div  V  7.7  =  —  S  Vaa  =  Sa  Va  =  S  x(—  < I i \  t  -1-  roi  a), 

nu  finalement  i  puisque  <li\  a  esl  un  scalar) 

i  >.  i  div  Vacr  =  Sa  rola  =  a  rota. 

On  a,  d'autre  part, 

i  ol  \  %-j  =  \   V\  a?. 

Non-  pouvons  développer  le  vecteur  doublé  en  regardant  V  comme 
h  n  \  ecteur  ordinaire,  mais  nous  devons  nous  rappeler  (123)  que  nous 
ne  pouvons  pas  permuter  V  avec  la  variable  7,  qui  étant  à  droite  de  V 
doit  rester  à  droite.  Nous  obtenons  alors 

rot  Vaï  =  S  a  V .  7  —  S  Vt.ï. 

Or  SV<r=  —  diva-,  et  l'on  écrit  habituellement  (aV)  par  abré- 
viation au  lieu  de  SaV.  On  a  donc 

(3)  rot  Vaa  =  a  diva -1- (a  V)<t, 

expression  dans  laquelle  on  a 

/On  Os  da 

\       d.r  ày  âz  / 

ci|,  a2,  a3  étant  les  composantes  du  vecteur  a  suivant  les  axes.  JNous 
en  verrons  tout  à  l'heure  l'interprétation  géométrique. 

Les  formules  (  2)  et  (3)  sont  fondamentales  en  tenant  compte  de 
la  valeur  1  i)de(aV)a\  On  peul  poser  symboliquement 

l       '"  d  d\ 

1  >  )  (  a  V  )  =  —  la  1 h-  a, h  a3  — 

\       '<./•  dj-  (>c  ' 

On  a  eu  particulier 

(  ">/,)  (  3\")p  =  —  a. 

On   obtiendra    de    même    deux    autres    formules    importantes    qui 
donnent  div  m  1  r\  rotma  dans  le  cas  où  ///  est  un  scalar  variable. 
On  a  d'abord 

dis  m  7  =  —  S  Ttn  1  =  —  S{  V»i  .j+/)i  Vu, 
ou   bien 

1  (5  i  div  m  a  =  w  diva  —  Sa  V/h  =  m  diva  —  a  Xm . 
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(  Mi  aura  de  même 

roi  m  i  =  V  Vm  z  =  X  (  V/»  ,i'+mVa) 
ou 

rot  ma  =  m  rota — \':V/«. 

Ce  serii  un  utile  exercice  de  vérifier  ces  formules  par  le  calcul  direct 
au  moyen  des  coordonnées. 

Non-  signalerons  également  la  formule  suivante  qui  résulte  de 
l'application  de    i    et  i  3  .  quand  p  es!  un  vecteur  radial.  On  ;i 

roi  \  ::  =  rotp-H  rota  =  p  diva  -+-  (p  V)a  —  [a  divp  -+-(a  V)pJ. 

Mais  on  ;i 

divp  =  — SVp  =  3,         (aV)p  =  — a; 

d  i  »ù 

roi  Vpa  =  p  dîv a  -+-  ( p  V)a  —  ■>  i. 

Ces  formules  suffisent  à  calculer  div  et  rot  dan-  tous  les  autres  cajs 
(Cf.  Exercices,^  à  la  fin  de  ce  Chapitre  el  Note  n'J  133). 

128.  Dérivée  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  scalar  dans  une  direc- 
tion donnée.  —  Considérons  un  vecteur  fonction  d'espace  ?  appliqué 
au  point  P,  et  supposons  que  le  point  d'application  P  se  déplace  infi- 
niment peu  dans  une  direction  donnée  a  de  la  longueur  dn  {fig-  15). 

Soit  P  M,  ce  que  devienl  au  point  P'  le  vecteur  PM  =  n. 


\..n 


-  ;iurmi- 


(h  =  MM' 


en  menant  par  P  un  vecteur  l'M    équipollenl  à  P'M  , 
Le  rapport 


<lz  _   MM 
dn  tin 
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où  ci«  csi  un  scalar,  esl  alors  un  vecteur  dont  la  Limite  s'appelle  la 
dérivée  du  vecteur  7  dans  la  direction  a. 

On  La  désigne  quelquefois  par  La  notation  I3a7. 

Or  on  a 


ils        .  o\         .  o\  dZ 

dn  On  On  ^     '  On 


et  par  123,  (4), 


4t  =-i"(«oV)|X-y(«oV)Y-*(aoV)Z  =  Daa, 


sifnnp  rlr> 

ihl 


expression  cartésienne  de  -y-  •  On  peut  écrire 


(  >.  1  -z-  =  —  (a0  V)(  1 X  -+-  /  Y  -+-  itZ )  =  —  ( a0  V )  7. 

dn 

L'expression  (1)  peut  s'écrire,  en  appelant  «,  b,  c  Les  cosinus 
directeurs  de  a  ou  les  composantes  île  -;.„  suivant  les  axes, 

d<j  07  .    07  07 

(0)  -j-  =  a  — -  -+-  b h  c  —  • 

dn  O.r  Oy  Oz 

Nous  voyons  que  l'expression  (  \  >  A\\  numéro  précédent  n'est  donc 
autre  chose  que 

(4)  -Ta^=-T«Daa 

si  le  vecteur  7.  n'est  pas  unitaire,  et 

an 

si  a  est  un  vecteur  unitaire.  Par  suite,  si  a  esl  unitaire,  la  formule  (3) 
du  numéro  précèdent  peut  s'écrire 

du 

(  \  1  rotVaa  =  x  di\  7 —  =  ailiv-7  —  l'a7- 

an 

ce  qui  lui  donne  une  signification  géométrique  bien  définie. 

129.  Différentielle  totale  d'un  vecteur.  Supposons  qu'un  vec- 
teur d'espace  n  soit  fonction  non  seulement  de  son  point  d'applica- 
tion, mais  encore  du  temps,  ou  de  toute  autre  variable  scalar.  Nous 
aurons  à  distinguer  deux  sortes  de  variations  de  ce  vecteur. 

i°  Une  variation  <[ue  nous  pouvons  appeler  variation  locale, 
c'est-à-dire  la  variation  du  vecteur  1  appliqué  au  point  \y  pendant 
le  temps  dt. 
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Le  vecteur  appliqué  en  P  étant  le  vecteur  n  à  l'instant  /,  le  vec- 
teur qui  s  v  trouve  au  moment  /  -+-  dt  esl 


i  -, dt  =  nx. 

Ot 


2  L  ii«'  variation  totale  c'est-à-dire  que  le  vecteur  tr  devient  à 
L'instant  t-\-dt  !<•  vecteur  -  appliqué  en  un  point  P'  infiniment 
voisin  de  I*  dans  la  direction    t  de  la  vitesse  du  point  P  et  tel  que 

PP  =  tdt.  La  variation  totale  du  vecteur  esl  alors  -r-  dt. 

dt 

Or  on  a,  r\  idemmenl  (  fig.   (6), 

ff'— <T=(t'—  ff,)  +  (ffi  — ff) 


ou 

(I) 


do  =    _(:V)7_^, 
dt  '         dt 


Ce  qui  exprime  la  variation  totale  du  vecteur  y  ('). 

Fig.  J6. 


On  obtient  une  formule  utile  en  appliquant  ce  résultat  au  vecteur 
vitesse  lui-même.  On  a -alors 


,7, 


dt        d-, 

—  = (eV)e. 

dt         Ot 


On  peut  transformer  cette  expression.  On  a,  en  effet,  quand  ot  est 


(  ■  )  On  aurait  «te  m<  m< 
(■') 
u  étant  un  scalar. 


rf/         -lu 
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un  vecteur  constant  (en   traitant    toujours  V  comme  un  vecteur,  et 
appliquant  la  formule  du  double  produit  vectoriel)^ 

VS  'j.z  ou  Vi  tz  1  =  —  Va  V  Va  —  1  a  V  17 

ou 

V(aa)  =  (aV)a  —  x  X  rota. 

()n  en  déduit,  si  s  el  x  sont  deux  vecteurs  variables, 

(4)  V((rt)=  Vy-t-  Vt  =  (<tV)t  ■+-(? V)a  —  a  x  roi  -  —  -  x  rota. 

Eu  appliquant  cette  formule  à  t.  aous  avons,  en  posant  7  =  7  =  $, 


Ou  a  donc 

(61 


-  V&*  =  (  1  V  1-:  —  1  x  rote. 
2 


-7-    = V Z-  —   £   X    POt  £. 

<7/  '^  2 


Reniai  que.    —   Les  deux    remarques    suivantes    ont    une  grande 

importance  : 

i°  Le  curl  d  un  gradient  est  identiquement  nul; 
a°  La  divergence  d'un  curl  est  identiquement  nulle. 

Ces  propriétés  résultent  de  leur  définition.  On  a,  en  effet. 


rot  Y '  u  — 


1)       0  i> 

rix  à  y  riz 

Ou  du  Ou 

dx  dy  Oz 


et 


«li v  rot  a 


S  VVVt 


a        ri  d 

dx  dy  riz 

0         ri  c> 

O.r  il  y  oz 

\         \  /. 


130.   L'opérateur  V-.  —  Nous  avons  vu  1  u"  12o.  I\  1  qu'on  a  gêné 
edement  quel  que  soit  le  sujel  de  l'opération 


_       /  o*         0'-         o"-  \ 
_  \  dx*  ~*~  ày*  ~*~  As*  /  ' 


eu  entendant  par  V-  le  résultat  de  l'opération  V  sur  Vy.  c'est-à-dire 

(M  v        VV. 
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Si  q  est  ua  scalar,  on  a  simplement 


■ 


_  I  o- u        >t-u        d*u\ 

V1  U—  — 1 H-  — — 

'  dxi        dy1         <>z-  ) 


Si  '/  esl  un  recteur.  V-  peul  -  exprimer  au  moyen  de.  div  et  rot  de 
ht  manière  suivante.  -Nous  avons 

V-  -  =  V(  —  divcr  -+-  roter)  =  —  V  diver  —  V  rot  7. 

Mais  on  a  par  La  définition  de  V 

Vi  rotcr)=  —  div(  rôl  7  1  ■+■  roi  1  rot  cr) 
=  rot  rot  7, 


car 
d'où 


V*< 


div  roi  =  o  : 


V  il i\  7  —  rot* cr. 


rot-  ayant  ici  le  sens  de  rot  roi  in"  54).  C'esl  l'expression  cherchée. 
Dans  le  cas  du  scalar,  on  peut  évidemment  écrire 


V*  u  =  V  Vu  =  —  div  Vu  —  rot  Vu  =  —  div  Vu. 


On  doit  remarquer  les  formules  suivantes  i  où  r  est  le  module  du 
ver  le  m  radial  p)  : 

(6)  V2  /•  =  —  div  vY  =  —  div  p0  = » 

-  |  V-  -  =  —  div^-r  =  o  [par  127,  (6)]. 

On  emploie  quelquefois  la  notation  A  au  lieu  de  V3. 
Gibbs  donne  à  l'opérateur  — V-  le  nom  de  laplacien. 

131.  Définition  absolue  de  V.  Nous  avons  déjà  montré  in"  H9) 
que  l'opération  V  esl  indépendante  de  l'origine  el  de  la  direction  des 
axes.  Plusieurs  auteurs  ont  donne  de  V  nue  définition  indépendante 
île  tout  système  de  référence.  Nous  nous  arrêterons  à  celle  qui  a  été 
donnée  par  V.  ^  gnatovs  ski  ( f  )  : 

On  me/ /ni  dans  le  produit,  au  lieu  deV,  Vêlement  de  surface 
dirigée  df.  On  intégrera  sur  une  surface  fermée  F,  on  divisera 
pur  le  volume  \  contenu  dans  F  et  I  on  passera  à  lu  limite  \       o. 


(')  \\ .  Von  Ygnatowski,  Die  Vektoranalysis  und  ihre  anwendung  in  der  theo* 
ritischen  Physik.  Leipzig,  1909,  vol.  I.  \>.  i5. 
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Les  grandeurs  i/i/i.  dans  le  produit,  se  trouvent  devant  V.  doivent 
être  regardées  comme  constantes  //ans  l'intégration  sur  F.  » 

D'après  cela,  on  obi  tendrai l  : 
I ,<■  gradienl .  par  l'équal ion 

V//  —  Uni  —    /   <//'.  //: 
\     i.  V  ,  ',    J 

la  di\ ergence,  par  L'équation 

(liv7  =  —    Il  III    —       /     f/f.7. 

]<■  eurl,  par  l'équation 


(liV7 


S  Vt: 


-ot  <t  =  lim  tt    /    V  df. 

V  =  0    '    t  V 


Nous  allons  faire  voir  que  ces  définitions  conduisent  à  des  expres- 
sions identiques  à  celles  que  nous  avons  données  pour  V//,  div7  et 
roi  7. 

Smi  M  un  point  de  l'espace  el  soit  ABCD,  A' B' CD' un  parallélé- 
pipède élémentaire  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes  et  oui 
pour  longueurs  d.r,  dy.  dz.  qui  a  son  centre  en  ce  point  (  fig.   \-  i. 

Fig.   47. 
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Considérons,   par  exemple,   l'expression  <lu  gradient,  ci  soil  //  La 

valeur  du   scalar  an   point    M.  Soil   M    le  point  où   M/  rencouire  la 
lace   \  l!(  il  ).  En  ce  point,  la  valeur  principale  de  u  es!  '/  -f- dx  el 

I  11  2    03 

Ton  a,  pour  la  lace  AB(  il  ). 


u  '//'  =  (  u  -, —  d.r  )  i  dy  dz 

\  '   ''■''        I 


comme  \  aleur  principal) 


lP 
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Pour  la  lace  A  B  CD  .  on  aura  de  même 

ud/  =  -  (u—  l~  '^-d.r)i,lydz. 

Ue  sorte  que  la  somme  résultante  sera 

•  ""     M 

1  —  av. 

<).r 

On  aura  alors,  pour  les  six  faces, 

Ç  I  .  du         .Ou  ou  ! 

/     Il  df  —(  l r-  / 1-  k •       c/\ 

.  \.        J       \    Ox       J  Oy  dz  j 

et,  par  suite, 

I      f                  .du          .Ou  Ou 

1  ■  tu  — r    /    //  dv  =  1 / h  A". —  =  \u. 

\ •=,,  \    .  'f.  O.r        J   Oy  Oz 

Une  démonstration  tout  à  fait  analogue  s'obtiendra  pour  le  cas  de 
la  divergence  et  du  curl  en  posanl 

a  =  iX-f-y'Y  -hkZ. 

Cette  démonstration  est  d'ailleurs  tout  à  fait  indépendante  de  la 
direction  particulière  des  axes  et  de  la  manière  dont  le  volume  d\ 
tend  vers  zéro.  Les  définitions  ci-dessus  sont  donc  des  définitions 
absolues. 

132.  Interprétation  des  opérateurs  V.  div,  rot.  —  Le  mol  gradient 
n'a  pas  besoin  d'explication  :  celte  dénomination  se  justifie  par  la  pro- 
priété de  Va,  île  donner  l;i  direction  dans  laquelle  u  varie  le  plu* 
rapidement.  La  définition  d'Ygnatowski  permel  (!<■  justifier  la  dési- 
gnation de  divergence.  Considérons  un  poinl  P  <•!  un  vecteur 
d'espace  s  attaché  à  ce  point.  Supposons  que  nous  entourions  le 
point  P  d'une  .surface  fermée  quelconque  contenant  un  volume  \  el 
que  nous  supposions  que  ce  volume  esl  rempli  d'un  Quide  dénué 'de 
viscosité  et  incompressible.  Les  vecteursd  espace  attachés  aux  <  1 1 M  «  •— 
rents  points  du  volume  pourronl  être  alors  assimilés  aux  vitesses  des 
molécules  de  fluide  qui  occupenl  ces  points  <•!  il  est  clair  que  la 
quantité  de  Quide  qui  sort  du  volume  \  ou  qui  diverge  « I « •  ce  volume 
dans  l'unité  de  temps  est  la  somme  des  produits  de  I  aire  des  éléments 
de  surface  par  la  vitesse  normale  du  fluide,  ou 

-  fsdf.*, 
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el  cette  quantité  de  11 1 1 1 « l« ■  sortanl  sera,  par  unité  de  volume, 

c  est-à-dire  à  la  Limite  peur  \  =  o,  ce  sera  dis  t.  S  il  a  \  a  au  point  Al 
m  production  m  disparition  <  I < -  fluide,  on  aura  évidemment 

ili\  7  =  o, 

c'est-à-dire  qu  il  sorl  autanl  <!<•  fluide  qu  il  en  cuire  car  L'intégrale 
indique  I  excès  de  la  quantité  de  fluide  qui  sort  sur  celle  qui  entre. 
Dans  le  cas  contraire,  on  <hi  que  le  point  Al  est  une  source  |  positive 
ou  négative).  Son  débit  esl  la  valeur  de  il i\  t  en  ce  point. 

La  désignation  rotor  ou  curt  peul  aussi  s  interpréter  ci  un  me  il  suit. 
Lorsqu'un  corps  solide  se  déplace  «I  une  manière  quelconque,  la 
vitesse  s  d'un  des  points  esl  donnée  par  la  formule  (  NI)  i. 

(ii  e  =  si-HV«p, 

où  î,  est  la  vitesse  d'un  certain  point  du  corps,  et  co  un  vecteur  qui 
est  l'axe  instantané  de  rotation  el  dont  la  valeur  esl  la  même  pour 
tous  les  points  du  corps.  Opérons  par  rot  sur  les  deux  membres,  en 
remarquant  que  E|  et  w  sont  des  constantes  dans  l'opération  rot  qui 
u  agit  que  sur  les  points  de  l'espace  I  / .  r.  3  1, 

rote  —  rot  V  u>p  =  ■>.  w, 

c'est-à-dire  que  le  curl  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  est  Le 
double  de  la  vitesse  annulaire  de  rotation  du  solide.  De  là  le  nom 
de  rotor  ou  rotationnel . 

On  peul  encore  présenter  autrement  la  notion  du  rotor.  Supposons 
notre  fluide  hypothétique  en  mouvement  el  considérons  les  molécules 
de  ce  fluide.  Elles  ont  un  mouvement  général  qui  esl  celui  ([(Telles 
prendraient  si  le  fluide  se  mouvait  comme  un  solide  indéformable, 
niais  elles  peuvent  avoir  en  plus  un  ii)ou\  enienl  relahl  propre.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  nous  considérions  une  de  ces  molécules, 
supposée  sphérique  pour  simplifier,  el  solidifions  brusquement  tout  le 
fluide  qui  cesse  ainsi  de  se  mouvoir,  à  l'exception  de  la  petite  sphère 
que  nous  considérons.  Il  pourra  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien  la 
petite  sphère  elle-même,  arrêtée  dans  le  mouvement  de  translation 
(pi  (die  doit  au  mouvement  général  du  liquide  qui  la  transporte  se 
mettra  au  repos,  ou  bien  elle  continuera  à  se  mouvoir,  ce  mouvement 

L  iS 
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ne  pouvant  d'ailleurs  être  maintenant  qn'une  rotation  sur  elle-même, 
ou  un  tourb.il/onnemenl. 

Quelle  esl  la  condition  pour  qu'il  en  soil  ainsi?  II  huit  el  il  suffit 
pour  cela  que  la  somme  des  quantités  <le  mouvement  de  la  petite 
sphère  par  rapport  à  son  centre  ne  soil  pas  nulle  au  moment  de  la  solidi- 
fi cation  du  système.  Soil  7  le  vecteur  de  champ  au  centre  de  la  sphère, 
ce  vecteur  représentant  ici  une  vitesse.  En  un  point  de  la  sphère, 
dont  le  vecteur  est  p,,  par  'rapport  au  centre  de  la  sphère,  cette 
vitesse  est  ŒH-fif<T,  et  le  momenl  résultant  îles  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  au  centre  sera 


I 


Vo,  <h  d\  . 


d\  étant  l'élément^de  volume  de  la  petite  sphère  el  en  supposant  la 
densité  du  fluide  égale  à  1.  Si  nous  posons 

pi  =  xi-+- yj-h  zk, 
où  x,  v,  z  sont  très  petits,  nous  aurons,  comme  on  le  voit  facilement, 

./       d\  OX  d\  àZ  OZ  dZ\ 

\  p,  di  —  —  i[  z.r h  zy  -. h  g2 yz- v2 yz  —     —  . .  ., 

1         Ox         J  dy  àz        J     Or       J    Oy       J     ôz  ] 

où  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  tr,  et  où  les  dérivées  —  >  ••• 
doivent  être  regardées  comme  des  constantes. 

t  Or,  il  est  visible  que  les  portions  d'intégrale  où  entrent  les  rec- 
angles  xy  ou  autres  des  coordonnées  donnent  une  somme  nulle  à 
cause  de  la  symétrie  de  la  sphère.  Le  moment  sera  donc 

•  CI      àX  dZ\    ,., 

\l=_t/    (z«- yi  —  )d\— .... 

J    \       Oz        ■      ôy) 

Mais  on  a 

Çz*  dX  =   Ç y"-  dX  =  f  x"-  dX  =  i    frn-  dX  =  ^  R  >, 

R  •'•tant  le  rayon  de  la  petite  sphère.  On  a  donc 

4-  ,     |~-/('v       "z  1  I       4-  „ 

M  =—2-r  Rs    il- +...     =^R«  roi  -. 

i5        [     l  Oz        dy  1  id 

11  résulte  de  là  qu  il  y  aura  ou  qu'il  n'y  aura  pas  de  tourbillon- 
nement suivant  que  le  vecteur  mi  t  sera  différent  de  zéro, ou  nul. 
(>'esi  pourquoi  on  donne  à  ce  vecteur  le  nom  de  tourbillon,  rotor, 
rotortionnel  de  t.  De  même,  le  mol  anglais  curl  signifie  boucle. 
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Remarque.  —  L'identité  |  \*1\)) 


(Il  Y    |ll|   7   =   O 


peut  s'exprimer  en  disant  quil  n'y  "  pas  de  source  de  tourhillon. 

133.  Note  au  nn  12"  et  résumé.  —  En  résumé,  l'opérateur  V  désigne 
toujours  l'opérateur 

d  .  d .        .    à 

t  __  _j_  j        -+-/.—, 

OX  .        oy  ôz 

et  peut  être  traité  dans  les  calculs  comme   un  vecteur  symbolique 

.  ,    •  .000  , 

dont  les  composantes  sca/m/v.*  seraient  — »  — »  —  sous  la  reserve  que 
1  ox    ây    àz  l 

ces  composantes  ne  peuvent  être  permutées  ni  avec  les  vecteurs  î,y,  /. , 
ni  avec  le  sujet  sur  lequel  elles  opèrent.  Mais  on  peut  les  permuter 
avec  un  vecteur  constant,  c'est-à-dire  sur  lequel  l'opérateur  V  n'agil 

pas. 

On  définit  de  plus  les  notations  dix  el  roi  par  les  équations 

div=—  SVj         rot  =  \  V. 

où  V  opère  sur  un  vecteur  de  sorte  que  l'on  a,  dans  ce  cas, 

V  =  —  H  i  v  -+-  ro  t. 

Par  convention,  nous  représentons  par  la  notation  (aV)  ou  SaV, 
où  a  (est  un  vecteur  constant  ou  variable,  dont  les  composantes  sca- 
laires sont  «|,  a2,  a3,  et  pour  abréger  l'écriture,  le  symbole 

/       d  à  à  \ 

\      o.r  oy  àz  / 

appliqué  à  un  scalar  ou  à  un  vecteur.  Il  faut  bien  se  garder  de  con- 
fondre (aV)  ou  SaV.  avec  Sa.V.  Ce  dernier  est  toujours  un  scalar. 
On  peut  alors  en  observanl  ces  règles,  calculer  avec  V  comme  avec 
un  vecteur  ordinaire  en  ayant  soin  de  ne  pas  le  permuter  avec  son 
sujet.  Nous  avons  déjà  donné  au  n°  127  des  exemples  d'application 
de  cette  manière  de  procéder.  Nous  nous  contenterons  avant  de  passer 
iu\  exercices  suivants  de  faire  une  remarque  concernant  les  calculs 
où  entre  une  expression  de  la  forme  Viajj»  ou  VSa'j.  c'est-à-dire  le 
gradient  d'un  scalar.  11  faut  alors  partir  de  la  formule 

VaVVp  =  SaV.p  —  VSa|3  =  (aV)P  — VSop 
qui  donne 

V(a(J)=  (aV)P—  Va  roi  'p, 
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mi  bien,  ce  qui  es!  en  général  plus  simple,  de  l'une  des  deux  formules 
|u"  128,  (  i  1 1  où  t  esl  un  vecteur  \ ariable  Xi  -+-  Yy  -f-  7J, \ 

(a)  (  a  V  )  i  =  <S  a  V  \  —  j  .S  a  V  V  -+-  /.  S  a  V  Z, 

dans  Laquelle  a  esl  un  vecteur  constant  ou  variable^  et 

i  f,  )  Vf  a-  |  =  VSad  =  —  (aVX-H  6VY  -+-  rVZ), 

où  a  e>t  un  vecteur  constant . 

134.  Exercices.  —  I.   Démontrer  la  formule 

SaV(pï)  =  SY(aV)l3, 

o//  v  e*£  ////  recteur  constant  et  %  et  ri  deux  recteurs  variables. 
Ou  a,  eu  effet, 


d'< 


Vi  Py)  :=  ^(Y?)  =—  (cV6-hc'V6'-4-c'V6"): 


Sa  V(Py)  =  —  (cSaVA-Hc'SaV6'-j-  c'SaVô')  =  S  71  zV  |fi  j  n"  133.  (a)J. 

II.  Démontrer  'fans  la  même  hypothèse  la  formule 

S71  aVi|i  =  S  ai  7  V  |fi  -+-  Sya  roi  P- 

Appliquer  la  formule 

?(7P)  =  (YV)P-VYrotp, 

opérer  par  Sa  sur  les  deux  membres  et  tenir  compte  de  la  formule  1 1 1. 

III.  Démontrer  la  formule 

SaVS2  =  2Sa(pV){i  -1-  2S601  roi  3. 

Résulte  de  1211.  (  \  )  qui  donne 

ivB«  =  (SV)B  — V8  rolB. 
Opérer  |>ar  Sa. 
I\  .    Démontrer  la  formule 

SaVfi*=  2S8(«V)8. 

Résulte  «le  l'identité  (  obtenue  en  faisant  y  =  j3  dans  11) 

S  S(  a  V)  S  =  Sa(  S  V)  fi  -H  S  3a  -4-  rot  8 

pi  de  la  formule  III. 
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V.  Montrer  que  si  Von  pose 

z  =  i\  -4-y'Y  -  /./., 
On  a 

V-'7  =  iV*X  +y'?»Y  ■+■  X-V*Z. 

VI.  a  e/  'i  ri// />(  des  recteurs  variables,  on  a 

rotVap  =  adivp     —S  diva     h-  (aV)P  —  (pV)a, 
dix  Va^=  Sarotp  —  Sp  rota. 

VII.  Ar»  c///7  d' une  fonction  linéaire  autoconjuguée  -ozest  nul; 
c;ir  si  çpo  est  autoconjuguée,  <'llc  peul  se  mettre  sous  la  forme 

?p  =  SVapp-4-  A;.. 

Opérons  par  V.  nous  avons 

V\  apï  =  Vi  aSp>  —  pSap  +  £Sap)  =  _ap-t-3SaP  —  ?a  =  Sx0 

et.  par  ^uiic, 

V cpp  =  SSip  —  SA  =  un  scalar. 

Donc 

rot  Vœp  =  o. 

\  III.'  Calculer  le  curl  et  ht  divergence  d'une  Jonction  linéaire 
quelconque.  —  Une  fonction  m  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 

lornir 

99  ~  ^9  ■+■  Ve?i 

^  étant  autoconjuguée.  On  a  donc 

rot<pp  =  rotVsp  =  it         [132,  (2)] 
et 

divc&p  =  divi/p,         car         divVsp  =  Se  rotp  =  o. 

On  en  déduit  (cf.  105) 

divcpo  =  <liv'i>p  =  m, 
ri .  par  suite, 

V  ts  p  =  —  m2  -r-  a e. 

I\.   y.  étant  un  vecteur  constant,  on  a 
V  (  S  h —  V  )<pp  =  o; 


car 

YSap  = —  a,  Wap  =  2a; 

d'où 


div  /  S  H V  J  ap  =  o,  rot  (  S  h V  )  ap  —  o. 
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\.   Etant  donné  le  quaternion 

gi  =  a-^-x  +  'i-i'i  -+■  YfY) 

où  a,  3,  V  représentent  un  système  unité  trirectan g ulaire  et  çp  a«e 
fonction  linéaire^  montrer  que  l'on  <i 

S  y  |  =  —  m ■,_  =  —  di v  çp, 
\  <7i  =       2£  =       roi  op. 
On  a 

<z  =  Pyj     . . .,        d'où        9,  =  r5'/?*  -+•  Ya?P  "+"  *.''•?",'  • 

d'où  (puisque  Sa^y  =  —  i)  et  en  supposant  que  a  est  autoconjuguée 

.S  q  i  =  —  (  S  Sy  <s'  a  -4-  . . .  )  =  —  m ., . 

Si  g  n'est  pas  autoconjuguée,  on  a 

?P  =  cp'  p  -+-  2  V  ep 

et  les  ternies  en  Veo  donnent  dans  S  y, 

S(PYVsa  +  YaVep-|-apVeY  =  o. 

On  a  donc  généralement 

div  tpp  =  /n2  =  —  S</i. 
On  a,  d'autre  part, 

V<7)  =  jàSy»*    —  y  S  [icpa  -+-  ySacpJî  —  a  S  Yf  jî  -H  a  S  3cpy  —  |j  S  acp y 
=  a(SpcpY  — Sy«pP)  +...=  aSp(»  —  cp')  y -»-...( 

=  ■?.  a  S  Pey  -4- .  .  .  =  —  ■2(îSïô  +  .  ..)  =  -it\ 

d'où 

rotcsp  =  V<y  |  =  iz. 
XI.   m  étant  un  scalar,  on  a  l'identité 

Car  si  u  est  un  scalar,  Tu  esl  un  vecteur  et  l'on  a 

V2.  V»  =  rot  rot  Tu  —  V  div  Vu  =  —  Y"  <liv  Tu . 

D'autre  part,  V2«  esl  alors  un  scalar  <-t  l'on  a 

Y2  m  = —  div  Tu. 

d'où 

T^.Tu  =V.V*a. 


134.    APPLICATION    DE    V    A    ON    VECTEUR.    DIVERGENCE    l.'l    CURL.  >J9 

\ll.    Démontrer  ta  formule 


On 


b.oc  V  — -£   =—  o L   =  obaV-  ou  r  =  Tp  (Tait,  4  '"  • 


îoV—  ^  =  SosVir  3Vap)  =  S  8p[—  3r-»p  Vap  -h  2  a/-»] 

_  s2  Sa  os  —  3  S  as  S  s  0;  _    _  S  a  os        3  S  as  S  s  os 


S  ao 


=  3SaV-. 


XIII.  y  (Haut  un  vecteur  satisfaisant  à  l'équation  Vdivy  =  o, 
o/?  a  l'identité 

V2  rot 7  =—  rot  V-  y. 
On  a,  en  effet. 

V2  roty  =  rot2  roty  —  V  div  rot  y  =  rot2  roty, 
rotV2y  =  rot  rot2y  —  rotV  div  y  =  rot  rot2y. 

Il  suffit  donc  de  montrer  que  l'on  a  dans  le  cas  actuel 

rot2  roty  =  —  rot  rot2  y. 

Or,  si  nous  posons 

Y  =  «X-t-yY  +AZ, 


cette  identité  résulte  de 

/    0  à  d    \ 

rot2  roty  = —     -— -  -+-  — —  -+-  -r-—  ) 

1  \dar2        dy2        àz*  / 


i  j  k 

d  <>  d 

dx  dy  dz 

X  Y  Z 


et 


rot  rot2 y  = 


i  j  k 

d  d  a 

dx  dy  dz 

X  Y  Z 


XIV.  Démontrer  la  formule 

V2  (  uv )  =  v  V*  u  -i-  a  V2  v  -+-  2  S  V«  Vr . 
On  part  de  la  formule 

V(uv)  =  vVu  -f-  u  Vf         |  n  "  122,  (  •>)], 

d'où 

V2(  mp)  =  V(p  Va  -+-  «  Vc)  =  (—  iliv  -+■  rot  )(u  V//  —  u  Vf) 
qu'il  suffit  de  développer. 
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\\  .  t  étanl  une  fonction  <l  espace  «lu  vecteur  z,  désignons  par  >/z 
el  o:  deux  variations  arbitraires  de  o  el  soienl  dé  el  5<r  les  variations 
correspoildantes  de  t.  ^/>  a  foi  formule 

S  roi  7  (Y:  op.  =  S  «•/s  §p  —  S  <7:  07 

[c'est   cette  propriété  du   curJ  que   Burali-Forti    [Calcul   vectoriel, 
p.  -\  i  prend  comme  définition  de  rotcrl. 

On   peut    démontrer  facilement   directement  cette  proposition  en 

|»M-Hlll 

p  =  î  x  -+-  j  />  —  /  -  ; 

dp  =  i  d.r  4-  .  .  . .  8p  =  i  r,r  ■+-... 

formant  rot c  et  effectuant  le  calcul. 

On  peul  aussi  employer  le  calcul  symbolique  in"  133).  (  )n  a 

S  roi  7  dz  op  =  SV  VffV  dp  op  =  S  SpVSarfp  -  S  rfpVSa  8p. 

Mais 

S  dp  .  Y  =  (dp.  V;  =  -  d        ei         S  8p  V  =  (op. V)  =  —  o  : 

d'où 

S  iota  dp  8o  =  S  d<s  ô*p  -     S  oa  //pi 

\\  I.  -  étant  un  vecteur  d'espace  fonction  <l<-  z.  et  y.  un  vecteur 
unitaire  quelconque,  démontrer  la  formule 

dis  7  =  S  x[  Vi  ïu)  —  roi  \  7a  ]. 

i  c  est  cette  propriété  que  Burali-Forti  prend  comme  définition  «le  la 
divergence  du  vecteur  z-  \. 

Le  résultat  -  <>l>iimi  immédiatement  au  moyen  <!<•>  lonnultN 


et 


V<  -/7  i  =  (  a  V  i7  —  V  a  roi  7  [  n"  l^'.»,  i  5  i  ) 

roi  \  ii  —  —  xdiv- —  ('<V)7       [  n"    1-21,  |   [)]. 
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INTÉGRALES  Ml  LTIPLE8. 


135.  Remarques    préliminaires.  La    définition    «les    intégrales 

multiples  en  analyse  suppose  que  l;i  fonction  qui  se  trouve  sous  le 
signe  il  intégration  esl  continue  ou  bien  discontinue,  mais  ->;hi->  pas- 
sage par  I  niliin  <i  I  nu  suppose,  de  plus,  que  le  champ  d'intégration 
esl  fini.  Par  exemple,  si  I  on  considère  pour  fixer  le>  idées,  une  inté- 

grale  double 

(i)  \  =  !    I  f\  x.  y  i  dx  df, 

ru  admettant  que  la  fonction  J  \  :i .  y\  est  uniformément  continue 
<liiii>  I  aire  C  et  sur  ><>n  contour^  el  que  cette  aire  soit  limitée,  on 
démontre  que  si  l'on  décompose  l'aire  (.  d'une  manière  quelconque 
en  éléments  de  surface  d<r  el  que  I  on  prenne  élans  l'intérieur  de 
l'élément    da   ou    sur    son    contour    un    poinl    quelconque    / .  y,   la 

S<  Hllllir 

*Sf(x,  y)  de 

tend  vers  une  limite  finie,  indépendante  <lu  mode  de  décomposition 
de  C  en  éléments  el  du  choix  du  poinl  xy  dans  chaque  élément. 
( .  r>i  cette  limite  que  l'on  appelle  intégrale  double  prise  dans  le 
champ  C  ci  que  I  on  représente  par  la  Dotation  i  i  >. 

La  définition  de  1  intégrale  triple  esl  toul  à  fail  analogue. 

Ces  définitions  eessenl  d'avoir  un  sens  si  la  fonction  à  intégrer 
devient  infinie  dans  le  champ  d'intégration  ou  si  celui-ci  devient 
infini.  Le   premier  i  ;i^  peul   se  présenter,   ^i»h   en  des   points   isolés 

(  par  exemple,  à  I  origine  pour  l;i  foncinm  — )  i  soit  le  long 

\r  '  '  x'1  -h  y1      s*  I 

d'une  ligne,  sdii   le  lim^  d'une  surface  (par  exemple  sur  la   sphère 


y- -+-  :■•  =  a-  pour  la  tonction 


/  •-"  I    7     T-     Z"-  II'1  J 
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On  étendra  les  définitions  à  ces  cas  nouveaux,  au  moyen  d'un 
principe  dont  l'application  constitue  la  méthode  dite  des  disconti- 
nuités et  qui  consiste  en  ceci  : 

iu  Dans  le  cas  où  la  fonction  à  intégrer  devient  infinie,  on  isole  le 
point,  la  ligné  ou  la  surface  de  discontinuité  du  reste  du  champ,  en 
entourant  le  point  d'une  petite  surface,  la  ligne  d'un  petit  tube,  et  la 
surlace  de  discontinuité  de  deux  autres  surfaces  qui  la  séparent  «lu 
reste  du  champ.  On  peut  très  bien  supposer  d'ailleurs  que,  dans  le 
cas  du  tube  ou  des  surfaces  limites,  la  dimension  transversale  «lu 
tube  ou  la  distance  normale  des  deux  surfaces  limites  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  l'arc  de  courbe  pris  le  long  de  lai  ligne  de  dis- 
continuité ou  sur  la  surface  de  discontinuité  et  regardé  comme  inli- 
mment  peut  principal.  Le  champ  d'intégration  est  ainsi  divise  en 
deux  régions  :  l'une  R  dans  laquelle  la  fonction  est  continue  ou  dis- 
continue sans  passage  par  l'infini,  l'autre  /'  où  la  fonction  est  discon- 
tinue, et  l'on  aura 

L  intégrale    /    aura  un  sens  si    /   tend  vers  zéro  quand  le  champ  r 

tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  et   la  limite  de    /   ainsi 

obtenue  s'appellera  V intégrale  prise  dans  le  champ  C. 

2°  Dans  le  cas  où  le  champ  G  est  infini,  on  le  divisera  de  même  en 
deux  parties  au  moyen  d'une  surface  quelconque  T  et  l'on  aura  ainsi 
deux  champs,  l'un  R  fini  à  l'intérieur  de  la  surface  T,  l'autre  /•  exté- 
rieur à  T  et  qui  s'étend  à  l'infini.  On  posera 

"C         "'R         "V 

et  Ton  appellera  intégrale  dans  le  champ  G  [la  limite  du  deuxième 
membre,  si  cette  limite  existe,  c'est-à-dire  si  /  tend  vers  zéro,  de 
quelque  manière  que  Von  fasse  croître  R  aux  dépens  de  /■.  Il  peut 
irriver  que  la  limite  de  /  ne  soil  pas  la  même  suivant  la  façon 
dont  11  augmente  indéfiniment,  ou  bien  qu'il  n'\  ait  pas  de  limite  du 

tout.  Dans  chacun  <ii-  n->  cas.  le  symbole    /  cesse  d'avoir   un   sens. 

•  c 

précis  et   ue  peut  plus  être  employé  dans  le  calcul.    Pour  «pie   /  ait 
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une    Limite    indépendante    de    l'ordre    des    termes    « i < -    La   Minime 

^  f  <l?  mi    ^  I  <L\    qui   sert   à   la  définir,  il  faut   et   il  suffit  que  La 
série 

^f(x,y)d?  ou  V  f(.r,y,   z).l\ 

(suivant  qu'il  s'agit  d'une  intégrale  double  ou   triple)  soil   absolu- 
ment convergente ,  c'est-à-dire  que  L'intégrale 

/    mod/l  ./•,  y)  di  OU  /    mOi\f(x,y,z)d\ 

•  (.  •  C 

ni  une  limite  finie. 

Il  n'y  a  pas  de  règles  générales  permettant  de  décider  si  la  Limite 
existe,  mais  on  peut  souvent,  dans  la  pratique,  avoir  recours  aux 
théorèmes  suivants. 

131).  A.  Cas  d'un  champ  infini.  —  Théorème.  —  «  Si  pour  ions  les 
points  extérieurs  à  un  cercle  fixe  oie  rayon  r0,  on  a 

mod/(a?,  y)$  -, 

r  étant  la  distance  du  point  au  centre  du  cercle,  A  une  constante  et 
a  un  exposant  supérieur  à  ■>..  l'intégrale 


I  |  moil/i.Â-,  ri]</S 


est  finie  dans   un    champ    infini   quelconque    (en   supposant,     bien 
entendu,  que  la  fonction/  est  continue  dan-  tout  le  champ.  » 
En  effet,  on  a  dans  celte  li \  pothèse 

/  |  mod/<  x,  y)  </>     /  — r  drdy, 
en  faisant  un  changement  de  variables  et   prenant    les  coordonnées 

polaires,  c'est-à-dire 

SA  /"£*/■'**         ou  _^LA[_U"' 

'         /■*     '  a  —  2  |  /•*--  I,-, 

qui  est  finie  si  x  >  >.. 
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M.    Fonction  discontinue  en  un  point.  I  héorèmi  ,  Si  pour 

lous  les  points  intérieurs  à  un  cercle  de  rayon  /■„.   ayanl   son  centre 
un  point  de  disconl inuité,  on  a 

moi\  ft  x.  y  )     —  « 

,x 

r  étanl   la  distance  du   |><>ini   ./ .  y  au   centre  C0,   A   une  constante 
il  7.  un  nombre  inférieur  à  2,  l'intégrale 


/   |  mod/l  t.  y  1  j  rfS 


esl  finie  dans  un  champ  quelconque  entourant  le  point.  » 

Même  démons! rai mn. 

C.  <)n  aurail  deux  théorèmes  exactement  semblables  dans  le  cas 
des    intégrales    triples,    mais    avec    x  >>    ou    <!  3    au    lieu    <le    > 

OU     <  2  (  «  ). 

137.  Intégrales  vectorielles  et  scalaires.  —  Les  intégrales  qu< 
nous  aurons  à  considérer  dans  les  propositions  suivantes  seront  de 
trois  espèces.  Les  une-  seront  de  la  forme 

/  l''/>         ou  /  FdV, 

où  I*  esl  une  fonction  scalaire  de  p,  et  ne  différeront  par  conséquent 
aucunement  des  intégrales  que  nous  venons  d'examiner,  car,  en  expri- 
mant z  au  moyen  de  ses  composantes  ./ .  r.  r.  on  obtiendrait  une 
intégrale  ordinaire  de  l'une  des  formes 

/     //'■'.   »  . '/.r  </r         .m  /     /     j  f(x,  y,  z)dx dy  dz. 

Nous  aurons  aussi  des  intégrales  curvilignes  (où  tr  est  un  vecteur 
de  champ  1 


(')  On  trouvera  des  détails  complémentaires  sur  ces  questions  préliminaires  dans 
les  Traités  classiques  d'Analyse.   Voit  en  particulier  Huhbert,  Cours  d  Analyse  de 
V École    Polytechnique    (Paris,    Gauthier  Villars),    que    nous     avons    suivi    clans 
se  des    naaiières  du  Chapitre    XII,  eu    ailopiani    toutefois   la    notation    vecto- 
rielle. 
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Ce  sont  des  intégrales  scalaires,  sur  lesquelles  il  n  \  a  pas  à 
revenir  (c/.  n°  Iï2i  ). 

Enfin,  nous  aurons  des  intégrales  de  la  forme 

I  \  rfS        ou  /  Vrfe, 

où  \  esl  une  fonction  vectorielle  et,  <l  une  manière  générale-,  un 
vecteur,  (le  cas  se  ramène  immédiatement  au  cas  précédent,  car  une 
intégrale  telle  que 

/  sas, 

par  exemple,  esl  équivalente  à  la  somme  de  trois  intégrales 

i  I  X</S  -+-/   I  \, /S  -f-  k'i  /w/S, 

et  les  conditions  de  continuité  devront  avoir  lieu  séparémenl  pour 
chacune  des  trois  intégrales  scalaires 

/  Xdb,       I  V</S.       f  ZdS. 

138.  Définitions.  Flux.  —  Nous  saxons  que  l'on  appelle  champ 
vectoriel,  ou  champ  de  vecteurs,  un  espace  à  chaque  point  duquel 
est  supposé  attaché  un  vecteur  fonction  de  la  position  de  ce  point. 
Par  analogie  avec  le  cas  où  ces  vecteurs  sont  des  forces,  on  appelle, 
d'une  manière  générale,  lignes  de  forces  les  courbes  qui,  en  chacun 
de  leurs  points,  ont  pour  tangente  le  vecteur  n  attaché  à  ce  point. 

Considérons  dans  le  champ  un  contour  fermé  quelconque.  En 
chacun  des  points  de  ce  contour  passe  une  lij;ne  de  forces  et  une 
seule,  puisque  nous  supposons  que  le  vecteur  de  champ  est  mono- 
drome,  c'est-à-dire  qu'il  a,  en  chaque  point  du  champ,  une  valeur 
déterminée  d'une  manière  univoque.  Ces  lignes  ne  se  rencontreronl 
donc  pas  et  formeront  un  tube  que  l'on  appelle  tube  de  forces. 

Au  lieu  de  considérer  le  champ  comme  un  champ  de  forces,  nous 
avons  vu  qu'on  peut  aussi  le  considérer  comme  un  champ  de 
vitesses,  c'est-à-dire  qu'on  suppose  le  champ  rempli  d'un  fluide 
incompressible  et  dénué  de  viscosité,  et  dans  ces  conditions  la  vitesse 
des  molécules  peut  varier  d'une  manière  quelconque  d'un  point  à 
l'autre.  Nous  supposons  toujours  toutefois  que  cette  variation  est 
continue.  On  attribue  alors,  comme  vitesse  à  chaque  molécule,  le 
vecteur  attaché  au  point   qu'elle   occupe.  Nous   supposons  également 
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que  le  liquide  <pii  occupe  le  champ  esl  en  régime  permanent,  c  est- 
à-dire  que  la  vitesse  et  la  direction  du  mouvemenl  en  un  point  sont 
indépendantes  du  temps,  de  manière  que  la  vitesse  ne  dépend  alors 

que  des  c "données  de  ce  point. 

En  ikhis  plaçanl  à  ce  dernier  poinl  de  vue,  considérons  dans  le 
il 1 1 1 < I < -  en.mouvemenl  un  élément  plan  de  surface  dS  et  supposons 
que  nous  choisissions  (arbitrairement  d'ailleurs)  une  direction  posi- 
tive pour  la  normale  unité  n  à  cel  élément.  Dans  ce  qui  suit,  par 
exemple,  nous  choisirons  toujours,  comme  direction  positive  de  la 
normale  à  un  élémenl  de  surface,  la  normale  <  1 1 1  i  l; < ■  < ■  vers  l'intérieur 
de  celle  surface,  si  elle  esl  fermée.  Nous  appelons  /lui  élémentaire 
du  vecteur  7  ;'i  travers  l'élément  ds  l'expression 

,/•]>    -  —  S  />  7  <7S  =  —  n  ~  dS. 

L'expressi :mployée   ici  se  justifie  en  ce  que  d&  représente  le 

volume  de  fluide  qui  traverse  l'élémen.1  plan  dS  dans  la  direction 
delà  normale  positive  (ou  l'excès  <ln  volume  qui  traverse  dS  dans 
la  direction  positive  sur  celui  qui  traverse  I  élémenl  dans  la  direction 
négative  1  /"■//dan/  l'unité  de  temps. 

Cette  notion  acquiert  en  Physique  une  importance  capitale. 

L'interprétation  de  l'expression  —  ni  dS  devient  évidente  si  nous 
remarquons  que  —  n?  représente,  en  grandeur  et  en  signe,  la  pro- 
jection de  Ha  vitesse  du  fluide  (ou  de  la  molécule  «le  fluide)  sur  la 
normale  à  l'élémenl  de  surface,  c'est-à-dire  s;i  vitesse  normale. 

Si  l'on  considère  alors  une  surface  fermée  S  et  que  l'on  désigne 
par  n  la  normale  intérieure  en  chaque  point  de  l;i  surface  S.  l'inté- 
grale 

I  a-  dS 

•  s 

représente  la  quantité  totale  de  fluide  qui  passe  dans  la  direction  de 
la  normale  dans  l'unité  de  temps,  c'est-à-dire  qui  entre  dans  la  sur- 
race.  (  )n  l'appelle  iejlux  total  filtrant  dans  l'unité  de  temps. 

(  )n  voit  immédiatement  que  le  llu\  total  à  travers  la  nappe  d'un 
tube  de  forces  esl  nul  1  car  n<7=.  o). 

139.  Théorème  de  la  divergence  (  '  ).  -  Si  nous  non-  reportons 
à  l'interprétation  de  la  divergence  au  n"  \',)~2  et  au  calcul  n"  131,  nous 

(')  On  donne  nussi  à  ce  Lhéorènie    le    nom    rie  formule   d'Ostrogradsky   ou    de 
théorème  de  Gauss. 
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voyons  que  le  I1n\  total  sortant  à  travers  la  petite  surface  qui  con- 
tient te  volume  \  esl  égal  au  produit  de  ee  volume  par  la  diver- 
gence au  poinl  I*.  Si  nous  décomposons  alors  le  volume  compris  dans 
une  surface  S  en  volumes  élémentaires  et  si  nous  considérons  que, 
pour  deux  de  ces  petits  volumes  adjacents  suivant  une  face,  le  flux 
sortant  de  l'un  devient  le  il u x  entrant  pour  l'autre  suivant  cette  face, 
nous  voyons  qu'en  étendanl  I  intégration  à  toul  le  volume  nous  avons 
l'éauai  mu 


(0 


/  dis  7  dV  =  I  nadS 


u  désignant  la  normale  intérieure  à  la  surface  S.  G'esl  le  théorème 
de  la  divergence.  Il  permel  «le  transformer  nue  certaine  intégrale  de 
volume  «'u  une  intégrale  de  surface.  Sun  expression  en  coordonnées 
cartésiennes  est 

fa)       /    [  —. 1 t-  —  )  d\  -h  /  (  \  cos  y.  ■+-  }  cos  B  ■+  Z  cos  7  )  d$  =  o. 

Jy  \  dx-      dy        dz)  ./  '  '  ' 

y..  B,  v  étanl  les  angles  de  la  normale  intérieure  avec  les  axes. 

Remarques.        I.    I.a  formule  suppose  que  y  et  ses  dérivées  sont 
monodromes  el  continues  dans  \    el  sur  S.  Mais  elle  reste  vraie  si  u 

l'ig.  48- 


reste  continu  et  monodrome  à  l'intérieur  de  \  .  ses  dérivées  pouvanl 
cesser  d'être  continues,  sans  passer  par  l'infini,  en  des  points 
ivolé«,  de  \  mi  sur  une  surface  ou  une  ligne  traversant  \.  Si.  eu 
effet,  les  dérivées  sonl  discontinues  le  long  d'un  diaphragme  G,  par 
exemple,  u  étanl  monodrome  dans  \  el  sur  la  surface  S,  nous 
aurons 

/    d.ivff  d\  s=    /   n,a  dS  -h  f  r^idS, 


/    divff.rfV  =   /   nta  dS  ■+■  I  /iâ<r 


{S. 
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mi    I  mil  .    en   .m  li  1 1 1  n  m  ll,i  n  I  . 


I    ,\\\  ld\  I    n-,/> 


car  les  intégrales  de  surface  sur  (  '.  se  détruisent,  puisque  -7  esl  mono- 
drome. 

II.  La  formule  suppose  connues  -  el  ses  dérivées  ru  chaque  poinl 
du  volume  \  fi  du  contour  limite  S.  Mais  elle  ue  suppose  rien  sur 
leurs  valeurs  en  dehors  de  la  surface  limite  S,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion -  peul  être  discontinue  nu  même  cesser  <l  exister,  ainsi  que  cehi 
arrive,  par  exemple,  pour  une  l'onction  analytique  en  dehors  de  sou 
cercle  de  convergence.  Il  résulte  «le  la  que,  eu  particulier,  S  peu! 
être  une  surface  de  discontinuité  pour  ~.  pourvu  que,  quand  If 
poinl  M  tend  d'une  manière  quelconque  vers  nu  poinl  de  S  en 
restant  dans  \  .  la  fonction  u  tende  vers  nue  Limite  finie  et  déter- 
minée. 

G'esl  pour  celle  i-aix>n  que  l'on  emploie  dans  ce  théorème  la  nor- 
male intérieure  à  la  surface  S  el  non  la  normale  extérieure. 

III.  Le  théorème  est   encore  vrai   lorsque  l'on  remplace  ?  par     » 

r  étant  la  distance  d'un  poinl  quelconque  du  volume  \   à  un  pôle  0, 

intérieur  à  \,  bien  qu'en  ce   poinl    la  fonction  -  devienne   infinie. 

Ceci  résulte  du  n"  136  (B),  car  on  voit  d'abord  que  dans  l'intérieur 
d'une  petite  sphère  de  centre  O  on  a 

z       A 


IIIimI  /(    -         inoil    -   _  —  , 

/•  r       r 


Y  étant  le  maximum  du   module  de  z  aux  environs  du    point  O.  Donc 

l'intégrale  de  surface  a  une  Limite  finie. 

Oe  même,  on  a 

miimI  (llV  -   -    lllnil      -  (ll\  7  H '—       , 

r  r  r2  / 

el  di\  a  ainsi  que  uo0  restenl  finis  dans  I  intérieur  de  la  sphère.   Donc 
l'exposanl    2  étant    ici   <  3,  L'intégrale  de   volume  e^i   finie  dans   le 
champ  \  .  n  compris  le  point  (  ). 
On  a  donc  l'équal  ion 

(3)  /   <li\  -  <A  f   ri  -  </>. 
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I  10.  Théorème  du  gradient.  Soient  //  une  fonction  scalar  mono- 
drome  et  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  el  a  un  vecteur 
constant.  Remplaçons  n  par  y.u  dans  (  i  i  du  numéro  précédent;  nous 
aurons,  en  développaril  div  xu  |  cf.  n°  127,  (  6)], 

/   («diva  —  aV;<  )r/\   =    /    wxndS. 
'  V  -s 

Mais  diva  =  o.  On  a  donc 

—  al   V  m  c?V  =  a   /    «  //  r/S 

■A  •  s 

ou  bien,  puisque  a  est  quelconque, 

(  i  )  I  X  u  dX  =  —   /  undS; 

c'est  la  formule  qui  exprime  le  théorème  du  graillent. 

Cette  formule  est  encore  applicable  quand  on  y  remplace  u  par  -> 

r  ayant  la  même  signification  que  dans  139  (III).  La  démonstration 
est  la  même.  D'où 

(a)  fx-dV=-fl-ndS. 

>\       r  -  's  r 

L'expression  cartésienne  de  la  formule  (i)  est 
ràu  r 

(3)  I   —dV-t-   I    «cosarfS  =  o 

«y  y  "•&  ,  '$ 


et  deux  analogues. 
Celle  de  (a)  sciait 

(4) 


Je  - 
'    — d\  -4-   /  —  cosarfS  =  o. 
v  dx  -s  '' 


141.   Théorème  du  curl.   —  Remplaçons   maintenant  dans  (i)  le 
vecteur  n  par  \  au,  où  a  est  un  vecteur  constant.  On  aura 

divVaa  =  a  rota 
el ,  par  suite,  on  a  l'équation 

/    xro.tffûfV=    /    S  nX xa  dS  =  c/.   /   Vanc/S; 

Jy  t/g  Js 

L.  19 
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d'où .  puisque  a  esl  quelconque, 

/  rota  dV  =   /  Van  dS, 

formule  < 1 1 1 1  exprime  le  théorème  du  cuil. 

(  )ii   l'étendra,  comme   précédemment,  au   ciis  où   1  <>n  remplace  ? 
a 

froia-dY=  fW-^dS. 
Jy        r  Js      r 

L'expression  cartésienne  de  cette  formule  esl 

.('i^-S-,',v=X(Vc"sv-Zcos?,rfs 

cl  deux  autres  analogues. 

Remarque.  —  11  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  toutes  ces  formules, 
c'esl  la  direction  de  la  normale  intérieure  à  la  surface  S  qui  est  con- 
sidérée  comme  positive. 

1  it2.  Définitions.  --  Soit  t  un  vecteur  dont  le  point  d'application 
décril  une  courbe  L  quelconque.  On  appelle  circulation  de  ce  vec- 
teur le  long  de  la  courbe  L,  le  travail  qui  serait  effectué  parle  vec* 
teur  si  on  le  considérait  comme  une  force  variable  dont  le  point 
d'application  décril  la  courbe  L.  L'expression  analytique  de  la  circu- 
lation  est  doue  donnée  par  l'intégrale  curviligne 


-S: 


■J  dp . 


Considérons  maintenant  une  surface  limitée  par  Le  contour  L, 
supposé  fermé.  Nous  supposerons  que  celle  surface  a  un  endroit  et 
un  envers,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  pas  passer  d'un  point  situé  sur 
une  surface  au  point  situé  en  lace  de  celui-là,  mais  sur  l'autre  face 
sans  traverser  le  contour.  -Nous  appellerons  alors  normale  à  l'une 
quelconque  des  laces  la  direction  qu'aurait  le  rayon  réfléchi  nor- 
malement à  la  lace  supposée  polie.  En  un  point  de  la  surface,  on  a 
donc  deux  directions  de  normales  opposées. 

I  ne  surlace  bordée  ainsi  par  le  contour  s  appelle  un  diaphragme. 

Nous  dirons  que  le  contour  L  esl  décril  dans  le  sens  positif  Lorsque, 

en  supposant  un   | i   mobile  décrivant  ce  contour,  un  observateur 
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placé  sur  lu  surf'aee  du  diaphragme,  avec  les  pieds  sur  la  surface  et  la 
tête  dans  le  sens  de  la  normale  au  diaphragme,  verrait  passer  ce 
mobile  devanl  lui  de  droite  à  gauche,  c'est-à-dire  en  sens  inverse 
drs  aiguilles  d'une  montre  (sens  direct  de  l'Astronomie  et  de  la  Méca- 
nique). 

(  leci  posé,  une  courbe  fermée  L  étant  tracée  dans  un  certain  espace, 
il  peut  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien  on  pourra  toujours  mener  par 
la  courbe  L  un  diaphragme  contenu  tout  entier  dans  l'espace  consi- 
déré, et  cela  quelle  que  soit  la  courbe  L  tracée  dans  cet  espace,  ou 
bien  on  pourra  tracer  dans  cet  espace  une  courbe  L  telle  au? aucun 
diaphragme  ne  pourra  être  mené  par  cette  courbe  sans  qu'il  sorte  de 
l'espace  considéré.  Les  espaces  du  premier  genre  sont  dits  acycliques 
et  ceux  du  second  sont  dits  cycliques.  L'espace  intérieur  ou  exté- 
rieur à  une  sphère,  par  exemple,  est  un  espace  acyclique.  Mais  si 
nous  supposons  la  sphère  traversée  par  un  cylindre,  l'espace  compris 
entre  la  sphère  et  le  cylindre  est  cyclique.  De  même,  l'espace  inté- 
rieur à  un  anneau  est  cyclique;  car,  dans  ces  deux  derniers  cas,  on 
peut  tracer  des  courbes  fermées  L  ne  sortant  pas  de  l'espace  consi- 
déré et  telles  qu'il  n'est  pas  possible  de  mener  par  ces  courbes  un 
diaphragme  qui  ne  sorte  pas  de  cet  espace.  Il  suffit  pour  cela,  dans 
h'  premier  cas  par  exemple,  de  tracer  une  courbe  fermée  envelop- 
pant le  cylindre.  Tout  diaphragme  mené  par  cette  courbe  devra 
alors  évidemment  couper  le  cylindre  ou  la  sphère  et  par  conséquent 
sortir  de  l'espace. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  nest  j>as  nécessaire,  pour  qu'un 
espace  soit  cyclique,  que  toute  courbe  tracée  dans  cet  espace  soit 
nécessairement  telle  qu'aucvin  diaphragme  mené  par  cette  courbe  ne 
soit  contenu  tout  entier  dans  l'espace  considéré.  Il  suffit  que  l'on 
puisse  tracer  de  telles  courbes  contenues  dans  cet  espace. 

On  désigne  souvent  aussi  les  espaces  cycliques  sous  le  nom 
d'espaces  à  cou  itérions  multiples. 

Un  espace  à  connexions  multiples  peut  être  rendu  acyclique  par 
un  moyen  analogue  à  celui  que  l'on  emploie  pour  rendre  uniforme 
une  fonction  polydrome.  On  emploie  dans  ce  dernier  cas  des  cou- 
pures. De  même,  on  emploiera  dans  l'espace  des  cloisons  que  l'on 
s'impose  de  ne  pas  traverser,  et  le  degré  de  connexité  de  l'espace  est 
alors-le  nombre  des  cloisons  nécessaires  pour  rendre  l'espace  acy- 
clique. l'ai' exemple,  l'espace  intérieur  à  un  anneau  est  monoeoniiexe. 
Car  OU  le  rend  ae\elique  au  moyen  d'une  seule  cloison  transversale 
dans  l'anneau.    Si    l'anneau    est    traversé    par   un  cylindre  (  'û'g \    [g). 


•2Q2 
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l'espace  intérieur  à  l'anneau  el  au  cylindre  est  ^connexe,  car  pour 
le  rendre  acycliqué,  il  faudra  établir  deux  cloisons,  telles  que  a  <•!  h. 
par  exemple. 

Fis-    l'i- 


1  i3.  Théorème  de  Stokes.  —  La  circulation  d'un  vecteur  a  le  long 
d'un  contour  fermé  L  tracé  dans  un  espace  acycliqué,  est  égale  au 
////./■  du  vecteur  tourbillon  de  -ii  travers  un  diaphragme  quelconque 
passant  par  L  (et  ue  sortanl  pas  de  l'espace). 

I  m  doil  supposer  ici  que  la  direction  de  la  normale  positive  du 
diaphragme  est  définie  de  la  manière  que  nous  avons  indiquée  à 
l'article  précédent. 

Pour  démontrer  le  théorème,  considérons  un  triangle  OAB  {fig.  5o), 


lu 


donl  la  normale  est  A*,  ce  qui  le  suppose  décrit  dans  le  sens  OAB.  Le 
vecteur  d'espace,  ayanl   la  valeur  u  au  point  O,  a  au  point  D  milieu 


i    da 


de   OA  la  valeur  7  h —  —  dx  et,  par  suite,  l'élément  de  l'intégrale 
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v.g3 


/  7 (/./■  relatif  à  OÀ  sera 


S  [  t  -+-  -  —  dx  )  i  dx. 
}.   O.r 


I  )>■  même,  on  aura  pour  B(  ) 

-*(*  +  {%**)  Jdr 

au  point  G  milieu  de  AB,  t  à  la  valeur 

I     ÔT       .  I      <J7 

an —  —  dx  h —  —  dr, 

■1  dx  ■>  <ty    " 


cl  comme  on  a 


AB  =  B  —  A  =  j  dy  —  i  dx, 
l'élément  d'intégrale  correspondant  est 

c   /  !     '^      1  '      '/T      7     \       •     1  ■     1 

5    îH —  dx  H —  dy  )(  /  dy  —  j  tf.r  ). 

\  2  d.r  2  ôy     -  I   J     J 

Faisant  la  somme  des  trois  éléments,  on  obtient 

-  (  —  /  —  —  i)  dx  dy  =  Â  rot  1  dS. 
2  \  dx  J        dy    j 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  ee  cas. 

On  l'étend  alors  sans  difficulté  au  cas  général'.  Soit  {fig.  5i  )  L  un 

Fig.  5i. 


contour  fermé  el  soil  \n\  diaphragme  quelconque  passant  parce  con- 
tour. On  pourra  toujours  tracer  sur  ce  diaphragme  un  réseau  de 
mailles  infiniment  petites  que  l'on  peut  considérer  comme  planes. 
Le  théorème  est  alors  vrai   pour  chacun  des  deux  triangles  en  les- 
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quels  "H  peul  décomposer  chaque  maille  et  par  conséquent  pour  cha- 
cune des  mailles.  Or  si  l "< m  fait  la  Minime 


I 


ado 


étendue  à  toutes  les  mailles,  il  est  clair  que  z  étant  une  fonction 
continue  et  monodrome,  deux  termes  communs  appartenant  à  deux 
mailles  voisines,  tels  que  ab  et  ba  donneront  comme  somme  zéro  et 
finalement  il  ne  restera  dans  l'intégrale  précédente  que  les  termes 
constituant  l'intégrale  prise  le  long  des  côtés  extérieurs  des  triangles 
limites  plate- au  pourtour,  c'est-à-dire    /  <r dp,  et  l'on  aura  donc 

(i)  f   S^dz=   f   SnrotadS, 

«    L 

ce  qui  exprime  le  théorème  ou  la  formule  de  Stokes. 

La  démonstration  exige  que  z  soit  finie  et  déterminée,  ainsi  que 
se-  dérivées  premières,  mais  il  suffit  même  que  z  soit  finie  et  con- 
tinue, les  dérivées  pouvant  être  discontinues  sans  passage  par  l'in- 
fini le  long  d'une  ligne  ou  en  des  points  isolés.  La  démonstration  est 
analogue  à  celle  que  nous  avons  rencontrée  au  n"  139. 

L'expression  cartésienne  de  la  formule  de  Stokes  est 

I 
\ 


(2  )         fiXdT  —  \dv-r-Zdz)=    p(—-?l)  cos  (n,  *)  +  . . . 


Supposons  que  z  soit  une  fonction  de  x  et  y  seulement  et  soit 
contenue  dans  un  plan  iîxe.  On  a  alors  ;  =  o.  Z  =  o  et  l'on  obtient 

«3,  /(XA+Y^^S-*)*, 

ce  qui  esl  la  formule  de  Riemann. 

1  H.  Corollaires.  —  On  déduit  de  la  formule  de  Stokes  de  nom- 
breuses conséquences  et  nous  donnerons  ici  ses  corollaires  les  plus 
importants. 

I.  Le  flux  de  la  rotation  d'un  recteur  à  travers  une  surface 
fennec  est  nul. 

Car  ce  flux  est,  d'après  le  théorème  de  la  divergence, 
—    I   nro\.ad>  =  —    /   div  roter  dV  =  o, 

car  div  rot  =  o  <  l-'-*  . 
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II.  L'intégrale    courbe    d'un    vecteur    le   lon<;    d'une  courbe 

fermée  i  ou  lu  circulation  d'un  vecteur  le  long  d'une  courbe  fermée  i 
est  nulle  lorsque  rot  7  =  o  ( ■  ). 

III.  Si  un   vecteur  d'espace   dérive    d'un    potentiel    scalar,    on   a 
sur  une  surface  fermée  quelconque  S 

/    Van  dS  =  o, 

car   /  \  7/idS  =  /  rot  ?dX  =  o,  puisque  a  =  V«  et  rot  V  =  o. 

H  .   Par  analogie  avec  la  circulation  d'un  vecteur  —    /  itû?o,  on 
peut  appeler  circulation  d'un  scalar  l'intégrale  curviligne 

z  =  —    /   //  dp. 

On  peut  en  obtenir  la  valeur  de  la  manière  suivante.  Opérons  sur 
cette  expression  par  Sy,  où  y  est  un  vecteur  constant.  On  a 

Sy£  =  —  Y  /   u  d?, 

*  L 

ou  bien  par  Stokes 

S-f£  =  —    /  uy  dp  = —    /  n  rot uydS=    I  SnYyXudS, 
«A  -'s  «A 

ou  enfin 

•'£  =  —  y   /   X  n  X  u  dS. 

^s 

.Mais  y  étant  quelconque  on  a  donc 

(a)  e  =  —   f  u  dp  = -\-   I  VnVu  dS. 

•  1.  «  s 

Sur  une  surface  fermée,  on  a 

(b)  fxn\udS=o. 

Nous  allons  maintenant  considérer  deux  champs  correspondant  à 


(')  Ceci  ;i  lieu  en  particulier  lorsque  le  vecteur  de  champ  ~  dérive  d'un  potentiel 
scalar  ou  -  -  V;/,  car  on  a  alors  n>t  a  =  roi  X  u  =  o. 
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des  <  ;i-*  particuliers  importants.  Le  premier  est  celui  où  l'on  a,  dans 
imii  le  champ, 


rotï  =  o. 


Le  champ  possède  alors  un  potentiel  scalairel.  Le  second  corres- 
pond au  cas  où  Ton  a,  dans  toul  le  champ, 


(||V7  =0. 


Le  champ  est  alors  rotationnel  ou  tourbillonnaire  et  dérive  d'un 
potentiel  vectoriel,  ("est  ce  que  nous  allons  montrer  maintenant. 

145.  Champ  potentiel.  —  On  dit  qu'un  vecteur  9  dérive  d'un 
potentiel  scalaire  //,  lorsque  ses  composantes  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  u  de  x,  y,  s,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  a 

v        lJ"  v        du  _        du 

\  =   -7—  1  I    =    — -1  Z,  =    <>ll  7   =    \U 

ox  dy  Oz 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque 

X  dx  -+-  Y  dy  -+-  Z  dz 

est  nue  différentielle  exaete,  '///,  d'une  fonction  de  r,  r,  ^. 

Les  surfaces  «  =  const.  s'appellent  surfaces  de  niveau.  Les  lignes 
de  forces  leur  sont  perpendiculaires  (122).  Un  tel  champ  s'appelle 
champ  potentiel,  irrotationnel,  ou  lamellaire.  Pour  qu'un  champ 
dérive  d'un  potentiel,  //  /'««/  e£  <7  suffit  que  l'on  ait  identiquement 


r>\ 

<>Y 

c/\ 

O'A 

d\ 

dZ 

Oe 

<te  ' 

ete 

ox 

<)z 

dy 

ou  bien,  ce  qui  est   la  même  chose,  que  Ton  ;iii   en  chaque  point  du 
champ 

roi  a  =  o. 

Dans  le   cas   où   n  dérive   d'un   potentiel,    on    a    donc    pour    toute 
courbe  fermée  tracée  dans  un  espace  acyclique 

!    7  dp  =  0  « ►  11  /    du  =  o, 

•  1.  'i. 

car  le  second  membre  de  la  formule  de  Stokes  est  identiquement  nul. 

Il  résulte  de  laque  si  l'on  considère  deux  points  A  et  B  dans  le 

champ  et  deux  chemins  quelconques   L  el  L'  entre  ces  deux  points, 
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allant  tous  deux  de  V  vers  B,  on  a  <  fig.   >  - 


29; 


«   vi  1:       •  m.  v 


Mais  7  étant  monodrome,  on  a 


On  a  donc 


ou 


/'  — /  — /' 

•     lil.  A  »-  Al.  Il  «■    I. 

f-f.o 

'     I  •     I 

/     =     /     =     /        =-/         rf«   =   "A—   "B, 


c'est-à-dire  que  le  travail  du  vecteur  7  entre  deux  points  A  et  B  ne 
dépend  ipie  de  ces  deux  points  et  non  du  chemin  parcouru,  en 
donnant  au  mot  travail  Le  sens  qu'il  a  dans  le  théorème  de  Stokes. 

Réciproquement,  -i  La  circulation  d'un  vecteur  dans  un  champ 
donne  est  indépendante  du  chemin  parcouru  entre  deux  points  du 
champ  et  ne  dépend  que  de  leur  position,  le  vecteur  dérive  d'un 
potentiel  (  scalaire). 

En  effet,  Le  champ  étant  supposé  acyclique  et  la  circulation  du 
vecteur  nulle  sur  une  courbe  fermée  quelconque  par  suite  de  L'hypo- 
thèse, on  voit  que  l'on  a  parle  théorème  de  Stokes 

/  n  1  m  7  fVS  —  o 

sur  un  diaphragme  quelconque   mené  dans  Le  champ.  Il  en  résulte 

roi  7=0 
et.   par  suite, 

7  =  Xu. 
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Le  cas  des  espaces  à  connexions  multiples  donne  lieu  à  des  obser- 
vations  que  nous  indiquerons  plus  loin. 

11  suit  de  ee  qui  précède  que,   dan»   un  tel  espace,  l'intégrale  de 

1  équal  mu 

roto  =o 

est  donnée  par 

où  //  est  une  fonction  scalar  de  p  quelconque. 
Dans  le  cas  d'un  potentiel,  nous  axons 

du  =  —  Va  dp  —  —  7  dp, 

car 

i  =  V;/, 

et   si   non-    considérons    un    déplacement    normal  à  une  surface   de 
niveau,  c'est-à-dire  suivant  la  direction  de  t.  on  aura 

dp  =  n  dn 

et,  par  suite. 

du 

—=-  =  —  n  \u. 
an 

Or,  le  flux  du  vecteur  à  travers  une  surface  S  est 

'du 


dn 


—  /  n  ~  dS  =  —  In  Tu  d$  =    I 

On  a  donc,  par  Ostrogradsky, 

fdiy*JV=-  f'^dS 

.  '  J   dn 

OU 

fxiudX-    f(^-  dS  =o, 
>■  v  •  s  ,ln 

où  S  e>i  une  surface  de  niveau  quelconque. 

146.  Nous  avons  vu,  au  numéro  précédent,  que  nous  avons 

et  que,  en  désignant  par  //,,  la  valeur  de  a  en  un  point  P  quelconque 
du  champ,  nous  a\  ons 

«p  —  m0=  —  I     ~  '/:- 

«    0 

en  désignant  par  O  une  origine  d'ailleurs  arbitraire  où  l'on  se  donne 
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l,i  valeur  //„  de  la  fonction  //.  Posons  //„  =  o,  ce  qui  est  permis,  <-;ir 
//0  peul  être  choisi  arbitrairement,  nous  aurons  en  un  point  P  «lu 
champ 

la  fonction  u  étant  le  potentiel  scalaire. 

Soit  q  la  valeur  de  la  divergence  du  vecteur  i  en  un  point  Q  du 
champ.  Le  débit  de  la  source  placé  en  q  est  alors  q  cl\  et  cette  quan- 
tité de  fluide  hypothétique  est  celle  qui  traverse  une  surface  quel- 
conque entourant  le  point  Q.  Cherchons  à  déterminer  le  vecteur  de 
champ  dû  à  cette  source  Q,  en  un  point  P  dont  la  distance  vectorielle 
à  Q,  complet'  de  Q  vers  P,  esta.  Ce  vecteur  n'est  autre  que  la  vitesse 
du  flux  au  point  P,  c'est-à-dire  la  quantité  de  fluide  qui  passe  au 
point  P  dans  l'unité  de  temps.  Soit  a  le  module  du  vecteur.  La  quan- 
tité de  fluide  qui  traverse  la  sphère  de  rayon  a  dans  l'unité  de  temps 
étant  qdV,  elle  sera  par  unité  de  surface 

gdX 

4-  a1 

et  par  suite  le  vecteur  de  champ  dû  en  P  à  la  source  Q  sera 

a  dV  1     gdV 

drs  =  j a0  =  —  ^—r  a 

4-a2  4~     a 

ou  bien,  intégrant  dans  tout  le  champ  et  désignant  par  p  le  vecteur 
allant  d'un  point  quelconque  du  cliamp  vers  le  point  P, 

Mais  on  a 

q  =  diva  =  iliv  V«  =  —  V2  u  : 

d'où  l'on  déduit  pour  le  vecteur  de  champ 

1      fdivcr  1      r  p     „j 

Nous  avons  ainsi  le  vecteur  de  champ  en  fonction  des  sources. 
Cherchons  à  obtenir  le  potentiel.  Nous  avons 

du  =  —  adp. 
L'élément  dû  à  la  source  q  sera  donc  l'intégrale  —  j  o-rfp,  où  ~  pro- 
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\  ienl  '!-•  la  source  q.  Or 


,/t  -/;  = — —  a  do  =  —  —  - — —  x„  '/'. . 


M. h-  a,,//  o  'lu .  Donc  on  a  pour  le  potentiel  dû  à  cette  source  q 

i       f  q  il\   >/"  i     q  d\ 

Un   =   /      ; =   —  - —    

\~  J  a-  A-       a 


et,  par  suite, 

i       r  q  dX 
U  —  —  -J-     \ 

En  résumé,  -i  is  posons  comme  il  usage 

div7  =   \r.  m . 

ii  i  >  1 1  ^  avons  pour  un  champ  potentiel  les  relation-,  suivantes  : 

,  a  =  va  =  —   /    —  dV, 

u  =  —    I    , 

J         r 

',  i  -  //;  =  1 1  i  \  7  =  —  V2  u . 

Cette  dernière  équation  esl  Véquation  de  Poisson.  Elle  admet 
l'intégrale  particulière 

—J  — : 

1  i-T .  Champ  tourbillonnaire.  —  Nous  considérons  maintenant  un 
deuxième  cas  particulier,   c'est-à-dire  celui  où   l'on  a  dans  tout   le 

(II, Mil  |i 

(Il  V  7   =  (t. 

<  m  \<ut  alors  par  Ostogradskv  que  !<■  il n x  du  vecteur  à  travers  une 
surface  fermée  quelconque  esl  nul  e1  que  la  réciproque  est  vraie. 

Dans  un  champ  à  divergence  nulle,  le  flux  <lu  vecteur  à  tra- 
vers une  sur/ace  fermée  quelconque  est  nul.  et  réciproquement. 

La  condition  div<T  =  o  esl  souvenl  appelée  condition  efîncom- 
pressibilité.  Cela  provient  de  ce  que.  -i  l'on  considère  le  champ 
comme  un  champ  de  vitesses,  la  condition  div  7  =  0  exprime  qu'il 
entre  autant  de  fluide  qu'il  en  sort  dans  une  surface  quelconque, 
condition  qui  se  trouve  réalisée  dan-  le  mouvement  d'un  Quide 
incompressible  naturel. 

I  n  champ  de  divergence  nulle  /><■//(  être  regardé  comme  formé 
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par  les  tourbillons  d'un  autre  <•//(/////>.  En  d'autres  termes,  si  l'on  ;i 
divff  =  o,  on  peut  trouver  une  fonction  ic  telle  que 

roi  w  =  i. 

Le  problème  comporte  même  une  infinité  de  solutions,  ce  qui  se 

reconnaît   a  priori,  à  condition  que  l'on  admette  l'existence  d'une 
solution  particulière  te,.  On  aura,  eu  effet, 

rot(w  —  t»'i)  =  o, 

condition  qui  exprime  que  w  —  <r,    est  une  différentielle  exacte  et 
que  par  conséquent  on  a 

où  u  est  une  fonction  quelconque  scalar  de  p. 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  chercher  une  solution  particu- 
lière te,  de  l'équation 

(i)  rot  w  =  a. 

Prenons  pour  cela  une  inconnue  auxiliaire  a  telle  que  l'on  ait 
(2)  w  =  rot  [z. 

On  aura  alors 

rot2  \x  =  a 

ou  (130) 

Y2  a  —  V  div  \x  =  1. 

Puisque  nous  ne  cherchons  qu'une  solution  particulière,  nous 
pouvons  encore  particulariser  le  problème  en  imposant  à  a  la  con- 
dition 

d  i  v  [x  =  o 

et  nous  nous  trouvons  ainsi  ramenés  à  l'équation 

qui  se  décompose  en  trois  autres  : 

Y'2  ;jl[  =  X,  V2  u2  =  Y,  V'2  [x3  =  Z 

en  posant 

o.  =  pi  ï  +  \y-ij  -+-  1JI3  k. 


Or  ces  équations  sont  des  équations  de  Poisson  (1 16)  qui  admettent 
;  intégrales 

1     rXd\  1      r\  dV  1     fZdV 


3c>2  '  Il AIMIIti:    XII. 

de  sorte  que  1  <>n  a 

i      radV 

Ce  qui  qous  donne  une  solution  particulière 

u  ,  =  roi  u=  —  —  rot   /   i  '  ). 

<  hi  \  oil  donc  que  : 

I  n  champ  de  divergence  nulle  peut  être  regardé  d  une  infinité 
<l<-  manières  comme  formé  par  les  tourbillons  des  vecteurs  d'un 
autre  champ. 

Considérons  alors  dans  un  tel  champ  un  contour  quelconque  L. 
Le  Hm\  du  vecteur  à  travers  un  diaphragme  quelconque  passant  par  L 
a  pour  expression,  d'après  ce  qui  précède, 

—    /   «7  </S  =  —    /  n  rot  w  dS  =  —   /   w  dp  par  Stokes) 

■  ^  «^s  i  i 

qui  ne  dépend  que  du  contour  L.  Le  résultat  est  d'ailleurs  le  même, 
quelle  que  ^oit  la  fonction  particulière  w  choisie,  car  on  a 

w  =  iC|  —  V« 
et  alors 


/    u  dp  -      /    u'i  dp  —    /    Y ii  do 


il  cette  dernière  intégrale  es!  nulle  |  I  \  \  \.  Donc  : 

/nuis  un  champ  de  divergence  nulle,  le  pur  du  recteur  à  tra- 
vers une  surfiur  continue  quelconque  limitée  à  un  contour  ne 
dépend  que  de  ce  contour  :  flic  s'exprime  par  une  intégrale 
simple  prise  le  long  de  ce  contour. 

I  'i<S.  Potentiel  vectoriel.  Etanl  donné  un  espace  tourbillonnaire 
dans  lequel  i  m  .i  donc  en  chaque  point 


f;  On   trouvera  au    chapitre  \\I    [a    189    une   importante  application    de  cette 
formulé. 
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et  où  est  connu  le  vecteur  tourbillon  en  chaque  point 

(i)  ne  =  roi  7, 

on  peut  se  proposer  un  problème  analogue  à  celui  que  nous 
avons  résolu  au  n°  146  pour  un  champ  potentiel,  c'est-à-dire  trouver 
le  vecteur  de  champ,  ou,  en  d'autres  termes,  intégrer  L'équation  (  i  ). 

Le  calcul  du  n"  1  i-7  nous  donne  une  solution  du  problème.  Soil  donne 

(  i')  rot  7  =  4  ~w, 

où  nous  introduisons  le  lacteur  numérique  /\~  par  convenance; 
puisque  Ton  a  div  u  =  o,  nous  [>ou\ ons  poser 

a  ^=  rot  u, 

d'où 

4  ne  =  rot2  ix. 

Nous  avons  alors,  par  (3),   une  solution  de  cette  équation  (avec 

•  1 1  \  a  —  o  )  : 

C  w  d\ 

(2)  \x 


r- 


Celte  formule  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  donne  le  poten- 
tiel scalar  u  quand  on  connaît  les  sources  /\~m  : 


11  =  -l.-r- 


les  sources  ^r./it  étant  seulement  remplacées  par  les  vecteurs  tour- 
billons |-iv.  On  appelle  cette  fonction  potentiel  vectoriel.  Le  vec- 
teur de  champ  en  dérive  par  l'opération  rot,  de  même  que  le  vecteur 
de  champ  dans  le  cas  du  potentiel  scalar  //  dérive  de  u  par  l'opé- 
ration V. 

On  a  aussi,  dans  le  cas  dw  potentiel  scalaire. 

4  izm  =  —  V2  //, 

et  de  même  dans  le  cas  du  potentiel  vectoriel, 

j  -  »>  =  —  V2  [i.. 

Gibbs  (')  a  donné  le  nom  de  potentiel  el  désigne  par  pol  l'opé- 
ration qui  consiste  à  fermer  le  potentiel  scalar  Ou  vectoriel  au  moyen 

(')   l'eclor  Anafysis.   Newhaven,  Ail.  '.il  el  suiv.  i88.i-i884> 


;,,  j  i  iiwirur.  s.  il. 

d'uni'  fonction  scalar  ou  vectorielle  donnée.  On  aurait  ainsi 

u  =  pol  //'. 
ix  =  pot  i»  . 

....  ...  Ci   IrfV     ru 

de  sorti'  <iu.'   [opération  j  >  «  »  t   es!    équivalente-   a  —  J  — ■ —  Lule  est 

■  ni  — i  L'opération  inverse  de  V2. 

Nous  renvoyons  le  lecteur,  à  ce  sujet,  à  l'Ouvrage  de  Fôppl  Géo- 
métrie der  Wirbelfelder  ('),  dans  lequel  il  trouvera,  exposée  d'une 
manière  très  élémentaire,  une  intéressante  théorie  des  champs  vecto- 
riels i'i  du  potentiel  vectoriel  I  Ghap.  III  el  l\  (.  La  notation  de  F<i|>|d 
est  la  même  que  celle  que  nous  employons  ici.  mais  le  produit  scalaire 
esl  pris  a\  ec  le  signe  +. 

1  il).  Variation  de  la  circulation  et  du  flux.  —  Supposons  qu'un 
vecteur  d'espace  t  dépende  d'une  variable  scalar  /.  le  temps  par 
exemple,  en  même  temps  qu'il  est  fonction  de  p.  Nous  cherchons  à 
obtenir  la  dérivée  de  la  circulation  de  ce  vecteur  par  rapport  au 
temps,  c'est-à-dire 

rfc  d    r     . 

dt  dt  ,  ', 

La  variation  totale  du  vecteur  ?  esl      129 


di       ô-       ,   _ 

dl  =  Tt-^ 


On  a  donc 

dC 


où  i  doil  être  regardé  comme  constanl  d'après  la  nature  même  de 
l'expression  (eV)<r.  Cette  expression  peut  recevoir  diverses  transfor- 
mations. On  a 

i  £  V  |0  -  rotVeff  —  edivo  =  Ve  rut?  —  Vi  e<i). 
On  peut  donc  écrire 


d€  f\da  i 

—  —  Vet —  \  £  rot  z    i/z. 


(!)  Leipzig,  Teubner,  1897. 
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Si  l,i  courbe  I-  est  fennec,  on  ;i  (  1 14) 


/ 


V(E7  I  (lï   =  0 


cl  la  formule  >e  réduit  ;ï 


(3) 


dC 
dt 


f  (l7-  Verota)rfp. 


.,    V» 


On  peut  de  même  chercher  la  variation  du  flux  du  vecteur  à  tra- 
vers une  surface  S.  On  aura  de  la  même  manière 

—  = /    /t  s  d$  =  —    /      n (  e  V  )  s  \db 

dt  dt  Js  .  !s  l    dt  J 


et  par  suite 

(4) 


(I1 

~d~t 


-  =  -f(r  + 


diva  -+-  rot  Y  ■si  |  n  </S. 


En  posant  div<>  =  m,  où  m  est  ma  scalar  arbitraire,  on  peul  écrire 


■t) 


rfV 


(5)  -r    I    it  d\   —  hdiv(«i 

dt    Jy  J\       L     '" 

dans  le  cas  où  la  surface  S  est  fermée.  On  a  en  effet,  dans  ce  cas, 

(G)  /  n  roi V (te  rfS  =  o 

•  s 

et  la  formulé  (  \  )  devient 

(-)  —  =  —    / h  edivff  l/irfS  =    /   (iv h  &  diva 

Kj}  dt  J.\ot  J  Jy         \ot  j 

ou  bien,  puisque  les  signes  div  et  d  sont  interchangeables,, 


S  )  ,/V 


(8) 

ce  qui  donne  <  5  |. 


777 


/■ 


ot 


l  i  v  (  è  d  i  v  s  ) 


d\ 


150.  Formules  da  Green.  On  sait  qu'une  fonction  scalar  de  ./ . 
y,  ;,  ou  de  o  est  dite  régulière  dans  un  volume  \  .  si  elle  admet  des 
dérivées  secondes  continues  dans  le  volume  \  et  finies  sur  la  sur- 
face S  qui  limite  ce  volume.  Il  en  résulte  que  les  dérivées  premières 
ci  La  fonction  elle-même  sont  continues  dans  le  volume  \  et  sur  la 
surface  S.  , 

L.  3) 
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On  dit  d'autre  part  qu'une  fonction  scalar  u  est  harmonique  si  elle 
sa! i^hiii  à  l'équal ion  de  I <aplace 

_  O'1  u         <)-  u         d1  u 

V -  u  =  o  ou  — -  H — -  H —  =  o. 

'/./■-        <^2        cy-: 

\<>u>  supposons  dans  ce  qui  suit  qur  nous  considérons  des  fonc- 
tions régulières  dans  le  volume  \.  Soii  a  une  fonction  vecto- 
rielle d'espace,  <m  ;i  par  le  théorème  <!<•  La  divergence  |  normale  inté- 
rieure) 

f  âh-dV  --     f  md>. 

Remplaçons  o-  par  le  produit  d'un  vecteur  ~  el  d'un  scalar  u.  le 
vecteur  et  le  scalar  étant  supposes  continus  et  Unis  dans  l'espace  con- 
sidéré. On  a 

/  div(us)  dV  =  j  unadS. 

Mais  on  a  (127  > 

div  u  7  —  u  dîvc 7  V». 

Posons  c  =  VY,  nous  aurons 
(i)  —   Ç  u  V*c  rf¥  —  /Vu  Vr  <A  =  /  un  v>  rfS. 

Changeons  m  en  v  et  r  en  u  <-i  retranchons,  il  vienl 

/   i  ;/  V1'  r  —  i'  V2  u  I  d\  —    /   (  u  Vr  —  v  Vu  i  n  rfS  =  o. 

Mais  on  a  (123) 

du 

/;  \  u  — j—  • 

dn 

( )n  a  donc 

(a)  /(«Vip-.P.JdV^/^-P*)*. 

C'est  la  formule  de  Green. 

Si  r  =  /*,  on  a  la  deuxième  formule  [par  <  i  >| 

(3)  f  r«T*«  +  (Vii)»lrfV  =    fu^dS. 

.'  J         dit 

hnlin  si  u  satisfait  à  l'équation  de  Laplace,  on  a 


(4)  f(Vu)*d\  =  /"«  -^  rfS. 
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S07 


(  )n  a  un  ça-  particulier,  en  posant  dans  1  2  1  r  =  1  el  en  supposant 
que  //  esl  une  Ponction  harmonique, 


■ 


./ 


' du 
dn 


dS 


/   (Tu)fl  rfS       o 


qui  s'obtiendrait  d'ailleurs  directement   par  le  théorème  de  la  diver- 


151.  Deuxième  formule  de  Green.  -  Supposons  que  u  et  v  soient 
des  fonctions  harmoniques  et  régulières  dans  \  et  sur  S.  La  for- 
mule (2)  nous  donne  alors 


/(< 


dv  du\ 

v  —  )  rfS 

dit  dn 


La  fonction 


v  =  — 
r 


satisfait    bien   à   l'équation    de    Laplace,    mais  elle  n'est  pas  régu- 
lière à  l'origine,  si  l'origine  est  intérieure  an  volume  A  .  On  a  donc 


d  '- 

/• 

~dn~ 


1    du 

r  dn 


dS  —  o 


si  le  point  Ai  a.  I>,  c  ),  dont  la  distance  à  un  point  (./.  r,  ;  1  intérieur 
au  volume  \  et  /•,  est  extérieur  au  volume,  mais  on  ne  peut  appliquer 
cette  équation 'dans  le  cas  où  A  est  un  point  intérieur.  Nous  allons 
<lans  ce  cas  calculer  la  valeur  du  premier  membre. 

Nous  employons  la  méthode  générale  des  discontinuités  en  entou- 
rant le  point  A  d'une  petite  sphère  S'  et  nous  prenons  l'intégrale 
en  comptant  la  direction  positive  de  la  normale  vers  l'intérieur  de  \  . 
c'est-à-dire  vers  l'intérieur  de  S  et  vers  l'extérieur  de  S  .  Non--  avons 


M- 


La  première  intégrale  ne  dépend  pas  «lu    rayon    1    de    la    sphère    S  . 

La   seconde  n'en  dépend  donc  pas  non  plus   el    nous   pouvons   sup- 

poser  $  infiniment  petit.  Or  l'intégrale  S'  comprend  deux  parties.  La 

seconde  est 

f  1     du  t      /"  du       . . 

,  's   /*  dn  '  £  Js ,  dn 


qui  est  nulle  par  (  .">). 
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I  .ii  première  esl 

<l- 

u  -r-7  rfS'=   —    /   U  V  -  Dn  rfS'  =  -4-    /   a  —  p0  dS  =  —   /  —  dS'. 
a/*  J  i  J        r-2  J   r2 

Mais  //  étant  continu,  sa  valeur  sur  la  sphère  sera  donnée  par  u0-\-rn 
où  7)  esl  une  fonction  infiniment  petite,  el  L'on  aura 

f  =  -  f  ("o+T,)  — 

el  à  La  Limite 

/  =  — 4~"o, 

car    /  — —  =  \~.  On  a  donc  la  formule 


(<?) 


//        i  \ 


pour  un  point  intérieur  au  volume  \  .  u0  étant  la  valeur  de  m  en  ce 
point.  Cette  formule  est  la  deuxième  formule  de  Green. 

Remarque.      -   La  formule  (i)  du   n"  loO  existe    encore    si    l'on 
remplace  u  par  -,  c'est-à-dire  epue  l'on  a 


(6) 


ou 


u  —  \  ,..      r  ii  <i 


œ^»d^i-rà 


,     dS. 
an 


Cela  résulte  <le  ce  que  L'on  peut  remplacer  o* par  —  dans  Le  théorème 
de  la  divergence  qui  a  servi  à  L'établir.  Mais  il  n'en  e>t  pas  de  même 
pour  c.  On  ne  peut  Le  remplacer  par  -  parce  que  les  dérivées  secondes 
interviennent. 

\}\"2.  Diséontinuités.  Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'à  ce 
moment  que  Les  vecteurs  étaient  des  fonctions  continues  de  l'espace. 
Cependant  les  applications  présentent  certains  cas  où  il  en  esl 
autrement  et  où  un  vecteur  d'espace  change  brusquement  de  valeur 
en  un  point,  ou  Le  long  d'une  Ligne  ou  d'une  surface  de  discontinuité. 
(  )n    en    rencontre    de   nombreux    exemples   en   électricité.    In   des 
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plus  élémentairemènl  connus  esl  le  fail  de  l'action  d'un  conducteur 
sur  une  masse  électrique  unité  extérieure  au  conducteur.  Cette  action 
devienl  brusquement  nulle  au  passage  de  la  couche,  car  on  sait  que 
l,i  force  électrique  à  l'intérieur  d'un  conducteur  est  égale  ;ï  zéro.  La 
surface  de  ce  conducteur,  qui  est  une  surface  de  niveau,  est  donc  une 
surface  de  discontinuité  pour  le  vecteur  force.  Le  procédé  employé 
pour  étudier  ces  c;is  spéciaux  est  celui  dont  il  a  été  parlé  au  n"  1)35. 
(  )n  appliquera  les  théorèmes  précédents  m  y  introduisant  les  espaces 
compris  entre  les  surfaces  d'isolement  et  la  surface  qui  délimite  le 
volume  total  et  en  ajoutant  les  intégrales  ainsi  obtenues.  11  y  aura 
lieu  dans  chaque  cas  de  faire  une  discussion  particulière  suivant  la 
nature  <\n  problème,  mais  on  rpeut  cependant  indiquer  quelques 
observations  générales  se  rapportant  à  l'application  du  théorème  de 
la  divergence  et  du  théorème  de  Stokes. 

Dans  le  cas  du  théorème  de  la  divergence,  on  a  un  fait  important 
qui  se  présente  le  long  d'une  surface  de  discontinuité  et  qui  consiste 
en  ce  que  la  divergence  devient  infinie  en  chaque  point  de  cette 
surface,  mais  que  le  produit  de  la  divergence  par  la  distance  des 
deux  surfaces  isolantes  reste  fini. 

Pour  nous  en  rendre  compte,  considérons  deux  éléments  de  sur- 
faces isolantes  dsi  et  ds2  [fig-  53)  limitant  un  cylindre  normal  à  la 


surface  de  discontinuité  S  et  de  hauteur  i,  e  étant  infiniment  petit  par 
rapport  à  la  dimension  des  bases  dsK  et  ds2  (135).  Le  théorème  delà 
divergence  appliqué  à  ce  cylindre  donne 

div  i .  i  '/S  =  —  ri\  ?i  <7Sj  —  'i-i^i  dS-2, 

en  négligeant  la  périphérie  du  cylindre  qui  est  d'ordre  supérieur.  On 
peut  poser  ds,  =  ds2=  ds,  et  alors 

e  divff  =  —  n  i  "i  —  n-y  72. 


3io  mi  u'iTiu:   xii. 

Mais  // 1  t,  esl  La  composante  normale  de  t,  i  [irise  dans  la  direc- 
tion n  )  et  n  ,  esl  la  composante  normale  «le  t.,  i  |>ri>r  dans  la  direc- 
tion- n).  Par  suite,  il  en  résulte  que  le  second  membre  est  La  variation 
de  la  composante  normale  de  s  quand  on  passe  il  un  côté  à  l'antre  de 
la  surface  de  discontinuité,  différence  qui  est  finie.  On  voit  donc. 
puisque  £  esl  infiniment  petit,  que -div  <r  devient  infini  en  chaque  point 
de  Ja  surface  de  discontinuité,  tandis  que  le  produit  edivo1  reste  fini 
et  a  en  chaque  point  une  valeur  déterminée  égale  à  la  valeur  scalaire 
de  la  différence  des  composantes  normales  du  vecteur  de  champ  il  un 
côté  a  l'autre  de  la  surface  de  discontinuité. 

Le  produit  s  «I  i\  -r  s'appelle  la  densité  superficielle  au  point  consi- 
déré de  J;i  surface.  La  densité  spatiale  en  ce  point.  di\  t.  est  infinie, 
c'est-à-dire  qu'elle  cesse  d'avoir  un  sens. 

Soit,  par  exemple,  une  surface  S  contenant  un  volume  \  cl  soit  S' 
une  surface  intérieure  de  discontinuité  renfermant  le  volume  V2 
(fig~   »  i).  Entourons  la  surface  S'  de  deux  autres  surfaces  S,  et  S2  et 


54. 


appliquons  successivement  le  théorème  de  la  divergence  aux  deux 
volumes  Vt  et  V5  compris  en  dehors  de  S,  et  en  dedans  de  S_..  La 
direction  positive  de  la  normale  sur  S  étant  intérieure,  elle  sera 
pour  S,  extérieure  et  pour  S2  intérieure.  Soient  t,  et  (T2  les  valeurs 
de  t  dans  le  premier  et  second  espace.  <  >u  a 


el 


/    div»]  t/X        /  tr,  n  dS        /   -i  »i 

\ ,  -s 

/    dixodV=    f  ?2n2<lS2. 
■    V,  •   s. 


dS 
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Par  addition,  en  remarquant  que,  ;ï  In  limite  V^,~f-Vi=\  <i 
que  /i2  =     -  '*<, 

J'   <\i\7//\ '=    /    (a, —  72)«irfS'-i-    /   ?ndS, 
v  •  s*  «'s 

c'est-à-dire  que  le  théorème  de  Gauss  est  modifié  en  ce  qu'il  faut 
ajouterai]  second  membre  une  Intégrale  de  surface  prise  sur  la  surface 
de  discontinuité  el  dépendant  de  la  discontinuité  des  composantes  nor- 
males du  vecteur  de  champ  sur  cette  surface.  La  quantité  (  7,  -    <r2  >  " 

est  la  densité  superficielle. 

Si  maintenant,  au  lieu  de  considérer  le  théorème  de  la  divergence 
nous  considérons  le  théorème  de  Stok.es  dans  un  espace  où  existe  une 
surface  de  discontinuité,  nous  arrivons  à  un  résultat  analogue,  avec 
cette  différence  que  ce  sont  ici  les  composantes  tangentielles  de  n 
sur  la  surface  de  discontinuité  qui  entrent  en  ligne  de  compte.  Soit  par 
exemple  une  surface  de  discontinuité  constituée  par  un  anneau  A 
I  fig.  55  ),  semblable  à  un  tore.  Si  nous  considérons  une  courbe  D  qui 

Fis-  55. 


entoure  cet  anneau,  tout  diaphragme  mené  par  D  coupera  la  surface 
de  discontinuité  suivant  une  courbe,  que  nous  isolons,  comme  il  a  été 
dit  précédemment.  Soit  St  la  surface  du  diaphragme  extérieur  à 
Panneau  el  S2  la  surface  intérieure.  Appliquons  à  S,  le  théorème  de 

Stokes 

/    /i  ro  t  a  !  <:/S  i  =    /  a t  dp  -+-    I   ?  t  do 

el  pour  S2,  on  a 

/    n  rots,  rfS*  ==  —    /   a2  dp 

en  tenant  compte  que  pour  S,  et  S2  le  sens  de  description   (  1 12)  est 
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différent.  On  en  déduit,  puisque  S  =  Sf-f-  S2, 

Jl  /trots dS  =    l   i -, —  -■_.    rfp         /  irrfp. 
S  «Ai  t^D 

C'est-à-dire  qu'il  faut  ajouterai]  second  membre  une  intégrale  de 
ligne  qui  provient  des  composantes  tangentielles  de  rs  sur  la  surface 
de  discontinuité. 

153.  Parvenus  à  ce  point  nous  pensons  que  le  but  que  nous  nous 
étions  proposé,  c'est-à-dire  <le  permettre  au  lecteur  l'étude  des 
Ouvrages  écrits  en  notation  vectorielle  et  l'application  de  ces 
méthodes  à  ses  propres  travaux,  est  suffisamment  atteint.  Les  déve- 
loppements ultérieurs  ont  surtout  leur  intérêt  dans  telle  ou  telle 
application  déterminée  des  principes  essentiels  que  nous  avons 
exposés.  Les  applications  existantes  sont  actuellement  assez  nom- 
breuses pour  que  chacun  puisse  \  trouver  celles  qui  conviennent  le 
mieux  au  genre  qui  l'intéresse  personnellement.  Cependant,  nous 
(levons  ajouter  que  les  applications  géométriques,  où  il  y  aurait  sans 
doute  beaucoup  à  faire,  sont  de  beaucoup  les  moins  développées.  Il 
es!  vrai  que  les  éléments  d'Hamilton  en  traitent  un  très  grand  nombre 
d'une  façon  très  approfondie,  et  à  ce  titre  la  lecture  de  cet  Ouvrage 
ne  saurait  être  trop  recommandée.  Les  applications  mécaniques  el 
physiques  sont  beaucoup  plus  importantes  dans  la  littérature  scienti- 
fique actuelle,  et  elles  le  deviendront  certainement  de  plus  en  plus, 
car  le  langage  vectoriel  est  la  langue  même  de  la  Physique.  Dans  le  but 
d'exercer  le  lecteur  au  maniement  des  formules  et  des  opérateurs  nou- 
veaux, nous  avons  pensé  toutefois  qu'il  serait  utile  de  donner  ici, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  les  éléments  du  calcul  des  formes  et 
pour  le  calcul  vectoriel  dérivé  des  quaternions,  quelques  applications 
choisies  parmi  le  plus  caractéristiques.  Nous  avons  choisi  dans  ce  but 
les  sujets  suivants  que  nous  avons  succinctement  traités  de  la  manière 
qui  nous  a  paru  la  plus  utile  au  point  de  \ue  spécial  qui  nous  occupe. 

1"  Le  potentiel  newtonien  au  point  de  vue  de  l'application  de  la 
notion  de  gradient. 

2°  Le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  qui  intro- 
duit la  fonction  linéaire  autoconjuguée. 

3°  Les  notions  élémentaires  de  la  théorie  de  l'Elasticité  dans  un 
milieu  isotrope  qui  introduit  la  divergence  et  le  cuil. 

4°  Un  cas  particulier  de  la  théorie  de  la  double  réfraction  où 
s'introduit  une  fonction  linéaire  non  symétrique. 
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Non-  | m ■  1 1 -« < 1 1 -  que  ces  exemples  suffironl  à  faire  comprendre  au 
lecteur  la  nai urc  des  procédés  employés  par  le  calcul  vectoriel  dans 
ses  divers  champs  d'application. 

En  vue  des  études  ultérieures  nous  résumons  ici  dans  un  Tableau 
lc>  principales  notations  comparatives  des  auteurs  vectoristes  en  les 
rapportant  à  celles  qui  sonl  employées  dans  ce  Livre.  Ce  Tableau  est 
eu  partie  emprunte  a  fini  roduction  de  l'Ouvrage  <\'-  M..I.  Guiot, 
déjà  cité. 

Véronnet 

Burali-  (notation  dite 

Hamilton.     Grassmann.        Gibus.  Forti.  Jaumann.     française). 

Produit  scalaire —  S  x3  f  a  |  B  ]  %  .  3  a  x  3  ■/..  3  z  3 

»         vectoriel Va3  |[aQ]  àxB  «A0  a  x  3  â| 

»         quaternion  ..  .         a.  3 

dvadique  sca- 
laire   (a3).p  (a:  3    -. 

»        dvadique  vec- 
toriel   (aS)  x  ?  (^x?'? 

Nabla. V  V                  D 

Gradient V  V  grad.  grad.  grad. 

Curl \  Y  V  X                 rot  rot  ou  V  curl. 

Divergence —  SV  V.                 div  div  ou  V  div. 

fcplacien —  Y2  V.V  A,,  A2  V«                D2 

Les  notations  soulignées  sont  celles  que  nous  avons  adoptées  dans 
notre  Précis. 
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154.  I.  La  formule  suivante  donne  une  application  souvent  utile  du 
théorème  de  la  divergence.  Soit  n  une  fonction  monodromeet  continue 
dans  un  volume  A  et  sur  une  surface  S  ainsi  que  ses  dérivées,  c'est- 
à-dire  telle  que  le  théorème  de  la  divergence  [misse  s'appliquer.  Sup- 
posons que  7  soit  une  fonction  linéaire  du  vecteur  unité  //.  et  que 
pour  les  points  de  la  surface,  n  soit  le  vecteur  unité  normal  inté- 
rieurement à  la  surface.  Soient  07,  sy,  trA  les  valeurs  que  prend  a- quand 
on  v  remplace  //  par  i,  J,  k .  On  a  la  formule  suivante  : 
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On  peut,  en  effet,  écrire 

7  =  —  \~ji  -T-  rtjf  -+-  l/ck)n. 

La  composante  scalaire  de  t  suivant  0%  est  i  changée  de  signe) 

ii  =  i  i't,)  cosx  -+-  («ffy)  cosîï  —  (iî/J  cosy, 

a,  |3,  v  étant  les  angles  de  a-  avec  le>  axes.  On  en  déduit,  par  le  ihéo- 
rème  de  la  divergence  |  n°  139  (2)], 


dW 


=-XK^?-£)- 

et  deux  analogues  pour  les  valeurs  de 

fj'sdS        et  CkadS. 

Multipliant  respectivement  ces  équations  par /.  /,  Â,  et  ajoutant,  on 
trouve  l'équation  proposée. 

II.   Transformer  par  le  même  procédé  l'intégrale 

/v„*. 

(  )n  écrit 

Y  pa  =  Vpcr/cosa  —  Vpa/cosfi  —  VpajtçosY. 

En  procédant  exactement  de  la  même  manière,  on  trouve 
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POTENTIELS  NEWTONIENS  ('). 


loo.  .Potentiel  de  volvime.  -  Considérons  un  corps  limité  de 
volume  \  dont  la  densité  en  chaque  point,  qife  nous  désignerons 
par  pu  est  une  fonction  continue  des  coordonnées  de  ce  point,  el  sup- 
posons que  ce  corps  attire  suivant  la  loi  de  Newton  un  point  maté- 
riel A  ne  taisant  pas  partie  du  corps  \  et  dont  nous  supposons  que  la 
ina>se  c^l  pri>e  égale  à  l'unité.  Nous  supposerons  d'abord  que  le 
pomi  A  est  extérieur  au  corps  attirant. 

La  force  élémentaire  d'attraction  exercée  sur  le  point  A  par  un 
élément  de  volume  d\  ,  placé  au  point  M  du  corps,  est 

\xd\  i 

— —  Po  =  — -  \xa\  \  —t 
r-  r 

]<•  vecteur  o0  étant  dirigé  du  point  A  vers  le  point  M,  et  en  supposant 

Fis.  56. 


*pie  le  coefficient  de  proportionnalité  f  de  la  formule  de  Newton  e&t 
posé  égal  à  l'unité.  La  force  totale  d'attraction  sur  le  point  A  e>l 
alors 

F  =  h-   f  <x  rfV  VA  - 


(  '  )  La  plus  grande  partie  de  ce  Chapitre  esl  résumée  des  leçons  sur  les  potentiels 
newtoniens  du  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  de  Hadamard  (Cours  auto- 
graphié  1914);  nous  nous  sommes  aidé  au-si  du  Chapitre  consacré  à  cet  objet  dans  la 
Theoritisclie  Mechanik  de  Marcolongo  (Traduction  Timerding),  11e  Partie,  Chap.  VI. 


illi  CHAPITRE    Mil. 

en  indiquant  par  l'indice   \  que  dans  V-  ce  sont  les  coordonnées  <lu 

point    V  qui  sont   soumises  à  l'opération  V.    L'intégration  s  étend   à 
tout  !<■  volume  \  .  Le  produit  u  d\  étant  indépendant  de    \.  on  peul 

écrire  ♦ 

F  =  +  VA  u 

en  posanl 

"  =  ,./  — ■ 

La  fonction  ainsi  définie  porte  le  nom  de  potentiel.  Elle  est  évi- 
demment continue  pour  tout  point  extérieur  au  volume  S  puisque  r 
ne  s'u  annule  pas. 

(  )n  ;i  alors 

\  da2        t*0-         de2/      ,/   '  /• 

car  V2-  =  o.  C'est  l'équation  de  Laplace  valable  pour  un  point 

extérieur  au  volume  attirant. 

Nous  remarquerons  en  passant  que  si  1<-  corps  attirant  se  réduit  à 
un  point  M.  nous  a\ ons 

>  A    -   =   —   >  M  -  » 

r  r 

p0  avant   toujours  la  direction  <!<•    V  vers  M  et  l'on  a  aussi  dans  ce 


cas 


V?,  I  =  o, 


où  r  est  considéré  comme  fonction  de  ./ .  r.  r  et  non  de  a,  h.  c. 

156.   Cas  d'un  point  attiré  intérieur.   —    La    fonction  -    est  alors 

discontinue  avec  passage  par  l'infini  au  point  V.  Cependant  1<-  poten- 
tiel a  en  ce  point  une  valeur  finie  <ii  déterminée.  En  effet,  '/  esl  une 
intégrale  triple  dans  laquelle,  en  appliquant  la  méthode  «les  singula- 
rités avec  une  petite  sphère  ayant  son  centre  au  point  \.  on  voit 
que  'x  est  5  une  constante  ;j.0  <pii  est  le  maximum  de  la  densité  à 
l'intérieur  du  volume  \.  On  a  donc,  pour  tous  les  points  intérieurs 
à  la  petite  sphère, 


1 11     :x" 

niod—  _  —  , 
r  ~  r* 


où  x  =  i  <C,  >'»•  11  <'u  résulte  que  //  est  fini  et  déterminé  (n°  \'M\.  c  I.  Il 
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en  es!  de  même  pour  F,  car  VA«  ne  contienl  au  dénominateur  que 
/•-(  2<3)  et  le  numérateur  es!  fini.  On  \<>it  que  u  el  F  sonl  déter- 
minés el  lini->  dans  tout  l  espace. 

Mais  on  ne  peul    rien  affirmer  pour  v*2u  qui  dépend  de    3«  Nous 

allons  montrer  que  V2  u  est  encore  déterminé  el  fini  dans  tout  L'espace, 
excepté  sur  la  surface  qui  limite  le  volume  V. 

Pour  cela  nous  transformerons  V-  en  une  somme  d'une  intégrale 
de  surface  et  d'une  intégrale  de  volume  au  moyen  de  la  formule  «le  la 
divergence  qui  s'applique  à  Vu  (  n"  139,  III  I.  On  a 

XlC    =      f  :j.  XX(y    \  dX   =    —     f'J.  V>,  (y)  dV 

=  -.("v,,Gi)rfV-(>'rfV' 

Le  premier  terme  s'écrit  au  moyen  du  théorème  du  gradient  (  n"  1 10) 
sous  forme  d'une  intégrale  de  surface,  et  Ton  a 


Xu  =    /    ^  n  r/S  —    /    — J7  dX ', 


ce  qui  donne  la  somme  d'une  intégrale  de  surface  et  d'un  poten- 
tiel de  volume  dont  l;i  densité  est  Vm;j..  Ce  dernier  est  dérivable 
dans  tout  l'espace.  Quant  à  l'intégrale  de  surface  elle  l'est  aussi 
puisque  r  n'y  devient  pas  nul.  excepte  sur  la  surface  de  séparation  S 
du  volume  \  .  Il  en  résulte  que  V2  u  a  une  valeur  finie  et  déterminée 
pour  tous  les  points  de  l'espace,  excepte  peut-être  pour  les  points  de 
la  surface  S.  Nous  allons  calculer  directement  la  valeur  de  cette 
fouet  ion  qui  n'est  ;iut  re  que 

X2  u  =  —  il  h  Xu  =  —  divF, 
t 

ou  les  dérivées  -oui  prise-  par  rapport  ;'i   V. 

Nous   avons   déjà    trouvé    |  n"   146,    (3)]    pour    un    champ    potentiel 

l'expression 

X2  u  =  —  ;  -  m 

qui  nous  donnerait  ici 

<i2  ii        ()'■  n        a1  u 
Oa?     '     <)b'- 


V2„  =  -(  —  +-±^.--!ï\ 
--  1 


où  ul0  est  la  densité  au  point  V.   Non-  allons  retrouver  ce  résultat  par 

une  autre  méthode.   Entourons  le    point     \  d'une    petite   sphère  i  ...    Le 
volume    \     est   ainsi   divisé   en    <\vux   parties,  l'une   c.  extérieure  à  la 
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sphère,  l'autre  vt  intérieure.  Soil  ï  la  surface  «I»'  La  sphère,  nous  pou- 
vons différentier  //  dans  l'espace  c,  et  pour  L'espace  v^  appliquer  la 
formule  il»-  décomposition  précédente,  on  a  ;i  1« n- 

v.-jfv(i)«-J£e.*+jfv1.*v. 

Le  signe  provenant  de  ce  que  La  normale  n  esl  ici  extérieure  à 
La  sphère. 

Opérons  sur  les  deux  membres  par  div.   Le  premiei   membre  de- 
vient       V2«.  La  première  intégrale  du  second  membre  contienl  V2-- 

1  /• 

Elle  est  nulle.  La  troisième  esl  également  nulle,  car  son  module 
est  <  \  /  — -,  où   N  est    ane  quantité  finir,   el  elle  esl   évidemmenl 

nulle,  d\  étant  du  troisième  ordre,  tandis  que  r  n'est  que  du  premier. 
Il  reste  donc 


V-  u  —  1  i iii     /   di\  —  n  dZ. 

n.'v         r 


Mais  u.  étant  continu  aux  environs  du   point  \.  <>n  peul  poser  sur  la 
sphère 

r,  étant  une  fonction  infiniment  petite.  L'intégrale  devient  donc 

'M    /    «liv  -  rfX  —  li m     /    div  3TÎL.  rfv 

La  première  a  pour  \  aleu  r 

Ho  —  4~r-  =  i  wfx0, 
car 

/l  On  !..  _    I  •   »    -  1  I 

«  1 1 V  —   =  diV—    =   -  HIVS,, Sy  V   -  =   — = 

i/-  r         r  •  '         r         r*         /-         /•- 

La  seconde  esl  nulle  el  l'on  a  donc 

/c>2»  fi- Il  il-  Il  /_ 

\dô*  "*"  d&*  +  de*/       '  " '"'"'" 

ce  (|ni  esl  bien  la  formule  de  Poisson. 

On  voil  que  La  divergence  du  champ  «le-  forces  est   une  fonction 
discontinue  (n°  152).  Elle  est  nidle  à  l'extérieur  du  volume  ^  i  Laplace 
et  égale  à    -  {~;j.0  en  an  point  intérieur  à  ce  volume  i  Poisson).  I.a 
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surface  qui  limite  le  volume  \   c-.i  donc  une  surface  de  discontinuité 
piMir  cel  te  fond  ton. 

157.   Calcul  de  l'attraction.  Le  calcul   de  la  lune  d'attraction 

exercée  parunvolume\  sur  nu  point  esl  ainsi  ramené  au  calcul  d'nne 


loncl  mu 


/ur/Y  !  ,     ,      ,  ...  | 

- — —  ci  ce  sera  donc  en  gênerai  un  problème  de  nature 

essentiellement  scalaire.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  pourra 
cependant  simplifier  le  problème  en  calculant  directement  l'attrac- 
tion F  par  l'application  des  théorèmes  généraux. 

Par  exemple,  considérons  le  eas  de  l'attraction  d'un  solide  de  révo- 
lution sur  un  point  de  son  axe  que  nous  prenons  comme  origine. 
Soit  M  un  poinl  *\u  solide  ci  soil  F,,  la  force  élémentaire  d'attraction 
exercée  par  la  masse  <j.  <l\  placée  en  M  sur  l'unité  de  masse  placée  en  (  ). 
Soi    /•  la  distance  ()\I.  On  a  (fig.  0% ) 


F,,  =  I 


ix  cl\ 


Soit  %  un  vecteur  unité  dirigé  suivant  l'axe.  Il  esl  clair  que  les 
composantes  de  l'attraction  normales  à  l'axe  se  détruisent  (\i'u\  à  deux, 
de  sorte  (pie  l'on  obtient  la  force  totale  d'attraction  en  ajoutant  les 
composantes  suivant  l'axe  : 


I- '^ 


/'—»= -/*£■*"-*£"&? 


■■■x 


se  VM 


■■) 


d\ 


i  densité  u,  étant  supposée  constante. 
On  a  alors  par  le  théorème  du  gradient  I  n"  1  iO  > 


IS 


"  dS  cos  -z 
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l'intégration  s'étendanl  à  la  surface  qui   enveloppe  le  volume.  Mais 
si  nous  désignons  par  \  la  longueur  M*  «le  la  normale,  nous  avons 

dS  —  ■>. -N  si  no  \  rfcp  =  2~N'2sin'-  d<f 

et  par  suite 

N2sin9  0oso  rf<p  _  fn  \2<7sin2cp 


r    N2sin»coso  rfcp  /* 

=  ,^7  — --W 


l'intégration  s'étendanl   à   la   méridienne,   el   J\   el   r  étant  supposés 
exprimés  en  fonction  «le  la  variable  ©. 

En  particulier  pour  la  sphère  de  rayon  R,  on  a 


I)  O  C(i*  ts  cfo 


/"sinocose 


avec 


r  =  (R2-r-  «2—  -2«  R  cosç)-  —  v/R2-+-«2 (i  — /"  )- 


en  posant  /.  =  —     ,,,  et  coscp  =  a  (a  =  distance,  de  O  au  centre  de  la 

1  a  -+-  Et2  ; 

sphère  ). 

La  formule  devient  alors 

1-i.W-       /*      u  dit 

que  Ton  intégrera  en  posant 

i—  /.-«  =  s2; 
on  obtient  alors 


l~UlY-  /     .  „ 

F  =  '    '  /  Ci  -f-  ~2)  dz 


dont  l'intégration  est  immédiate. 

1  i 

En  remplaçant  par  les  limites  z  =  (  i — /.  r  el  (i-h/.r.  on  trouve 

'    3  r2         r2 

C'est-à-dire  que  l'attraction  d'une  sphère  sur  un  point  extérieur  esl 
l,i  même  que  si  toute  la  masse  de  la  splière  était  concentrée  en  son 
centre  (  New  ton  ). 

Exemple.        Exprimer  que  la  (onction 

"    fin  -  ./■'  \  «--  a-  -c'O 

satisfait    à    l'équation    de    Laplace    el    intégrer    l'équation   obtenue. 
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On  a 

Vu  =V/fr)=/'(r)V/-      ./"<>)  ?o, 

V-«  =  —  div/'i  /■  |p0  =  — /'i  /•  »  divp3-+-  p0  V/' (#■  ) 


(  )n  il  dune  l'équal  mu 


';./'"•>-/"('■)  =  o 


nui  s  intègre  el  donne 


et  par  suite 


rV'('")  =  C 


/•(/•)=  -  +  lî, 


\  el  H  étant  des  constantes. 

158.  Potentiels  de  surface.  —  l);ins  ce  qui  su  il  nous  considérons 
une  surface  sur  laquelle  nous  supposons  répartie  une  certaine  quan- 
tité «le  fluide  sans  épaisseur  formant  ainsi  une  simple  couche  sur  I  i 
surface.  Nous  appelons  densité  superficielle  en  un  point  la  limite  du 
rapport  de  la  quantité  de  fluide  qui  se  trouve  répartie  sur  un  élément 
à  La  surface  de  cet  élément  quand  cette  surface  tend  vers  zéro.  Le 
potentiel  déterminé  par  le  fluide  est  appelé  alors  potentiel  de  simple 
couche. 

La  forée  d'attraction  sur  un  point  quelconque  dérive  d'un  potentiel 


C  a  flS 


el  1  on  ;i 

F  =  VA  u 

exactement  comme  à  l'article  133,  car  les  quantités  <j.d\  de  fluide  sont 
simplement  remplacées  ici  pur  les  quantités  u.dS.  Les  fonctions  a  el  f 
sont  finies,  déterminées  el  continues  dans  tout  l'espace,  sauf  sur  la  sur- 
face S,  ci  la  divergence  du  vecteur  attraction  Y'u  es'  nulle  en  tout 
point  situé  en  dehors  de  la  surlace. 

Diins   le   c;i>  d'une   couche   sphérique  on   trouve,    en   calculant  le 
p  itentiel  u  pour  un  point  extérieur, 

i"K\a 


CHAPITRE    Mil. 


c'est-à-dire  que  toul  se  passe  comme  si  La  m;i >-•<>  était  concentrée  au 
centre. 

Pour  un  point  intérieur  on  trouve  que  le  potentiel  esl  {itu.R  =  const.. 
donc  F  =  V//  =  o. 

L'attraction  sur  toul  poinl  intérieur  est  nulle. 

La  démonstration  de  ces  propriétés  bien  connues  résulte  d'une 
intégration  scalar  simple  où  le  calcul  vectoriel  n  ;i  pas  à  intervenu1  ël 
ne  présente  pas  d'intérêt  au  point  <le  vue  spécial  où  nous  sommes 
placés. 

159.  Potentiel  de  double  couche.  -  \mis  supposons  maintenant 
que  les  masses  que  nous  considérons  peuvent  être  positives  ou  néga- 
tives, ainsi  que  cela  se  présente,  par  exemple,  en  électricité.  L  action 
de  deux  masses  lune  sur  l'autre  sera  attractive  ou  répulsive  suivant 
que  ces  masses  sont  de  même  signe  «mi  de  signe  contraire,  car  nous 
avons  ;idinis  précédemment  que  deux  masses  de  même  nature 
exercent  l'une  sur  l'autre  une  attraction  réciproque.  Pour  tenir 
compte  du  fait  expérimental  qui  donne  un  résultai  contraire  (deux 
pôles  de  même  nom  se  repoussent  et  deux  pôles  de  nom  contraire 
s'attirent  aussi  bien  en  électricité  qu  en  magnétisme),  les  physiciens 
ont  pris  l'habitude,  sm>  changer  le  signe  du  potentiel,  de  changer  le 
signe  de  la  force.  Nous  ne  tiendrons  pas  compte  à  cette  place  «le 

Fig.  58. 


celle  convention  qu'il  suffit  de  signaler.  Ceci  posé,  considérons  deux 
surfaces  S  et  S'  très  voisines  Tune  de  l'autre  i  fig.  58)  et  supposons 
réparties  sur  chacune  d'elles  une  couche  -,-  et  une  couche        respec- 
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tivement  de  densités  p  el  o'.  Supposons  que  û?S  el  dS'  étanl  < I ••  1 1  \ 
éléments  de  surface  découpés  respectivement  sur  S  el  sur  S'  par  les 
normales  à  S  menées  par  les  points  qui  limitent  rfS,  nous  ayons  la 

relation 

p  dS  =  p'  dS'. 

Nous  supposons  que  quand  e  diminue  Indéfiniment,  le  produit  pe 
reste  constant.  Dans  ces  conditions  z  et  p'  augmentent  indéfiniment 
et  le  produit  pe=u  prend  en  chaque  point  une  valeur  que  Ton 
appelle  la  densité  <j.  <lii  feuillet  ou  la  puissance  du  feuillet  en  ce  point, 
appelant  feuille/  un  dispositif  Le]  que  celui  que  nous  venons  de 
décrire. 

La  surface  S  exerce  alors  sur  une  masse  A  unité  une  action  déri- 
taiil  d'un  potentiel 

"'  =  ./  ~r 

et  la  surface  S'  une  action  en  sens  contraire  dérivant  d'un  potentiel 

r  p'dS' 

de  sorte  que  le  potentiel  total  est 

r/o'rfS       o'dS' 


r/?dï>     p'rfs  ,      /*      / 1      i  \ 


Mais 


el   par  suite 


d  l  d  - 

i  /• 

r  Un  Un 


f  d'- 


u.  étant  positif  dans  le  cas  de  la  figure,  car  la  normale  n  va  de  la  lace 

négative  à  la  face  positive,  et  alors ,  esi   bien  -\ — r(-p/«.  Ou 

1  /•         r  un  \  v  I 

peut   écrire  aussi,  en  remplaçant  -7-  (  -  )  par  si   valeur  |  n"  123.    (l)J, 


u  =  —   /  'in  V|.  -  f/S, 

P  désignant  le  point  de  la  surlace  S. 

Il  n  \  a  pas  lieu  d'insister  sur  celle  théorie  <lu  feuillet   qui  ne  cons- 
titue qu'un  artifice  «le  calcul,  car  L'établissement   de  >\ru\  couches 
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telles  que  relie-,  que  nous  avons  décrites  ne  peul  évidemment  pas 
être  une  réalité  physique.  Celle  théorie,  établie  au  moment  où  celles 
de-»  champs  Lourbillonnaires  n  existait  pas  encore,  avail  pour  l>ui  de 
ramener  les  calculs  relatifs  aux  questions  de  leur  domaine,  aux 
méthodes  connues  dérivanl  de  la  théorie  <lu  potentiel  de  l'attraction  : 
la  théorie  des  feuillets  représente  peut-être,  «lit  Foppl,  »  l'exemple 
le  | » 1 1 1 -  remarquable  des  beaux  résultais  que  l'on  peut  obtenir  à  l'aide 
«le  moyens  toul  à  fait  impropres  et  insuffisants  en  eux-mêmes  ».  Le 
lecteur  trouverai!  «  dans  le  livre  déjà  cité  de  Fôppl  (  '  |,  Géométrie  der 
Wirbelfeldcr  »,  un  expose'-  très  simple  et  trèslucidede  la  relation  qui 
existe  entre  le  champ  créé  par  le  feuillet  et  le  champ  tourbillonnaire 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut  (  n"  147  et  suiv.  ).  Nous  ne  pouvons 
que  le  renvoyer  à  cet  Ouvrage  pour  cette  intéressante  étude  que 
nous  ne  pouvons  reproduire  ici. 

Nous  nous  contenterons  d'établir  une  proposition  importante  due 
à  Gauss  et  établie  par  lui  au  moyen  «le  l'artifice  du  feuillet,  mais  (pu 
«léeoule  très  simplement  «h-  ce  que  nous  avons  établi  précédemment. 
Considérons  un  feuillet  homogène,  c'est-à-dire  ici  que  u.  soit  une 
constante  sur  toute  la  surface  S.  Nous  aurons,  d'après  l'expression 
précédente. 

u  =  —  ;j.    /    n  V  -  clS 


ou   hien 


U  =    U     I      — —    '/>. 

'   -s     '' 
niais  i  fi  g.  58  )  on  a 

'/>  i  n  p0  |  =  —  dS  cosO  =  —  ds. 

ds  désignant  |,i  petite  surface  suivant  laquelle  le  cône  de  sommet    V 
qui  s'appuie  sur  l'élément  d«'  S  coupe  une  sphère  <l«'  centre   V  ayant 

pour  rayon  r:  <>n  en  «(«''«luit  i  au  signe  prés  > 


u  =  [J.  I  d(<>  =  \iQ, 


en  désignant  par  du>  Yangle  solide  sous  lequel  on  voit  l'élément  deS 
du  point  \  c'est-à-dire  la  surface  découpée  par  le  cône  \  sur  la 
sphère  de  ravon  unité  ayant  son  centre  au  point  \.  iï  désigne  alors 
l'angle  solide  sou.-  lequel  le  contour  du  feuillet  est  vu  du  point    \.  Ce 


Vri.  19  et  suivants 
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théorème  esl  connu  sous  le  nom  de  intégrale  de  Gauss.  Le  signe  de 
L'expression  se  discuterai)  --juis  difficulté. 

Ce  résultai  rend  évidente  une  proposition  importante.  Supposons 
que  le  feuille!  homogène  soil  une  surface  fermée  S.  Si  le  poinl  A  est 
intérieur  à  La  surface,  il  e>i  clair  que  l'ouverture  totale  e>t  \  -  et  l'on 
a,  au  point  A,  u  \-'j..  Si  le  point  A  esl  en  dehors  du  feuillet,  l'ou- 
verture totale  est  nulle  el  l'on  a  //  ==  <>.  Quand  le  point  \  se  déplace 
de  l'extérieur  vers  l'intérieur  de  la  surface,  on  voit  donc  qile  //  ^uhii 
une  discontinuité  égale  à  \—\x. 

Remarque.  -  Il  n'\  aucun  avantage  à  introduire  les  notations 
vectorielles  dans  des  calculs  pu  renient  scalaires  tels  que  cenx  de 
I  importante  question  de  l'attraction  des  ellipsoïdes.  On  trouvera 
<ciic  dernière  question  traitée  complètement  et  accompagnée  de 
notes  historiques  liés  Intéressantes  dans  le  Traité  de  Mécanique  de 
Marcolongo  déjà  eité  1 1.  Il,  Chap,  VI  ». 


■    .c>^- 
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MOUVEMENT  D'UN  SOUDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


I()0.    Moments  d'inertie.     -On  appelle  moment  (V  inertie  polaire 
d'un  solide  par  rapport  à  un  axe,  la  somme 

(l)  1  =  Lmrz 

des  produits  des  masses  des  points  qui  composenl   le  solide  par  le 

carré  de  leur  distance  à  l'a\e.   C'esl    une  quantité    essentiellemenl 

positive.  Soienl  Oun  point  de  l'axe,  p  le  \  ecteur  d'un  point  du  solide 

par  rapport   à  l'origine  O,  a  un  vecteur  unité  dirigé  suivant   I  axe. 

On  a 

/=  TVap. 

D'où 

(  ■).  i  I  =  —  Z  ni V2ap. 

l'osons 

(  3  )  tpa  =  t  m  V  p  V  pa  =  S  mp  V  pa  (  >  ), 


S  m  p  V  p  a  =  o 

Nous  aurons 

(4) 

I  =  S.aea. 

Si  alors  nous  posons 

(5) 

a 

™  =  —, 

celle  équation  de\  ienl 

(G) 

S  TjJ'ÇTX  =    1  , 

équation  d'un  ellipsoïde  |  n"  I  1  I  ).  car  il  est  clair  que  «p  est  une  fonction 

(')  C'est  une  fonction  linéaire   de  a  bien  qu"elle  ne  soit  pas   sous  la   forme  ordi- 
naire EaSiaoc,  car  elle  s'écrit  (pa  =  Zm(o-7. —  p  Spa). 
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autoconjuguée  ci  que  vs  ne  peul  devenir  Infini.  Les  rayons  vecteurs 
de  tel  ellipsoïde  donnent  la  valeur  de  l'inverse  de  la  racine  carrée 
de-  moments  d'inertie  par  rapport  aux  droites  qui  passent  par  son 
centre.  On  l'appelle  ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  0  (Cauchy, 
1827). 

Liant  donnée  la  direction  <lu  rayon  vecteur  de  l'ellipsoïde  nr,  < m 
s.iii  (railleur-  que  la  direction  ^  c>i  celle  du  vecteur  mené  par  le 
rentre  perpendiculairement  au  plan  tangent  en  rv  ci  que  la  distance 
du  plan  tangent  au  centre  ou  vecteur  de  proximité  est  I  '^  )-<  |  n"  l  J2  ). 

I /ellipsoïde  d'inertie  ayant  trois  axes  (ou  plus  s'il  est  de  révolution 
ou  s'il  se  réduit  à  une  sphère),  ou  appelle  ces  axes,  axes  principaux 
(Vineitii-  relatifs  au  point  ().  L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravité  s'appelle  ellipsoïde  central.  Quand  on  connaît  ce  dernier 
ellipsoïde,  on  peut  calculer  le  moment  (.1  inertie  du  solide  par  rapport 
à  une  droite  quelconque  au  moyen  <\u  théorème  suivant  dit  théorème 
Je  Steiner. 

Le  moment  d'inertie  d'un  solide  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
est  égal  au  moment  d'inertie  par  rapporta  un  axe  qui  lui  est  parallèle 
et  mené  par  le  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse 
totale  (\u  système  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

La  démonstration  est  immédiate.  Soit  l'axe  A  et  A,;  la  parallèle 
menée  parle  centre  de  gravité.  En  désignant  par  8  la  distance  (vec- 
torielle) de  AG  à  A.  par  p  et  o'  les  distances  de  A  et  A0  à  un  même 
point  P,  ou  a 

p'  =  8  -+-  p         ou         p  =  p'  —  o. 
D'où 

X m  z-  —  X  ni  p'2  —  cSwf'+X m  o'-', 

ce  <pii  démontre  la  proposition,  car 

2mo*=  oj2m  =  Mo2 

et  d'autre  part,  pour  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  a 

X  m  p'  =  o. 

L'ellipsoïde  central  d'inertie  se  distingue  par  la  propriété  sui- 
vante :  c'est  <pie  ses  axes  sont  axes  principaux  d'inertie  pour  tous 
leurs  points.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  un  axe  principal  d'inertie 

de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  un  autre  point.  Dans  ce  dernier  cas 
l'axe  n'est  principal  que  pour  le  point  considéré  et  ne  l'est  pour 
aucun   autre    point    de    la    droite.    Il    en    résulte  (pie   si    une   droite   est 
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axe  principal  d'inertie  par  rapport  à  deux  de  ses  points,  cette  droite 
<si  un  axe  « I < *  l'ellipsoïde  central  <l  inertie. 

On  peul  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit.  Soi  ni  ()  un 
poinl  el  /.  /.  k  les  directions  principales  en  <<■  point.  Nous  savons 
que  ces  directions  satisfonl  à  I  équation 

CO   =  ,A'7  OU  \    7'.i7  =  O. 

<  )n  ;i  (lune 

V  t'o  i '  =  o 
nu  l)n-n 

\  ii  X  ///  p  Y  ip)  =  o. 

(  Jette  équal  ion  peul  s'écrire 

V  i"2  ni  pSip  =  o 

en  dé\  eloppanl  le  \  ecteur  double. 

Supposons  alors  qu  un  autre  poinl  :■/  de  l'axe  --oii  i<jI  que  l'axe  i 
soil  aussi  axe  principal  pour  ce  point.  On  aura,  p'  étant  le  vecteur 
d'un  point  quelconque  par  rapport  ;'i  <•<■  point  de  l'axe, 

o  =  Vi'S  m  p1  Stp'  =  Viï  //i  i  p  —  si)  Si(p  —  zi) 

ou  bien,  en  développant  le  produit  el  tenanl  compte  il<-  l'équation 
précédente, 

zi\  m  p  =  o, 

c'est-à-dire  z  =  o,  ou  bien  \  ///  o.  Dans  le  premier  <;is  le  second  poinl 
se  confond  avec  le  premier.  Dans  le  second,  l'égalité  a  li«-u  quel  que 
soit  c.  c'est-à-dire  pour  tout  point  de  la  droite,  el  \  m,o-=.o  indique 
que  ()  est  1<-  centre  <!<•  gravité. 

161.  Mouvement  autour  d'un  point  fixe.  -  Considérons  un  solide 
tournant  autour  d'un  point  fixe  que  nous  prenons  comme -origine  el 
appliquons-lui  le  théorème  de  i>  \i. embeh t.  qui  donne 

S  £(/n  p* —  7)0?  =  o, 

m  étant  In  niasse  d'un  point  du  solide,  p"  son  accélération,  s  l;i  force 
t|iii  lui  est  appliquée  el  oo  un  déplacemenl  virtuel  compatible  avec 

les  luisons. 

Les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  sont  ici  des  rota- 
tions autour  d'axes  passant  pur  l«-  poinl  O  el  Ton  a  donc 

0  0    =    Y   00>.  0, 
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oo;  représentant   un  vecteur  infiniment   petil  arbitraire.  <  )n  ;i  donc 
l'équation  |  en  annulant  le  coefficient  de  oto  i 


0 


X  Vi  /»  o* —  7)0  =0 


qu'on  aurait  pu  écrire  immédiatement,  car  elle  exprime  que  la  somme 
des  moments  < l<-^  forces  appliquées  <-i  des  forces  d'inertie  par  rapport 
au  point  fi\<-  <-si  nulle. 

(  )n  ii.  eu  étant  maintenant  I  'axe  réel  de  l;i  rotation, 


(a) 


p'  =  \  top, 

0"  =  Vwo'+Vw'o  =  V  to  Y  too  -4-  \  <•>  ?. 


Remplaçons  0"  par  sa  valeur  dans  l'équation  l  1  |.  Nous  trouvons  sans 
difficulté  l'équation  <lw  mouvemenl 


(" 


I  ///  p  Y  pco'  =  ^  m  (  Y  top  S  top  —  V  }-  l, 


çt  en  désignant  par  u.  le  moment  «les  forces  directement  appliquées, 
par  rapport  au  point  fixe, 


(3> 


X  m  z,  \ "  ;  tu  —  1  /»  Viop  S  tu  0  —  'jl  =  o. 


En  transformant  cette  équation  en  cartésien,  nous  devons  penser 
que  nous  obtiendrons  les  équations  classiques  d'Euler.  Et.  en  effet, 
posons 

to  =  pi  -j-  qj  -+-  /'/. , 

/ .  r.  ;  étant  respectivement  les  coordonnées  d'un  point  du  corps, 
et  p.  q.  r  les  composantes  de  l'axe  de  rotation  par  rapport  à  «les 
axes  fixés  dans  le  corps  el  par  conséquent  mobiles  avec  lui  autour 
du  point  O. 


Posons  également 


dp 

dt 


dq 

~di 


dr 
dt' 


et  désignons  par  L,  M.  \  1rs  moments  résultants  des  forces  appliquées 
par  rapport  aux  axes  mobiles.  L'équation  précédente  s'écrit 


S  m  ( i x  -f-  j  y  -k-  kz) 


i    J    * 

p   q   '■ 


«    j    * 

./•      r     2 
//     7'     /•' 

i/»j  -H  qy  —  r  z\—\.i  —  My  -f-  N  /  ■  =  o. 
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Égalons  à  zéro  les  coefficients  de  /.  /'.  /.  el  supposons  que  les 
axes  /.  /.  h  sonl  les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au 
point  I*.  de  sorte  que  les  doubles  produits  des  coordonnées  dispa- 
raissent,  nous  obtenons  les  équations  d'Euler 

^-KC-B)?,=L, 

15  (l!L  _^(A  -G)rp=  M. 

dt  '   ' 

C*+(B-AW-N. 

Ce  dernier  calcul  n'avait  d'ailleurs  pour  Imi  que  de  montrer  qu  il 
étail  aise  d'obtenir  les  équations  d'Eulér  au  moyen  de  l'équation  I  3  ). 
Mais  nous  ne  les  utiliserons  pas  dans  ce  qui  suit. 

162.   Cas  où  les  forces  extérieures  admettent  une  résultante  unique 

passant  par  le  point  fixe.      -   Supposons  que  les  forces  extérieures 

admettent    une   résultante   unique   passant    par   le    point    fixe.   On  ;i 

alors 

SVper  =o, 

et  l'équation  (  i  )  du  numéro  précédent  se  réduit  à 
(i)  SmVpp"  =  o 

OU  bien 

—  ïm\  aa  =  o. 
dt 

On  peut  donc  écrire 

i  2  i  SœVps's  y  =  un  vecteur  constant, 

équation   qui   exprime  que  le    moment    résultant    des    quantités    de 

..       „.  do 

mouvement  par  rapport  au  point  n\el\  zm  -j-  reste  constant. 

Opérons  sur  <  i  )  par  Sw  il   vient,  en    tenant'  compte   de   l'équation 

p'  =  Vwp, 
imo'p"  —  o, 
ou  bien  par  intégration 

;,  £mp'*=  —  h"-, 

ce  qui  donne  l'intégrale  des  forces  vives,  h  étant  mm3  constante. 
Posons 

i  i  DCJ  =  2T/J1  p  \  pco, 
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•i  étanl  une  fonction  linéaire  auto-conj lignée  l  n"  l(>0.  note  ».  Les  équa- 
lîons  précédentes  deviennent 

")  i  çio  -t-  V  =  O, 

(6  )  Scù«ui  =  /*-. 

ci  L'équation  (3)  du  numéro  précédent  devient 

(  -  )  ou)'  4-  Voxsu)  =  o  : 

mi  ;i.  d'ailleurs,  l<-s  relations 

(8)  ';ni=  Vcoy, 

(9  i  S  or-  —  h-  —  o. 

Ces  équations  très  simples  peuvent  s'interpréter  géométriquement. 

D'après  <  a  i.  y  est  l;i  somme  des  vitesses  aréolaires  des  points  du 
solide  multipliées  chacune  par  la  masse  de  L'élément  et  représentées 
chacune  par  un  vecteur  pp'  perpendiculaire  a\i  plan  de  celle  aire 
décrite  dans  Le  i em ps  dt. 

D'après  (3),  A-  est  la  force  \i\e  totale  du  corps  S  me2,  e  étant  La 
vitesse  linéaire  du  point  considéré. 

D'après  i  (i  ),  u>  regardé  comme  un  vecteur  variable  représente  un 
ellipsoïde  fixe  dans  le  corps  (  puisque  ta  est  rapporté  à  des  axes  lixes 
dans  le  corps  ).  mais  mobile  avec  lui. 

L'équation  (  <)  )  esi  un  plan  tangent  à  celle  surface.  Il  e>i  fixe  <  lu  1 1  - 
l'espace,  cary  ei  A2  sont  constants.  Le  demi-diamètre  qui  aboutit  au 
point  de  contact  ta  représente  l'axe  instantané  de  rotation. 

Le  déplacement  du  solide  peut  donc  être  représenté  (  Poinsot  |  par 
le  roulement  de  l'ellipsoïde  (6)  sur  le  plan  fixe  (9).  (  )n  remarquera 
qu'il  n  .i  été  l'ait  aucun  usage  des  moments  ou  axes  d'inertie  dans 
cette  élégante  solution  qui  est  due  à  Hamilton  (E.,  417  et  suiv.). 

On  peut  d'ailleurs  facilement  introduire  L'ellipsoïde  d'inertie,  car 

La  force  \  i\  e  est 

2T  =  2/nt>5  =  Sctxpaj   =  /<■'- 

et  le  mom€nt  d'inertie  par  rapport  à  10  est  d'après  le  n"  100 

ltù  =  1  m  T-  V  (i)0  p  5=  =^—  » 
d'où 

1  lu  =   • 

L'ellipsoïde  des  forces  vives  ou  de  Poinsot  est  doue  homothétique 
à  l'ellipsoïde  d'inertie,  le  rapport  d'homothétie  étant  h  1  n°  I  V<\  >. 
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Nous  pouvons  égalemenl  obtenir  la  seconde  représentation  <!«• 
Poinsol  au  moyen  <lu  roulemenl  <!<•  deux  cônes  l'un  sur  l'autre.  En 
effet .  I  équation  i  2  1  peul  s'écrire 

X  m  Vp  Vwp  =  7. 

Si  aous  élevons  les  deux  membres  au  carré  <i  que  11  < > u s  les  mul- 
tiplions avec  ceux  de  l'équation  1  3  1 

X  m  V2u>p  =  —  A2, 
nous  obtenons 

Ys2mVïo)p  -+-  As(Si»VpVwp)«  =  o. 

équalton  scalaire  «lu  second  degré  en  w  indépendante  «lu  module 
de  to.  Elle  représente  donc  un  cône  du  second  ordre  ayant  son  centre 
à  l'origine.  Ce  cône  est  fixe  dans  le  corps  el  mobile  avec  lui  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

En  tenant  compte  de  I  \  ),  cette  équation  devient 

o  =  y2  S  u><pu>  —  li-(  ©w )2  =  S  n  u) , 

en  posant 

n  =  72<p<'j  —  h"  oaw  : 

//  est  la  normale  au  cône  le  long  de  la  génératrice. 
D'autre  part,  nous  avons  par  1  -  1 

S  tooeo'  =  o 

OU 

S  to'o  tu  =  o. 

Doue  to'  est  perpendiculaire  à  ©w.  On  a  aussi  i  8  1 
/ 

Ç2U)'  =   C>V  WY. 

D'où 

S  (-j  o2  eu'  =  S  ça»  V  o^y  —  S  V  ojy .  5io  =  —  S  \  to  y  .  y  =  °- 

I  )onc 

S  w'cp2  to  =  o 

el  to'  perpendiculaire  à  o2o>. 

11  en  résulte  que  to'  <-si  perpendiculaire  à  //  et  que  par  conséquent 
le  cône  entraîné  parles  ;i\c>  mobiles  est  touché  par  le  cône  fixe  qui 
c-i  le  lieu  dans  l'espace  <!<•>  axes  instantanés. 

163.  Mouvement  de  la  toupie.  I  ne  toupie  est  un  solide  de  révo- 
lution qui  peut  tourner  autour  d'un  point  <!<•  son  axe.  L'étude  de  son 
mouvemenl  se  la  il  lepluscommodémentaumoj  en  des  variables  d'Euler. 


Kî:{.  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  pixe. 
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On  suppose  trois  ;i\cs  li\cs  ()./-,)',;,  et  trois  axes  mobiles  ()./  \  : 
entraînés  dans  le  mouvemenl  de  la  toupie  el  ayant  leur  origine 
commune  <'n  smi  point  de  suspension.  Désignanl  par  tp,  'l.  0  les 
angles  d'Euler  ri  />.  i/,  r  1rs  composantes  <!<•  l'axe  instantané  suivant 
les  ;i\o  mobiles,  on  obtiendra  les  expressions  <l<-  />.  >/.  r  en  fonction 
de©,  •[>.  0.  en  écrivant  que  les  <lni\  systèmes  de  roi  ai  ions  instantanées 

/>,     </,     r  autour  de         Ose,     Oy,     0~, 

a',     ')',     «1/         autour  de         O^i,     o,     O; 

sont  équivalents,  c'est-à-dire  que  l'axe  résultant  est  le  même. 

Fig.  5g, 


On  aura,  en  désignant   provisoirement  par  o,,  un  axe  unité  per- 
pendiculaire à  o  dans  le  plan  ./Or 

pi  —  <jj  -+-  /•/>  =  6'8  -t-  L  •l'  -+- 1  /:  cosO  -t-  0[  si ii  6 )  o'. 

Remplaçons  o  et  ot  par  leurs  valeurs 

o  =  t  rns'i  -4- y  siu  •!/, 
o,  =  y  cos1!/  —  /  siivi, 

et  égalons  les  coefficients  de  /.  /.  /.  nous  avons 

p  —  O'cos'L  —  ep'sinO  siu  i  . 
y  =  0'  siu  'l>  -t-  o'  siu  0  cos  i|/, 
/•  =  (L'-i-  o'cosO. 


La  force  \  i\  e  T  a,  pour  valeur  |  n"  1Gï2  > 


T  =  -  8  (o  cd  w  —  -  (A»!+  H  g  -  -t-  <  '.  /•- 1 
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La  toupie  étant  de  révolution,  on  ;i   V  =  B.  D'où 

T  =  -  A(p*  +  fl>)+  -  G/-2 

■2  1 

=  -  A(œ'*sin*6     -fl'!)+-Cr», 

D'autre  part,   la  seule  force  extérieure  à   laquelle    l;i    toupie  esl 

soumise  "étanl  la  gravité  donl  le  travail  élémentaire  esl  \l  ga  s'mlkcliï 

k(  étanl   la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  suspension), 

on  ;i 

cil  =  Mgasin%d% 

ou 

T  —  const.  —  M ga  cos6  =  Ct —  D  cos6. 


Si  nous  supposons  que  Je  mouvement  de  rotation  autour  de  1  a\i 

c  pc-t—  à— 1 1 1  ré 

dt 


«si    ires   rapide,   c'est-à-dire  —j-  grand  vis-à-vis  de  p  et   <■/•  ''  qu'on 


peut  négliger  le  produit  pq  \  is-à-A  i->  de  — ->  on  a  par  Euler  i  n°  161  i 


dt 


D'< 


dr 

L  —  =  o. 
dt 


r  z=  const.  ou         -•'./•-       C 

î 


D'où  l'équation 

(x)  o'*sin*8  —  8'*  =  Gs—  —  eus'). 

Remarquons  maintenant  que  le  moment  des  forces  extérieures 
par  rapport  à  un  axe  vertical  esl  nul  et  que  par  suite  !<•  moment 
résultanl  «les  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet  mm1  est  nul. 
Or  L'équation  de  cet  axe  passanl  par  le  point  O  est,  par  rapport  aux 
axes  mobiles, 

k  cos8  -+-  0]  sinO  =  (  —  i  sindi  -t-y  costl)  sin  0  -+-  fc  cosO  =  ra. 

Le  moment  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  cet  axe  esl 

S  7^1  m  p  V  tap  ~  S  rai  (  Api  -t-  B  qj  -+-  C  /•  /.  I 

=  S( —  t  sintl  sin  G  -+■...)(  Api  -+-..) 

=  Ap  sintl  sin 8  —  I!  <y  sin 8  cos^  —  C/1  cosO, 

ou  bien  en  remplaçant  />  et  a  par  leurs  valeurs 
(p)  A  ip'sin*8-+-  CrcosO  =  C',. 
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Soii  h0  L'angle  initia]  d'inclinaison  de  L'axe  et  soit  à  l'origine 

8'0  =  <{/'0  =  o, 
m  aura,  par  (a)  el  (S  ), 


C2=  '——  cos60,        C'2=C/-cos80. 


D'où  les  équations 


©'* sina 9 -+-  8'*  =  -~  (cos80  —  cos8), 
A 

ri    n 

ç'sin28  =  — r-(cos80—  cos8), 

équations  discutées  dans  tous  les  Traités  de  Mécanique  et  que  nous 
ne  discuterons  pas  ici.  Nous  présentons  d'ailleurs  cette  question  un 
peu  plus  loin  sous  une  forme  différente  et,  avant  d'y  arriver,  nous 
établirons  en  passant  les  équations  classiques  du  mouvemenl  d'un 
point  à  la  surface  de  la  Terre,  à  litre  <l'e\ereiee  sur  les  changements 
de  coordonnées. 


Kîi.   Mouvement  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre.        Soit  (  fig.  6o) 
M  un  poîntàla  surface  de  la  Terre,  défini  par  la  latitudeAet  l'angle  a 


^     /? 


de  son  méridien  avec  un  méridien  fixe.  Soient  Oçr^Ç  trois  axes  fixes 
dont  l'origine  est  sur  l'axe  de  la  Terre.  Il  s'agit  de  rapporter  un  poinl 
à  trois  nouveaux  axes  mobiles  de  centre  M  dirigés,  l'un  M  c  suivant  la 
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verticale  du  poinl  M.  h  l<'s  deux  autres  M  /  el  M  )■  dirigés  L'un  vers 
l'Est,  l'autre  vers  le  Nord. 

Soil    /.    /.    k    le    système    Oçr,'^.     Prenons    des    axes     intermé- 
diaires (  )x  '/,  M.  Nous  aurons  en  les  désignant  par  Oî'jk' 

i'  =  y'«  i  =  /  cos  a  —  /.  si  m  a, 

./  =  y> 

/  =  j'a  k  =  k  cos  a  -h  /  si  n  a. 

Transportons  ces  axes,  parallèlemenl  à  eux-mêmes,  en  M  el  faisons- 
les  tourner  autour  de  ()./  parallèle  à  Ox'  de  l'angle  \  égal  à  la  lati- 
tude  comptée  ici  négativement  à  cause  du  sens  de  l'axe  Ox.  On  a 
d'abord  par  rotation  des  axes  autour  <le  ().r 

/,  =  i'  =  i  cos  7.  —  /  sin  a, 

/i  =  I  cos).  —  /'si  il).  >/  =  —  /sinX  sin  a  -f-y  cos  À  —  k  sin  X  cos  a, 

/,  =  1  cos).  — ■  /sinX)/."'  =       /  sina  cosX  -- j  sin  X  -(-  /.  cos).  cos  a. 

Soil  (  )M  ==  />,  on  a  alors 

OiM  =  p(k  cosa  -4-  i  sina). 

De  sorte  que  finalement,  en  appelanl  r,  r,  3  les  coordonnées  par 
rapporl  au  nouveau  système,  on  a 

;  i  +  i\ /  -+-  Ç k  =  O M  +  ( ari,  +  yy,  -+-**,) 
ou 

J  —  ./•  cosa  -+-,(/?-+-  ^  cosX  — y  sinX)  sin  a. 

r,  =  y  cosX  -f-  J  sin  À, 

Z  =  (p  -+-  5  cosX  —  y  sin  X)  cosa  —  ;r  sin  a. 

Ce  soui  les  formules  cherchéésde  transformation  des  coordonnées. 
Il  sullit  alors  de  former  les  équations  de  Lagrange  pour  avoir  les 
équations  connues  «lu  mouvement  d'un  point.  On  a,  en  supposant 

que  la  masse  du  point  est  l  unité. 

,     /*%Y-     /*i\*    /^C\! 

Or,  on  a 

dn. 

a  =  10  f,  —r  =  w, 

<// 

el  <'n  négligeant  le  carré  de  w  qui  esi  liés  petit,  el  écrivanl  les  équa- 
tions de  I ia grange 

d   dl       dh  _ 

tli  dx'        dx 
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Oll 

on  obtient  les  équations  connues  (  I .  -    -  v-  el  —r-  =o  j 


(  — - cosa 7-sinA  )  =  \, 

\  dt  dt  l 


d*x 
dt* 

di  y  dx    .    ,        ., 

—r^-  -+-  2  0)  —r-  sm  A  =  Y, 
dt*  dt 

d-  z-  dx        ,         „ 

-7—    —  2  0)   — =-  COSA  =   /. 

Pour  leur  discussion  cf.  Traités  de  Mécanique. 

165.  Mouvement  d'un  solide.  On  peut  présenter  au  moyen  des 
propriétés  les  plus  élémentaires  du  vecteur,  les  éléments  de  la  Géo- 
métrie du  mouvement  d'un  solide  en  introduisant  simplement,  au 
lieu  îles  mouvements  absolus,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  les  vitesses 
«■I  les  accélérations  relatives  des  points  l'un  par  rapport  à  rouir»'. 
Nous  allons  donner  rapidement  quelques-uns  des  traits  essentiels  de 
cette  méthode  qui  donne  des  résultats  particulièrement  simples.  La 
question  a  été  traitée  d'une  manière  étendue  par  Jaumann  |  '  i.  Nous 
considérerons  seulement  le  cas  du  mouvement  d\\n  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque  que  nous  utiliserons  un  peu 
plus  loin.  Si  nous  avons  le  vecteur 

u  =  a  x  p, 

z  est    perpendiculaire  à   %  et    jîi,    et   nous   pouvons   tirer  de   là.    par 

division, 

■7  x  ï]       V  n\ 

a  =  ~^T  =  sp*î" 

où  t\  est  un  vecteur  quelconque.  En  effet,  si  nous  remplaçons  a  par 
cette  valeur  dans  l'expression  de  7  nous  obtenons 

-  =    7X   rl     ^    O  _    g'Tjft)  —  •',(??)    _ 

puisque  trp  =  o. 


1  ')  G.  Jaumann,  #i'e  Grundlagen  der  Bewegungslekre,  Leipzig-   190J,   p.  i55  et 
suivantes. 

L. 
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Ceci  posé,  désignons  par  z,  un  vecteur  allant  <l  un  poinl  à  un  autre 
du  solide.  Si  celui-ci  se  déplace,  zi  change  de  valeur  vectorielle.  Nous 
dirons  <[u<'  !<•  corps  <>i  solide  lorsque  !<•  produit  scalaire  <!<•  deux 
vecteurs  quelconques  reste  constanl  ou 

s,  po  —  const. 

(  )n  en  lire,  en  différentianl  pur  rapport  au  temps  el  désignant  y~w  i 
la  vitesse  relative  des  deux  extrémités  <l  un  vecteur, 

i  Eip2-f-pi£2  =  o; 

Si  \r>  droites  coïncident .  on  a 

c.'  =  const., 

c'est-à-dire  que   la    longueur   d'un  segmenl    qui   joint    «l<'ii\    points 
donnés  reste  constante.  Par  différentiation,  on  a 


La  vitesse  relative  des  extrémités  d'un  vecteur  d'un  solide  qui  se 
déplace  est  donc  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 
Si  deux  droites  a  el  p' sont  parallèles,  on  a 


où  m  esl  mi  scalar  indépendant  <lu  temps.  I)  où 

Z   =   II)  l  . 

I)eux  droites  parallèles  restent  parallèles. 

Supposons  qu'il  existe  dans  le  solide  deux  droites  donl   les  extré 
mités  a' ont  |>;is  de  vitesse  relative.  Soient  zm.  zlt  ces  deux  droites 

On  ;. 

e,»  =  ~-„  —  o. 

Soii  alors  pi  une  droite  quelconque  <ln  milieu.  ()n  a  par  <  i  i 
d'où 

E/p,„  =  O, 

et  «le  même 

Bip,,  =  0. 

Mais  t  •  1 1  ,i  aussi 

li?:  =  O. 

Donc  î,  <loii  être  perpendiculaire  à  trois  droites  <|m   ne  sont  pa 


105.    MOUVEMENT   d'0N    SOLIDE   Al  roi  II    [UN    Point    FIXE.  33çj 

coplanaires  et,  par  suite,  :,  o;  Il  suil  de  là  « 1 1 1 < -  tous  les  points  du 
milieu  ont  même  vitesse,  i  n  mouvement  de  ce  genre  esl  «lit  mouve- 
ment 'le  translation. 

Supposons  maintenant  <pi  il  \  ail  dans  le  solide  une  seule  droite 
dont  les  extrémités  n'ont  pas  de  vitesse  relative.  Soit  ou  celle  droite. 

On  ;. 

i„  =  o. 

I)  après  (  i  i  on  a  alors  pour'  une  droite  quelconque  pj  du  solide 


Le>  vitesses  relatives  sont  donc  toutes  perpendiculaires  à  z„.  c'est- 
à-dire  parallèles  à  un  même  plan.  Comme  la  vitesse  relative  est 
aussi  perpendiculaire  à  p/,  on  peut  poser  pour  un  vecteur  z,  quel- 
conque 

^1  =  W|  x  pi, 

<>ù  CD,  est  un  vecteur  inconnu.  D'où,  par  division  (cf.  plus  haut  >. 

e,  x  y. 
Pi  a 

se  étant  un  vecteur  quelconque  arbitraire.  Si  nous  introduisons  dans 

(ette  expression  mw  droite  quelconque  s,  du  milieu.  tot   prend  une 
valeur  tout  à  fait  déterminée 

(  3  )  to  =   , 

?  1  -' 

et  cette  valeur  de  w  est  en  effet  indépendante  de  î,  puisque  toutes  le> 
vitesses  :  sont  parallèles  à  un  même  plan. 

Ce  vecteur  to  s'appelle  la  vitesse  de  rotation  du  milieu.  V  cause 
de  (  i  i  on  peut  échanger  les  indices  et  écrire 

£,X   El 

tO  =    i 

'-(  }  1 

d'où  il  su it 

(4)  E|=  w  x  p,-, 

car  on  a 

10  x  pi  = Yl  3,  X  E/)  x  p/= [ei(s/P*)  —  E,(  £,  O/)]  =  E,". 

Relation  générale  cuire  des  droites  quelconques  et  leurs  vitesses 
relatives.  Et  ceci  donne  bien  la  forme  la  plus  générale  du  mouvement 


|Û 
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du  solide,  i;n  pour  déterminer  ta  il  suffil  de  connaître  une  droite  <ln 
milieu  o,.  el  la  vitesse  relative  il"'  ses  extrémités  ainsi  que  la  direc- 
tion (car  le  module  <l<-  i;  disparaîl  dans  l'expression  <!<•  to)  de  la 
vitesse  relative  d'une  autre  droite,  éléments  qu'on  pourra  toujours 
trouver  dans  un  mouvement  quelconque.  o>  étant  alors  connu,  la 
vitesse  relative  d'une  droite  quelconque  sera  déterminée  par  <  \  t. 
(  )n  \(ni  que  cette  manière  <!<■  procéder  se  rapproche  beaucoup  des 
considérations  géométriques  l<~s  i>1m>  générales  sur  le  mouvement 
il  un  solide.  (  )n  peut  mettre  le  résultai  sous  la  forme  habituelle,  car 
m  nous  désignons  maintenant  par  a  !<•  vecteur  d'un  point  par  rapport 
,i  une  origine  en  repos  absolu  et  par  iu  «•!  pfl  la  vitesse  el  !<•  vecteur 
il  un  point  particulier  du  corps,  l'équation  <  j  i  prend  la  forme 

e  =  e0  -+   V  w(p  —  p0  ), 

it  qui  est  l'expression  du  théorème  fondamental  :  le  déplacement 
infinitésimal  d' un  solide  est  la  résultante  d} une  translation  égale 
à  celle  d'un  point  quelconque  du  solide  précédée  ou  suivie  d'une 
rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point. 

La  direction  el  la  grandeur  de  cet  axe  de  rotation  sonl  indépen- 
dantes «lu  point  particulier  du  solide  que  l'on  considère. 

Les  mouvements  de  précession  el  <l«j  natation  s'expliquent  toul 
iin-^i  simplement  par  la  représentation  géométrique  en  supposant 
(jii  il  s  agisse  <l  un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d  un  de  ses 
points  invariablement  fixé!  Soil  O  I»'  point  fixe  el  m  la  vitesse  angu- 

Fig.  Ci. 


<o* 


laire  à  un  instant  donné.  La  dérivée  totale  de  u  par  rapport  au  tempi 
esl 

rflo 
M    —    J 

ttt 


el  elle  représente  V accélération  angulaire 
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C'esl  un  vecteur  dont  la  direction  donne  celle  de  la  variation  de  la 
vitesse  angulaire.  La  vitesse  angulaire  a  une  direction  constante  si 
L'accélération  a  la  direction  de  la  vitesse  angulaire  el  alors  le  corps 
tourne  autour  d'un  axé  fixe.  Supposons  au  contraire,  comme  exemple 
simple,  que  to'  soil  constamment  perpendiculaire  à  to  el  à  un  vecteur 
fixe  v.  De  ce  que  to'  esl  perpendiculaire  à  to,  il  résulte 

(oi./  =  o        ou        to'2  ==  const.; 

par  suite,  le  module  de  la  vitesse  angulaire  est  constant  el  le  corps 
tourne  autour  de  Taxe  de  rotation  avec  une  vitesse  constante. 

De  ce  que  to'  esl  perpendiculaire  à-',  vecteur  fixe  dans  l'espace, 
d  résulte 

0/  y  =  o, 
el  en  intégrant 

or-  =  const. 

Or,  le  module  de  u  étant  constant,  il  en  résulte  que  1  angle  de  <o  el 
de  v  esl  constant. 

Donc  Vaxe  de  rotation  décrit  un  cône  circulaire  autour  dey. 
G'esl  le  mouvement  dit  mouvement  de  précession.  Ce  mouvemenl 
peut  être  uniforme  ou  varié  suivant  les  cas,  niais  il  ne  change  jamais 
de  sens,  ainsi  <|ne  le  montre  la  discussion  analytique  bien  connue, 
dans  le  cas  où  r  esl  très  grand  par  rapport  à  />  et  q.  Supposons,  par 
exemple,  pour  simplifier,  que  le  mouvement  de  précession  soit  uni- 
forme. Si  nous  désignons  par  v  le  module  de  to,  le  cercle  décrit  par 
l'extrémité  de  to  a  pour  longueur  y-csins  où  q  est  le  demi-angle  au 
sommet  du  cône  de  préeession. 

Si  nous  appelons  T  la  durée  de  la  révolution,  la  vitesse  de  cette 

•    .           2itc  sino        ,,         ...        .  , 

extrémité  esl  — et  I  accélération  de  rotation  est 

2Tt    , 

(O    =   —  A  X  (o, 

on  /.  est  un  vecteur  unité  dirigé  suivanl  l'axe  du  cône  de  précession. 
Si  nous  considérons  un  cône  de  même  sommet  que  le  cône  fixe,  el 
dont  nous  supposons  très  petite  l'ouverture  'i,.  pour  simplifier,  ce 
CÔne,  supposé  entraîné  avec  le  corps,  roulera  sans  glisser  sur  le  cône 
fixe  si  nous  avons  la  relation  (  où  F»  est  le  ra\on  de  base  de  ce  petit 
cône  ) 

■2TTPSinœ    ,  „       , 
-, — '-  dt  =  <i  R  v  dt 
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ou  bien 

■>  -  si  n  a 


2 

Le  petit  pône  sera  alors  le  lieu,  dans  le  corps,  des  droites  qui 
viennenl  successivement  coïncider  avec  les  axes  de  rotation.  C'est  la 
représentation  <!<■  Poinsot  dans  un  cas  particulier-. 

166.  Lieu  des  axes  de  rotation.  Quand  un  corps  tourne  autour 
<l  un  poinl  fixe,  ainsi  que  nous  venons  de  le  considérer,  un  peul 
I  amener  il  une  position  à  une  autre  au  moyen  <l  un  opérateur  qua- 
ternionien  <!<■  la  forme 

<i  >i  p  désigne  le  vecteur  d'un  poinl  du  corps  e!  ~  -a  position  après 
la  rotation,  on  a 

L'équation  d'Hamilton  |  162  <  ±  1 1  s'écrit  alors 

SiïiVao'  =  -;. 
ou 

X  m  uVo)  or  =  y, 
ou 

X  mq  p<7~1  —  V  (>j  y  p  q~i  =  •'. 

Si  nous  développons  t\  co-7.  il  vienl 

Emq(pSpq~ J  oj  y  —  g- '  u>ç  p>  |ûr—i  =  v. 

Posons 

«1»tt  =  X  m  |  p  S  255  -  -  p-  TO  i, 

•I>  es!  une  fonction  autoconjuguée  <•!  l'on  a 

y  <1>  i  g—itaq  >>/~l  =  y 
ou 

<l>i  y-'  toy  i  =  y-1  yv  • 

Si  alors  nous  posons 

y    i  oj  y  =  ij,         y-'  •;  q  =  T. 

l'équation  d'Hamilton  prend  la  forme  très  simple 

*ïi  =  r. 
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On  voit  facilemenl  ce  que  représentent  les  nouveaux  vecteurs  r\  et  Z. 

car  on  n 

ui  =  qiiq-i,         *(  =  qZ,q    ', 

ce  (lui  montre  que  7)  est  le  vecteur  dans  la  position  initiale  du  corps 
qui  an  temps  /  devient  l'axe  instantané  de  rotation. 

S'il  n'\  a  pas  de  forces  agissantes  v  est  constant  et  Ç  esl  la  position 
du  vecteur  qui  au  temps  /  devienl  perpendiculaire  au  plan  invariable 
i  voir,  à  ce  s".j<'i.  Tait,  Traité  élémentaire  des  qtiaternions, 
n°383). 


CHAPITRE   XV. 

NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLASTICITÉ. 


1()7.  Définitions  (').  Nous  considérons  dans  ce  qui  suit  un  sys- 
tème de  points  matériels  très  rapprochés  et  soumis  à  des  forces 
d'attraction  ou  autres  intérieures  qui  s'exercent  d'un  point  sur  un 
autre.  Soii  \  un  point  intérieur  à  ce  système,  el  imaginons  que  nous 
menions  par  le  point  A  un  plan  quelconque  qui  divise  le  milieu  en 
deux  parties  I  S.)  et  (B)  {fig-  62  ». 

Considérons  dans  le  plan  P  un  petit  élément  de  surface  d<û  autour 
du  point  \.  el  considérons  toutes  les  actions  des  points  de  (B)  sur 
r.ii \  île  1  \  i  dont  la  direction  traverse  cho.  Si  nous  composons  ces 
actions  comme  si  1B1  était  un  solide  invariable,  nous  admettrons 
qu'elles  oui  une  résultante  unique  R  appliquée  au  centre  de  gravité 
de  dut. 

Cette  résultante  R  s'appelle  tension  élémentaire  au  point  A  sur  la 
lace  de  l'élément  contiguë  à  (   \  1. 

Fig.  62. 


(B) 


Si  la  tension  est  dirigée  vers  ,  B  1  «m  rappelle  pression.  Si  elle  esl 


(')  Cf.  Détails  complémentaires  dans  Sarrau.  Aulion  sur  la  théorie  de  l'élasti- 
cité (Gauthier-Villars,  1889).  —  Mutasse,  Mécanique  physique  (Delagrave).  —  Mar- 
colongo,  Mécanique  rationnelle  (Milan,  igo5). 
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dans  le  plan  (P)  on  <lii  que  la  tension  esl  tangentielle.  Le  vecteur 

\\_  _  , 

qui  esl  la  limite  du  rapport  -r-  quand  do)  tend  vers  zéro,  s'appelle  la 

tension  au  point  \  sur  l'élémenl  donl  la  normale  esl  //.  Cette  tension 
est  une  fonction  de  la  position  du  point  V.  <lc  la  direction  du  plan,  et 
flic  peut  être  aussi  fonction  du  temps.  Nous  indiquerons  en  indice  la 
normale  au  plan  considéré,  de  sorte  que  .si  ttt  est  une  tension,  rn„  indi- 
querait une  tension  sur  un  plan  dont  la  normale  est  // . 

1()<S.    Hypothèses  admises.  Nous  admettons  les  hypothèses  sui- 

vantes  : 

I.  La  tension  élémentaire  en  un  point  est  une  fonction  continue 
et  différentiable  du  point   d'application.  Elle  est  de  plus  univoque. 

II.  Les  tensions  intérieures  suivent  le  principe  de  l'action  et  de  la 
réaction,  c'est-à-dire  que  si  s  est  la  tension  au  point  A  lorsque  1  on 
considère  les  actions  de  (B>  sur  (A),  la  tension  en  ce  même  temps 
est  e,  c'est-à-dire  égale  et  de  sens  opposé,  lorsque  l'on  considère  les 
actions  de  i    V  )  sur  (  B  ). 

III.  Si  l'on  fait  dans  le  corps  une  section  (plane  ou  autre  )  et  qu  on 
enlève  l'une  des  portions  du  corps-,  limitée  par  cette  section,  l'équi- 
libre sera  rétabli  en  appliquant  aux  différents  points  de  la  section  des 
forces  égales  aux  tensions  élémentaires  en  ces  points. 

169.  Théorème  fondamental  de  Cauchy.  —  Ceci  posé,  nous  allons 
démontrer  qu'en  admettant  les  hypothèses  précédentes,  la  tension  en 
un  point,  est  une  fonction  auloconjuguée  de  la  normale  unité  n 
au  plan  de  l'élément  pour  laquelle  elle  est  considérée  |  ou,  en  d'autres 
termes,  un  tenseur)  (d'après  Marcolongo). 

Nous  allons  pour  cela  exprimer  les  conditions  d'équilibre  d  un 
tétraèdre  infiniment  petit  découpé  dans  le  milieu  considère. 

Nous  supposons  que  ce  milieu  soumis  à  l'action  de  certaines  forces 

intérieures  et  de  forces  superficielles  a  atteint  un  état  d  équilibre. 
\imis  admettons  que  cet  équilibre  ne  sera  pas  troublé  si  nous  rendons 
le  corps  rigide.  Soil  alors  ()  un  point  intérieur  au  corps  que  nous 
prenons  comme  origine  d'un  système  d'axes  /.  /.  /.  rectangulaires. 
Coupons  ces  axes  par  un  plan  \B('<  tel  que  le  tétraèdre  0\U<-  sort 
tout  entier  intérieur  au  milieu  i  VBC  pouvant  d'ailleurs  être  une  por- 


;  [6  ciui'inu:  w  . 

lion  de  sa  surface),  el  soit  //  la  normale  unité  au  plan  VBC  intérieure 
,111  tétraèdre.  Soil  M  un  point  quelconque  «lu  pian  \\M\  appartenanl 
a  un  élémenl  <h.  el  M,.  ML>.  M:1  I<-n  projections  <lu  point  M  sur  l<-v 
plan-  li()(l.  GOA,    \()lici  dvf,  *iaç,  d<r3  celles  de  d?  sur  ces  mêmes 


plans.  Désignons  par  P^  la  tension  au  poinl  M,  P^-,  P'-,  P'k  les  tensions 
;hi\  points  M,.  M,,  M3.  Soit,  d'autre  part,  awd\  la  force  directement 
appliquée  à  un  élément  de  volume  d\  dont  la  densité  est  q. 

Le  tétraèdre,  avant  pris  son  état  d'équilibre,  restera  en  équilibre  si 
uous  le  supposons  rigide.  Nous  écrivons  donc  la  première  équation 
d  équilibre  sous  la  forme 

jP'„d-^    I  P;^t,-4-    fp'jdai+    !  P'Arf«r3-t-   fqrsd\T  =  o. 

Soient  a.  3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  n.  On  a 

d?\  =  —  a  di,         dz-i  =  —  Ji  di,         dz$  =  —  ■;  ^t 

à  cause  de  la  direction  intérieure  de  //.  D'autre  pari,  en  vertu  delà 
continuité,  si  nous  désignons  respectivement  par  P„  l\.  P/,  P#,  les 
tensions  au  poinl  ()  sur  un  plan  mené  par  (•<•  poinl  parallèlement  à 
VH(.  el  sur  les  plans  BOC,  etc.,  nous  pouvons  écrire 


P'„ 


oP  1» '•  —  P   - ■■?}'- 


Si  nous  désignons  par  (y  l'aire  du  triangle    \l><.  l'équation  >\r  l'équi- 
libre <li'\  ient  alors 

P„—  aPt—  pPj      vl', 

t--    /\oP„      «8P,—  p8P/—  Y8P*)rf<n--    fqvtdV=?. 
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La  fonction  I'  étanl  continue  i  hypothèse  i,  il  esl  facile  de  \ « > i r-  que 
l.i  seconde  ligne  e^i  nulle.  Par  exemple,  on  ;i 

/  'jPnd-j       I   rood  8Pra  fis i  ;jL0    /   d-     ;jl0~. 

ul0  étanl  le  maximum  du  module  de  ol' '  n.  Or  'xQ  ;i  (unir  I  uni  le  zéro.  On 
a  donc  finalement 

l'^aP^pPy+vP/, 

Or  a,  j.  •'  stmi  les  composantes  du  vecteur  unité  n.  P„  l'y.  Pa  sonl 
îles  fonctions  indépendantes  de  n.  mais  dépendant  <lu  point  O.  Il  en 
résulte  que  I',,  esl  une  fonction  linéaire  de  //. 

L'équation  «les  moments  va  nous  montrer  que  cette  fond  ion  esl 
autoconj u.guèe.  Remarquons  d'abord  qu'on  a 

x  =  —  S  /'«,         3  =  —  Sy'n,         7  =  —  S  £n , 

de  sorte  que  Pn  peul  s'écrire  soiis  forme  de  dyadique 

(i)  P«=— (Pi»  +  P//".-»-P**)n, 

P,-,  P/,  Pa  représentent  les  valeurs  que  prend  Pn  lorsque  la  normale 
coïncide  successivement  avec  les  axes  i ,  j\  /, . 

170.  Équations  indéfinies  de  l'équilibre.  Avant  décrire  l'équa- 
tion des  moments,  écrivons  d'abord  l'équation  d'équilibre  d'un 
volume  \  dont  la  surface  est  S  et  que  nous  supposons  séparé  du 
corps  et  rendu  rigide  après  qu'il  a  pris  s'a  position  d'équilibre. 

Cette  première  équation  esl  évidemment,  d'après  ce  qui  précède, 


/   qw  dV  -+-    I    P„  dv  =  o, 


ce  qui  peul  s'écrire  (cf.  loi). 


f( 


0Pi       dPj       aPA    _, 

-     OXB-+- 1 H )  dV  =  o. 

*  dx         dy  ôz 


Mais  le  volume  \   étant  quelconque,  on  à  donc  l'équation 

,    s  àP,        ôPj        dPk 

'  dx         dy  As 

première  équation  d'équilibre. 

Écrivons  maintenant  l'équation  îles  moments.  Soit  a  le  vecteur  d'un 
point  variable  intérieur  au  volume  \    ou  situé  sur  la  surface  S.  On 
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aura  I  éaual  mu 


jp  V  q  m  (IX  -4-  f\  p  P„  ch  =  o. 

Transformons  le  second  terme  d'après  Le  procédé  du  n°  154.  iNous 
avons,  en  appliquanl  le  résultai  de  l'Exercice  II  I  L54), 

L'équation  des  moments  devient  donc 

yv?(,-  ^_...)rfv-/v(*ft+... 


)  dV  =  o. 


Le  premier  terme  <->i  nul  |  première  équation  d'équilibre).  D'autre 
part,  d\   étanl  quelconque,  oh  a 

(3)  y(iPi-t-jPj-hkP/,)  =  o, 

ce  qui  exprime  J  109,  <  \  )  |  que  Pn  es£  m/*  tenseur. 

Il   en  résulte  d'après  une  propriété  connue  <lu   tenseur,  à  savoir 

<|u  on  ;i.  quels  que  soient  les  vecteurs  z  et  o\ 

SpÇS    =    Sff'ip, 

qu'en  appelant   I',,.,,   la  projection  sur  le  vecteur  unité  //'  «le  lu   ten- 
sion V„  sur  le  plan  dont  la  normale  est  /?,  on  a 

'i-  Pn,n-=Pn;n. 

Les  équations  (i.)  el  (4)  expriment  vectoriellement  le  théorème 
fondamental  de  Cauchy  ( 1 8 ■>. -  i.  L'équation  |  i  I  exprime  que  les 
six  composantes  tangentielles  des  tensions  sur  des  plans  perpendicu- 
laires à  Ox,  ())-,  Oz.  ces  composantes  étanl  respectivement  paral- 
lèles à  ()./,  (  )  f.  i)  z,  se  réduisent  à  trois. 

L'usage  ;.  fait  admettre  les  Dotations  suivantes.  On  désigne  par  Ni, 
\2.   \:1  les  composantes  normales  sur  des  plans  perpendiculaires  à  Or. 

T,,  To,  T3  les  composantes  tangentielles  sur  des  plans  perpendicu- 
laire à  (  )./  .  (  )  r,  Oz  el  l'on  a  le  Tableau  suivanl  : 

Composa n les  parallèles  à 

Ox.  Oy.  Oz. 

Sur  un  plan  normal  à  Ox Ni  T3  T2 

Sur  un  plan  normal  à  O  y T3  N2  T, 

Sur  un  plan  normal  à  O- ...        Ts  T\  N 
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(  )n  a  donc  pour  P/,  l'y.  1'/»  les  valeurs  suivantes  : 

(  P/    =  T,«-+-TI/-+-N,*. 

Surface  des  tensions.  —  l'osons 

»n  =_(p/l--|_  Pyy-i-  P/,A)n. 

La  tension  normale  en  un  point  sur  un  plan  dont  la  normale  esl  // 

sera 

P/i,»i  =  —  «I  IV  -4-  Pyy -+■  P/,£)«  =  S  «cm. 

Portons  sur  la  normale  au  plan  et  dans  sa  direction  une  longueur 
égale  à  i  :  y/mod.  PÂ.  „.  Nous  obtenons  ainsi   une   surface  du  second 

ordre. 

S  pcpp  =  i . 

Cette  surface  s'appelle  surface  des  tensions.  La  composition  de  la 
fonction  cp  est  donnée  par  (5).  Nous  savons  qu'il  y  a  toujours  au 
moins  trois  directions  cpie  l'opération  ne  modifie  pas.  Dans  ces  con- 
ditions, //  étant  normal  à  un  plan,  1'  est  normal  à  ce  même  plan.  Il  y 
a  donc  en  chaque  point  trois  plans  rectangulaires  au  moins  sur 
lesquels  la  tension  est  normale.  Ces  plans  sont  appelés  plans  prin- 
cipaux pour  le  point  considéré,  et  les  tensions  exercées  sur  ces 
plans  tensions  principales. 

Le  cône  asymptote  de  la  surface  des  tensions,  ou 

S  p©p  =  o 

esi  l'enveloppe  des  plans  sur  lesquels  la  tension  normale  est  nulle. 
Il  peul  être  réel  ou  imaginaire  suivant  la  forme  de  la  fonction  es. 

Ellipsoïde  de  Lamé  (i833).  —  On  obtienl  un  autre  quadrique 
qui  est  toujours  un  ellipsoïde,  en  portant  sur  chacune  des  directions 
autour  du  point  O  du  corps,  une  longueur  égale  à  la  valeur  de  la 
tension  suivant  cette  direction.  En  effet,  de  l'équation 


on  tire 

n  =cp-«P„ 

et   par  suite 

To-»P<I=  i. 

équation  qui   représente   un   ellipsoïde.   On   l'appelle    ellipsoïde   de 
Lamé. 


3">o 
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Les  axes  de  cet  el/i/tsoïde  ont  même  direction  que  ceux  de  la 
surface  des  tensions.  Cela  résulte  que,  suivanl  ces  directions,  on  a 

P/i  =  8* 

et,  par  suite,  d'après  L'équation  d'Hamilton  i  10(3  —  Il  i, 

m  ©— 1  =  m,  —  ni-,  o  +  tp2, 

mi  ;i  dans  ces  directions 

m  cp-i  P„  =  (  /«i  ^  —  m2 <Tf  ■+-  Ar!  )  " , 
c'est-à-dire  un  vecteur  parallèle  ;'i  //. 

171.  Déplacement  général  d'un  système  de  points.  —  Nous  consi- 
dérons dans  ce  qui  suil  un  système  de  points  infiniment  rapprochés 
cl  <[iii  se  déplacenl  de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  ne  res- 
tent pas  invariables  comme  on  en  fait  l'hypothèse  dans  le  cas  des 
corps  dits  rigides.  Nous  supposons  que  le  déplacement  ?  d'un  point 
soit  une  fonction  continue  et  monodrome  des  coordonnées  de  ce 
point  et  que  les  déplacements  soient  très  petits. 

Soit  M  un  de  ces  points  i  fis.  (\\  )  et  n  son  déplacement.  Le  point  M 

vienl  en  M'  et   un   point   P  voisin  du  point  M  el  dont  la  position  est 

• 

Fis.   6'.. 


déterminée  par  le  vecteur  P  M  =  <o,  vienl  lui-même  en  I".  Le 
déplacemenl  de  I'  sera,  d'après  l'hypothèse  admise  de  la  conti- 
nuité i  l()<S  i  : 

P'— P  =7'  =  n  —  ita  Vit. 

el  on  aura 

I''  —  M         <■>'  =  —  t  -+•  to       -'  =  ta  -+-(<*'  —  s  U 
on   Lien 


(I) 


to'  =  w    —  i  «>  V  i  - , 
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<.)'  est  donc  une  fonction  linéaire  de  co.  Par  suite,  une  surface  (P), 
lieu  d'un  poinl  I'  autour  du  point  M,  rosir  du  même  degré  après  le 
déplacement.  I  n  plan  reste  un  plan,  une  droite  reste  une  droite, 
une  sphère  dei  ienl  un  ellipsoïde. 

Nous  supposerons  que  les  déplacements  sont  tels  que  les  diffé- 
rences 8to  =  <«>'  (>j  restent  liés  petites  par  rapport  à  to  et  nous  les 
traiterons  comme  des  différentielles. 

i 7t2 .  Décomposition  d'un  déplacement.  —   Posons  (c?  n'étant   plus 

le  même  que  celui  du  11"  170  ) 

—  (  tu  V  )  a  =  ©  to. 

Nous  pouvons  écrire  (  10  i  i  : 

1  »\  f  / 

7    =H (  O  —  ©    )  bi  -+-    -  (  CS   -:-  '^     I  «J. 

a     '        '  2     ' 

Le  déplacement  <t*  du  point  P  se  compose  donc  de  trois  parties  : 

i°  l  ne  translation  tr  égale  à  celle  du  point  \l. 

■>."  f//ie  rotation  -  (cp  o ')  w  =  ^^  sco  autour  d'un  axe  passant  par 
le  point  M. 

3°  Un  déplacement -( 's  \-  es'  )  to  =  cl  co  où  <!/  est  une  fonction 
linéaire  autoconjuguée,  que  nous  pouvons  représenter  comme  il  suit. 

Considérons  les  surfaces  homothétiques  ayant  leur  centre  en  M 

Sp<|*p  =  h- 

La  surface  passant  au  point  I*  sera  déterminée  par  Stotbio  =  /*.  Le 
plan  tangent  à  cette  surface  en  P  est  (  112) 

Sp'J/io  =  A. 

•%),  c'est-à-dire  le  déplacement,  est  donc  normal  à  la  surface  qui 
passe  par  ce  point.  Soit  d  la  grandeur  de  ce  déplacement  et  p  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  M  sur  le  plan  langent,  on  a  en  valeur 

absolue  i  '  ) 

h  ...  // 

/>  =  — ,         cl  ou         d  =  -  • 
<7  /> 

On  voit  donc  que  le  déplacement    total   se  compose  d'une  traiisla- 


<  '  )  Car  en  posant  ^w  =  v  le  point  p/tl  est  dans  le  plan  langent  au  point  v  et  on  a 
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limi.    d'une    rotation    autour   d'un    axe   el    d'une    déformation. 

La  translation  est  déterminée  par  t. 

La  rotation  <^i  déterminée  par  £  [rotation  élémentaire). 

La  déformation  «'si  déterminée  par  les  six  éléments  <ln  tenseur  y 
[déformations  élémentaires).  I  ne  déformation  ty  du  genre  de  celle 
qui  a  lieu  ici  s'appelle  une  déformation  pure  (pure  strain  i. 

Les  éléments  importants  de  la  déformation  ><>m  la  dilatation  li- 
néaire  <■!  1rs  glissements  élémentaires. 

La  dilatation  linéaire  est  Je  rapport  de  l'accroissement  d'une 
petite  longueur  autour  du  poinl  M  à  la  longueur  primitiye;  on  a 

i-  =  —  (a-,  r  8/"  =  —  u>  oto  =  —  {•izio. 

car 

ooj  =  :•>'  —  ta  =  —  (10  V)(T  =  ew, 

ou  bien,  en  appelant  a  la  dilatation  linéaire 

or 
a  =  —  =  —  oj0c5io0. 
/•  ' 

Quand  Ja  direction  iu0  coïncide  successivement  avec  lés  axes  i.j.  R, 
les  vraleurs  correspondantes  des  dilatations  linéaires  sonl  : 

r/l  =   —  Î-Z,i,  ((*=   — ./?/>  rt3  =   —  /i"'~/\ 

on  en  déduit  f  puisque  o /=  —  i  /Y  )  t  = — >  etc.  1 

1  l  '  O.r  ] 

-  I  ■  "'         ■  ''•>         ,  àv\ 
\    o.r       J   ôy  OzJ 

La  dilatation  angulaire  est  la  variation  o\  de  l'angle  formé  pai 
deux  directions  avant  et  après  déforma  (ion.  Soient  1',  et  P2  deux 
points  voisins  de  M.  <  >u  a,  en  désignant  par  /•,  el  r>  !<•>  dislances  MI', 
el   M  l'o  el  par  \    leur  angle  : 

;y2COsV-    —  b>|Ci)<, 

d'où,  par  différential ion, 

cosV  o(/"i/'t)  —  J"i  /■»  sin  V  oV  =    —  <o,  o(o_.      coj  ou>i. 

Supposons  S   —   ',  mi  aura  : 

/)  r»  o\   —   u>i  ou*-!-  u)j  oui. 

En  particulier,  si  nous  considérons  le  parallélipipède  élémentaire 
dont  les  arêtes  sonl  parallèles  à  «,  y,  k,  nous  aurons  pour  /  et  y,  par 


oie 
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=  / 


ci  par  suite 


OU),  OtOî 

—  =—  (iV)j,         — -  =  —  (yV)j, 


o\   =  —  ii  j  V  i  7  — y'i  /  V  i7. 


On  désigne  par  2 6,  :->./>;,.  :>. /y:i  les  diminutions  des  angles  primitive- 
menl  droits  de  ce  parallélipipède  el  on  les  appelle  glissements  <:/c- 
mentaires.  (  )n  a  alors 

2  &.;  —  S  [  ii  y'  V  1 7  +y'(iV)5|, 

•2/>)  =  srya-V)7  +  /l</  v»7]. 

2Ô2=  S[/,(/V)7  -/i7,Vi7|. 
On  \  oit  que  si  l'on  pose 

7   =  .S-,  /'  -+-  S-,/   -+-  .V3Z, 

on  a 

.    ds:i        ils,  ds\        ds3  '>.v,        d*i 

dy  Oz  Oz  O.r  O.r         Oy 

où  5|,  s'o.  .v:t  sont  les  composantes  de  o-  suivant  les  axes  /.  /.  k.  Si 
nous  portons  dans  chaque  direction  autour  i\\\  point  M  une  longueur 
égale  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  du  module  de  la  dilatation  dans 
la  direction  considérée,  nous  aurons  z  =  ——=  ui,,  d'où  to0~  '  \  —  '' 
cl  nous  obtenons  donc  la  surface 

S  uiao)  =       i . 

qu'on  appelle  surface  des  dilatations.  S'il  v  a  dilatation  en  tous 
sens  autour  du  point  M,  la  surface  est  un  ellipsoïde.  S'il  y  a  dilata- 
tion dans  certaines  directions  et  condensations  dans  d'autres,  elle  est 
formée  de  deux:  hypcrboloïdes  conjugues. 

On  sait  qu'il  existe  trois  directions  formant  un  triplel  trirectan- 
gulaire  qui  reste  triangulaire  par  la  transformation.  En  prenant,  en 
effet,  les  axes  de  la  surface  de  dilatation  comme  axes  /.  /.  /. .  on  a 

bx  =  l>i  =  b3  =  o. 

Les  dilatations  dan>  ces  directions  sont  appelées  dilatations  princi- 
pales. 

173.  Dilatation  cubique.  —  La  déformation  change  le  volume  d'un 

L. 
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élémenl  autour  <lu  poinl  \l.  Le  rapport  de  l'accroissement  de  ce 
volume  à  ^a  valeur  primitive  s'appelle  la  dilatation  cubique.  I  n 
volume  quelconque  autour  «lu  poinl  M  étanl  décomposable  en  tétraè- 
dres ;i\.nii  ce  |>i»ini  pour  sommet,  il  suffîl  d'évaluer  In  dilatation 
cubique  pour  le  tel  raèdre. 

Soienl  I',.  \\,  I',.  trois  points  voisins.  <  )n  a 

^  =  —  Soji  w.>('j.. 
(.  . 


V  =  —  —  S  (a>|  -+■  ou>i  II  oi;  —  ou)]  I 1  (1)3  —  8to  ,  .  : 
6 


d'où 


ou  uien 

S 10 

b  W|  iJJt  W3 

el  ci  imme  a  est  un  tenseu  r 

8  V 

où  m 2  esl  un  invariant  de  la  cubique  en  rz. 

Ce  rapport  ne  dépend  pas  de  l'orientation  du  tétraèdre.  Le  résultai 
est  donc  le  même  pour  un  volume  quelconque  autour  de  M.  On  a 
donc 

-—  —///,—  iiiv  z  —  </;  —  a*  —  a?1. 

Non-  désignerons  suivant  cette  quantité  par  ').  ou  bien 

0=  ^—  =dh  t. 

Remarque.  On  remarquera  que,  dans  ce  qui  précède,  nous 
n'avons  f ail  intervenir  que  la  notion  de  continuité  de  la  déformation 
et  que,  par  conséquent,  les  résultats  obtenus  s'appliquent  toul  aussi 
bien  aux  fluides  qu'aux  solides.  Pour  appliquer  ces  résultats  aux 
fluides  <■!  en  particulier  à  l'hydraulique,  il  suffit  <l  introduire  i.i  pres- 
sion p  en  un  poinl  au  lieu  de  la  pression  I'  sur  un  plan  et  de  tenir 
compte  du  fait  expérimental  que,  pour  un  liquide  dépourvu  de  frot- 
tement  et  <lc  viscosité,  la  pression  p  esl  toujours  normale  au  plan  sur 
lequel  elle  s'exerce  et  que  sa  grandeur  esl  indépendante  de  I  orienta- 
tion de  ce  plan.  (  )n  trouve  alors  que,  l'équation  d'équilibre  étanl 
satisfaite,  l'équation  des  moments  devient   une  identité,  de  sorte  qu  il 
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n  v  ii  plus  pour  l'équilibre  qu'une  seule  équation  i  vectorielle  équiva- 
lente à   !  équations  scalars  i  i  voir  n"  1<S2  t. 

17i.  Relations  entre  les  tensions  et  les  déformations  (•).  — L'hypo- 
Lhèse  fondamentale  de  ta  théorie  de  l'élasticité  consiste  à  admettre 
que  les  actions  mutuelles  de  deux  points  matériels  cessent  d'être  sen- 
sibles dès  que  la  distance  de  ces  points  dépasse  une  /imite  très 
petite  ci  que  ces  .niions  sont  indépendantes  du  temps. 

Il  en  résulte  que  !;i  tension  sur  un  plan  en  un  point  M,  après  le 
déplacement  de  ce  point,  dépend  uniquement  de  la  déformation  subie 
par  les  |)i»inis  d'un  domaine  très  petit  autour  du  point  M,  c'est-à-dire 
•  les  valeurs  «les  a  et  des  h  an  point  M.  Les  (N,  T)  sont  donc  des 
fonctions  des  a  et  A<->  h.  et  nous  supposerons  que  nous  pouvons 
réduire  leur  développement  en  série  de  Macïaurin  aux  termes  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  que  les  (N,  T)  sont  des  fonctions  homo- 
gènes et  linéaires  des  («•  /,  >  en  supposant  que  le  corps  parle  de 
I  état  naturel,  c'est-à-dire  de  celui  où  il  n'existe  aucune  tension. 

On  a  donc  ainsi  i(i  coefficients  qui  dépendent  de  la  constitution 
du  système  et,  par  suite,  des  coordonnées  x,  j,  ^.  Nous  supposais 
le  corps  homogène  et  isotrope.  Les  coefficients  sont  alors  constants 
et  leur  nombre  se  réduit  par  les  considérations  suivantes.  Posons 

(  X)  j   N  =  ?(a»»  a^  a^  hU  *>2,  b-i), 

(   T  ~  ^(di,  a 2,  «g,  bi,  b2,  03). 

ô  et  (tétant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes.  Le  principe  de  la 
réduction  du  nombre  des  coefficients  dû  à  Lamé  i  i856)  (Leçons 
sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité  des  solides)  est  le  sui- 
vant i  voir  Sarrau,  loe.  rit.  \. 

Supposons  <pie  nous  opérions    nu   changement   d'axes   de   c - 

données  et  que  le  système  présente  dans  son  état  naturel  la  même 
disposition  par  rapport  aux  deiiN  systèmes  d'axes  S  et  S'.  Dans  |<- 
deuxième  système,  les  (N,  T)  sont  devenus  |  Y.  T'-)  et  les  \a.  In  sont 
sont  devenues  (a',  b').  Il  est  clair,  d'après  les  hypothèses  admises, 
que  les  expressions  des  (N',  T')  au  moyen  des  («',  b')  seront  les 
mêmes  que  celles  des  i  \,  T;  au  moyen  des  («,  b).  Nous  exprime- 
rons donc  (N',  T')  au   moyen  des  (N,  T)  par  les  formules  des  chan- 


(')  Voir  Sarrau,  Leçons  de  Mécanique  à  l'École  Polytechnique  (1884-1880) 
ou  la  brochure  déjà  citée  -lu  même  auteur  (G.-V.,  1889).  Voir  aussi  Bor.\ssF.  Méca- 
nique physique,  p.  22  <i  suivantes. 
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gements  de  coordonnées  el  nous  remplacerons  dans  les  formules  ainsi 
obtenues  les  (a,  l>\  par  leurs  expressions  en  fonction  des  (a'  b  . 
Nous  obtiendrons  ainsi  des  valeurs  qui,  en  supprimant  les  accents, 
doivent  nous  donner  les  mêmes  expressions  que  les  |  V  T  |  en  fonc- 
tion îles  i  a,   h  |. 

Par  exemple,  supposons  qu'il  existe  un  plan  de  symétrie  passant 
par  le  point  M  à  l'étal  naturel.  Prenons  la  normale  à  ce  plan  comme 
axe  OX,  ei  soienl  O^  et  OZ  deux  axes  dans  le  plan.  Si  nous  chan- 
geons l'axe  OX  «le  direction,  les  propriétés  du  corps  étant  symétri- 
ques par  rapport  au  plan,  on  a  (voir  tableau  n°  170) 

N',  =Ni,        N'2=N2,  N^  =  N3, 

t;=t,,      t;=-t«,      t3=-t3. 

Cela  résulterait  des  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

(  )n  a  de  même 

e/i  =  a'M  a>—a'.,,  rf:t=a'3, 

6,  =  b\,         0-2=  —  b  ',,         b.i  =  —  b'A. 

Les  relations  linéaires  i  V  |  doivent  donc  rester  le>  mêmes  quand  on 
change  à  la  fois  les  signes  de  T2,  J  :!,  ù2,  b3.  11  en  résulte  que  les  \ 
ne  doivent  pas  contenir  b2,  fV,  et  que  T2  et  T:1  ne  doivent  contenir 

que  b2  et  b:i  ou  bien 

N|,2,l=  tpi,2,3(«l,    «2-    «.1,    M- 

T,,,=  4;,,,(6„  b,}. 

Il  reste  ainsi  20  coefficients. 

En  procédant  d'une  manière  analogue  et  en  supposant  trois  plans 
de  symétrie  le  nombre  des  coefficients  se  réduit  à  douze. 

Enfin,  en  supposant  le  corps  homogène  et  isotrope,  ce  qui  exige 
que  les  valeurs!  \)  ne  dépendent  pas  de  la  direction  particulière 
choisie  par  les  axes  de  coordonnées  et  se  transforment  en  elles-mêmes 
par  un  changement  d'axes  rectangulaires  quelconques,  on  arrive,  au 
moyen  de  calculs  que  nous  ne  développerons  pas  el  que  le  lecteur 
trouvera  dans  la  brochure  de  Sarrau  déjà  citée,  à  réduire  le  nombre 
des  coefficients  à  deux  et  à  mettre  les  (N,  T)  sous  la  forme 


N,  =  XO  -h  j;ju/,, 

T,  =  2fA&,, 

N2  =  XO  -+-  2(1«2, 

Tj  =  •?.  a 62, 

N3  =  XO  -+-  2  art.-,. 

'ls=   2fJLÔ3j 

(H) 

X  el  u.  s'appellenl  les  paramètres  de  Lamé. 
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Si  nous  remplaçons  dans  ces  formules  les  <a.ln  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  déplacements  (  172  ».  nous  obtenons 

N,  =  A6  +  2fx— ,         l1=;,(_^_j, 
N.-WH-^*!,        Ts=,x(£i  +  ^), 

F     v            -  , .                    ^«3                rp                /<kj      .      àst\ 
N_3  =  a6  +  2|X  — -  }  T3  =  fX  ( h  -T-  )  , 

avec 

î  =  si«  +  *>y  4-  53/.-. 

En  désignant  encore  par  q  la  densité,  on  pose  souvent 

=  12^,  —  =  (tj-. 

Les   quantités  Q2  et  w2,  qui  sont  toujours  positives  s'appellenl   alors 
constantes  d '  isotropie. 

17o.  Tension  sur  un  plan  quelconque.        La  tension  \\  sur  un  plan 
normal  à  i  est  donnée  par  l'expression 

?i=  ^,t  +  T3y+TsAr, 

ou  bien,  en  remplaçant  N/,  T3,  T2  par  leurs  valeurs. 

/.„  dsy\  .  ( ds-i        dsi\   .  /dsi         ds3\  . 

P/  =  (,6  +  ,.x  -  )<  +  ;.(-  -4-  ^jy  +  ;,(-  +  -  )  k 

'   \    Ox       J  dx  Ox  J       '    |y  \0y        Ox  J  \0z 

t  p  i  P,-  =  X8  *'  —  2  ;jl (  i  V )  7  —  y.  V  ;'  rot  7. 


d*3 


Aliiis  /  étant  une  direction  quelconque,   on  peut  remplacer  i  par  n 
et  Ton  a,  en  remplaçant  en  même  temps  H  par  sa  valeur  div  t 

(  i  )  P  =  X n  diva  —  ■>.  ;j. (  n  V )  7  -f-  u  V  «  rot  7. 

Telle  est  la  tension  sur  un  plan  dont  la  normale  est  n.  lorsque 
le  déplacement  7  est  nue  fonction  connue. 

Ce  sera  un  exercice  utile  «le  retrouver  cette  formule  en  partant  de 

L'expression 

P  =  _  (  IV  +  P,/-4-  PAk)n, 

remplaçant  P,.  l'y,  P*  par  leurs  valeurs  el  faisant  l'addition  des  termes 
semblables. 
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Oïl  peul  aussi  ('•crirc  [129  (3  I  | 

(a)  V(n<r)  =  («  V)<r  —  V  «rotor, 

de  sorte  que  l'expression  (  i  )  prend  l;i  forme 

(2)  P  =  \n  divff  —  \t.i  n  V)g  —  ;jl  V|  n  7  1. 

Cherchons  la  composante  normale  e.1  la  composante  tangentielle 

de  la  tension.  (  )n  a 

N  =  — /i(Pn), 
d'où  par  (  1  ) 

(3)  N  =  À  n  diva  -+■  2  [in  S  «  1  n  Y  ;  7. 

Cette    valeur    se    déduil    d'ailleurs    immédiatement   de  l'expression 
de  \|  dans  P/.  En  tenant  compte  de  1  y.  1.  on  peut  aussi  écrire 

(4)  N  =  X/idivtr-r-  2(u«S  n  Y(7i7  ;. 

(  )n  a  ensuite 

T  =  P  —  N  =  u.\n  rot  7  —  2jx<  «  V)  j  —  2fi«Sra  V(na), 

on  bien,  en  remarquant  que  //  est  une  constante  relativement  à  V 

(5)  T  =  ix\nrol7—>:x(n\)\n\r^n. 

Si  nous  remplaçons  la  notation    conventionnelle  (  «V  1   par  la  nota- 
lion  effective s—"»  nous  obtenons  donc  les  formules  suivantes  : 

an 

drs  ,r 

I  '  =  A  n  di v  7  -f-  2  «  -1 ui  V  n  rot  7 

a/i 

^       1  •  d-j 

=  À  n  div  a  -+-  a  -; a  Y I  «  t)  , 

«/« 

N  =  X  n  di  v  a  —  2  u  «  S  n  — — 
a// 


=  X/i  diva  -f-  2  ;j./i  Sn  V(«a), 
dn 


T  =  jl  V  n  ro  15  +  211  -y-  —  2  ;jl  n  S  «  V 1  71  «r) 
'  an 

rf    v     v 

=  ;j.  \  n  rot  7-4-2  (/.  -y-  \  /!  \  7  n, 


/j  doit  \  être  regardé  comme  un  vecteur  constant,  car  //  indique  la 
direction  de  la  normale  au  plan  déterminé  sur  lequel  on  cherche  la 
tension. 

Ces  équations  supposent  que  l'on  connaît  le  déplacement  <r.  C  est 
en  effet  de  cette  manière  que  Ton  opère  dans  les  applications  de  la 


17li.    .NOTIONS   si  R    l.A   THÉORIE    DE    L'ÉLASTICITÉ.  55g 

théorie  de  l'élasticité,  faute  de  pouvoir  procéder  autrement,  les  équa- 
tions auxquelles  on  parvienl  présentant  dans  leur  généralité  des 
difficultés  d'intégration  insurmontables.  On  suppose  alors  que  les 
forces  appliquées  au  corps  produisent  une  certaine  déformation,  dont 
la  forme  est  suggérée  par  les  résultats  d'expérience  obtenus  dans  le 
«as  de  déformations  très  petites,  e[  L'on  cherche  à  satisfaire  ;ni\  équa- 
tions de  l'équilibre.  Nous  donnons  ci-après  des  exemples  de  cette 
manière  de  procéder. 

176.  Équation  de   l'équilibre  et  du  mouvement  intérieur  pour  les 

corps  isotropes.        La  fonction  I',  qui  représente  la  tension,  satisfait 

à  l'équation  i  170  i 

d?i  ;  dPj      dï>A  _ 

àx         dy  dz 

et    si  le   système   se   déforme    ou    \ibre,   on  doit   ajouter  aux   forces 
appliquées  les  forces  d'inertie       r/— •  On  a  donc  l'équation 

dV,        dPj        dV,,  _      d*a 

dx  ~'~  ~~dy         ~dz        'Jw  ~  rl  dt->  " 

Pour  exprimer  celle  équation  en  l'onction  des  déplacements,  rem- 
plaçons-! les  |»  par  leurs  valeurs  [17o  (/>)],  en  tenant  compte  de 
l'équation 


Il  \  uni 


,   /  .  dU  .  àU        ,    e>8 

\    dx        ■  '  dy  dz 


.fà*sx  à2s.2  à2s3  \        .  (  d-sx  à2s-,         d2s3  N< 


hM. 


\dxî     '    dx  dy        dx  ôz  ]      J  \dxdy        ày-        dy  oz 

,    d2s,  à'2  s-,  d2 

-+-  A- 


—  )1 
dx  dz        ày  dz         dz-  /  J 

ou  bien  (nous  recommandons  au  lecteur  de  faire  le  calcul  complet  i 
i  I  i  (À  -+-  n)  V0  —  {xV2ct  —  qm  =  q  -r- , 


dt2 


i  m  )  ou  a 


\àx-        ày2        oz'-  J 


L'équation  <li   est    Vëquation   indéfinie  applicable  à  tous  les  points 
Au  système. 
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Mais,  en  général,  des  efforts  extérieurs  agissant  sur  le  système  aux 
Limites  du  corps,  il  en  résulte  de  nouvelles  équations  qui  doivenl 
être  satisfaites  à  l;i  surface  el  que  l'on  appelle  équations  définies  ou 
à  la  sur/ace.  Ces  équations  s'obtiennent  en  écrivant  que,  pour  un 
élément  plan  à  la  surface  l'effet  extérieur  qui  s'exerce  en  »<■  point  ;i 
la  même  grandeur  et  la  même  direction  que  la  tension  correspon- 
dante. 

Soienl  pour  un  point  de  l;i  surface  limite  F  l'effort  extérieurpar 
unité  de  surface,  //  la  normale  unité  extérieure,  P  =  N  -f-  T  la  ten- 
sion. (  )n  aura 

\  -+-  T  =  F, 

ou  F  est  une  fonction  connue  de  a?,  r.  r.  On  en  déduira  une  fonction 
i  qui  doit  aussi,  dans  toute  l'étendue  du  corps,  satisfaire  aux  équa- 
i  ions  indéfinies. 

Dans  le  cas  «le  l'équilibre,  s-  est  indépendant  du  temps.  Si  nous 
supposons  de  plus  que  les  forces  à  la  surface  sont  seules  agissantes, 
m  =  o  et  uous  ;i\ ons 

■  li  i  (X  -4-  p.)  VO  —  \y  V*o  =  o  (*). 

On  ;i  alors  à  trouver  une  fonction  ?  satisfaisant  à  cette  équation 
différentielle  et  également  aux  conditions  à  la  surface.  On  sait  par  la 
théorie  analytique  que  la  solution  de  ce  problème,  si  elle  existe,  est 
unique.  Si  nous  trouvons  une  solution  par  un  procédé  quelconque, 
ce  sera  donc  la  solution  du  problème. 

En  particulier,  si  les  déplacements  dérivent  d'un  potentiel,  c'est-à- 
dire  si  l'on  a  <r=  V«,  il  vient 

0  =  êïxa  =  <li\  Vh  =  —  Y2  ti. 
(  )r  on  a 

X-  7  —  rot2  V»  —  V  <lîv  Vu  —  —  V  diva; 
d'où 

(  À  -r  fi )  V  d i v <r  -f-  [x  V  di v  o  =  <  >  ; 
i  est-à-i I ire  que  si 

À  -i-  a  ;j.  j4  o, 
on  a 

V  (Jiv  a  =  o         on  di\  s  =  const. 

L'équation  de  l'équilibre  (intérieur)  exprime  donc  simplement 
dans  ce  cas  que  fa  dilatation  cubique  est  constante. 

Wec    lès    Dotations   de    la    unir    n°    174    et   en   remplaçant    V-   par  >;■  valeur 
rot'  —  V  di\ ,  cette  équation  s'écril  S22  V  di\  ~  —  i-r  rot- s  =  o. 
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Nous  allons  maintenani  donner  quelques  exemples  simples  «le 
l'application  des  principes  qui  précèdent.  Jl  ne  faul  pas  oublier 
d'ailleurs  que  les  résultats  que  uous  allons  obtenir  ae  s'appliquenl 
qu'à  <lcs  déformations  très  petites,  car  la  théorie  <|ii«'  nous  avons 
établie  suppose" essentiellement  que  cette  condition  est  remplie. 

Exemples  d'équilibre. 

177.  Compression  normale  et  uniforme.         Considérons  un  solide 

soumis  à  sa  surface  à  une  compression  F  par  unité  de  surface.  On  a, 

à  la  surface, 

—  F  =  T+  Y 

Essayons  de  représenter  les  déplacements  par  l'équation 

g  =  -  a  p, 

l'origine  étant  fixe.  Celle  expression  signifie  que  la  contraction 
linéaire  est  proportionnelle  à  la  longueur  :  l'équation  indéfinie  (I() 
est  alors  satisfaite.  On  a 

0  =  div  i  =  —  3«. 

Les  équations  (H)  (173)  donnent  alors  pour  les  \  la  valeur  com- 
mune —  (3X+2M.)  a  et  pour  les  T  la  valeur  zéro.  On  doit  donc 

avoir 

F 

a  =  — i 

J  A  -H  •).  [X 

ce  qui  détermine  la  constante  a. 

La  quantité  — — — —  s'appelle  module  de  compression. 

178.  Extension  longitudinale  d'un  prisme.  Nous  considérons 
nu  solide  prismatique  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  Hz,  et  nous 
supposons  que  ce  prisme  soit  soumis  à  une  traction  F  parallèle  au\ 
arêtes  sur  chacune  des  bases.  L'expérience  montrant  qu'un  solide 
prismatique  soumis  ainsi  à  l'extension  subit  à  la  fois  un  allongement 
parallèle  aux  fibres  et   une  contraction   transversale,   suggère  la 

solution 

<:  =  op  =  <  ait  ■+-  ajj  —  ckk)p, 
ou  bien 

.s-!  =  —  a x,         a-2  =  —  ay,         s3  =  c  z. 
Nous  allons  voir  que  celte  solution  vérifie,  en  effet,  les  équations 
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d'équilibre.  L'équation  indéfinie  (I4)  est  satisfaite  (V0  =  o,V2o,  =  o). 
De  plus  les  T  sonl  uuls  el  les  \  sont  constants  (  Il  >. 

N  ,  =  Nj  =  (c  —  2a)À  —  2 a  ;jl, 
>>:j  =  (c  —  2«)À  -f-  ».  c  ;j.. 

(  )n  satisfera  donc  aux  équations  en  prenant 

X  À 

c  =  — ! —  F,         a  =  -  r^- —  F  . 

3  À  -f-  2  ;jl  2    J  /.  -t-  2  [X 

Le  rapport 


C  /  X 

—  —  2  (  I  -î-  Ç 

a  \         A 

représente  le   rapport   de  l'allongement    à    la    contraction    transver- 
sale i  '  i. 

179.  Équilibre  d'une  couche  sphérique.  On  considère  un  solide 
homogène  et  isotrope  limité  par  deux  sphères  concentriques  et 
soumis  sur  chacune  des  surfaces  sphériques  à  une  pression  normale 
et  uniforme.  On  se  propose  de  déterminer  l'état  d'équilibre. 

II  ot  clair  que,  par  raison  de  symétrie,  il  j  a  lieu  de  supposer 
qu'un  point  M  (\n  solide  se  déplacera  suivant  le  rayon  qui  le  joint  au 
centre  de  la  sphère  et  que  le  déplacement  sera  le  même  pour  tous  les 
points  qui  se  trouvent  sur  une  sphère  concentrique  aux  surfaces 
limites.  (  )n  est  donc  amené  à  poser 

ff  =  po/(r)  =/(r)Vr  =  vf/(r)«fr         (121-4), 

-  dépendant  ainsi  d'un  potentiel,  il  suffit  d'exprimer  que  la  dilatation 
cubique  est  constante,  ou  bien 

0  =  div«r=  div/(r)V>=/(r)divY/  —  Vrv/(/-)         (127-6) 
ou 

l'iir  Mille,  c  étant  u  ne  constante. 

r        dr 


(  '  )  Ce  rapport  s'appelle  coefficient  de  Poisson. 
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qui  ;i  pour  Intégrale  générale 

/ 


3(J'J 


b 

cr  -, :  ■ 


Il  l'iini  maintenant  déterminer  b  e1  c  de  manière  à  satisfaire  aux 
équations  an x  limites.  Les  tensions  sont  nulles  sur  une  surface  sphé- 
rique  concentrique  à  L'origine,  car  <>n  a  (I/o)  rot  7  o,  \  c/*  =  o. 
Par  suite,  \,.  Na,  \:!  sonl  les  tensions  principales. 

Nous  avons  à  calculer  \  sur  les  sphères  extérieure  el  intérieure  et 
à  exprimer  qu'elles  sonl  égales  à  P0  el  l\  :  or  on  a  i  P) 

\       Xn  div*  -+-  2fx/iSft  v"(na)         avec         n  =  f>o 

=  3X»c  -+-  2  finSp,,  V[p0—  po/"')J  =  3cà/j  —  2  \i.nj" (r  | 

=  n  I  3 Àc  -     2  a    c 7  I     • 

<  )n  ;i  donc  les  deux  équations 

î  b  Lt 

i  3  /.  -4-  2  u  i  c ^-  =  -F», 

'"ô 

(3X  +  2ii  c-  ^— C  =  —  P, 
rj 

qui  déterminent  le  problème. 

180.   Équilibre   d'une   couche    cylindrique.  Nous    considérons 

maintenant  un  solide  homogène  el  isotrope  limité  par  deux  cylindres 
de  révolution  coaxiaux  el  par  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes. 
Nous  supposons  que  le  solide  esl  soumis  sur  chacune  des  bases  à 
une  traction  normale  et  uniforme  parallèle  aux  génératrices  el  sur 
chacune  des  uappes  <\  lindriques  à  une  pression  normale  et  uniforme. 

Le  déplacement  d'un  point  M  du  solide  aura  évidemment  lieu  par 
raison  de  symétrie  dans  un  plan  axial.  Nous  pouvons  le  décomposer 
en  deux  autres,  l'un  suivant  le  rayon  de  la  section  droite  qui  passe 
par  ce  point,  l'autre  suivanl  la  parallèle  à  la  génératrice.  Nous  allons 
montrer  cpie  l'on  peut  satisfaire  aux  conditions  du  problème  en  sup- 
posant que  la  première  composante  ne  dépend  que  de  r  et  que  la 

seconde  ne  dépend  <|ue  de  c.  c'est-à-dire  l'ordonnée  du  point  Al 
parallèlement  aux  génératrices. 

Soient  donc  /  (r)  et  cz  les  composantes  (scalaires)  du  déplace- 
ment <r  suivanl  le  rayon  de  la  section  droite  et  suivanl  la  génératrice. 
Ces  composantes  dérivent  d'un  potentiel 


k  =//(•#•)*■-+-■  i 


cz"-, 
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.1  par  suite  <r  dérive  d'un  potentiel  et  il  suffiï  d'exprimer  que  div'o 
csi  constante.  (  )n  ;i 

f(r). 

7  =  —L-^-  {ix  +jy)-T-czk. 

Remarquant  que 

«I i v t\r  =  <liv yj  =  <li\  kz  =  i, 

dm  a 

0  =  div<j=/'(r)-f-i~'/(r)-*-e-; 

on  posera  donc 

/'(r)  +  r-i/(r)+-c  =  aa; 

d'où  par  l'intégrale  générale 

f(r)  =  ar+  - 
et  par  conséquent 

Il  faut  maintenant  exprimer  les  conditions  aux  limites.  On  peu  ! 
écrire 

en    désignant    par  ra0  le    vecteur    unité   radial   suivant    le   rayon  du 
cylindre. 

Pour  les  nappes,  on  a  alors  n  =  to0  et  par  [175,  I  P)],  en  appelant  I' 
la  pression  sur  le  cylindre, 

—  P  =  À  ( 2  a  —  c ;  —  >.  \j.  S  Tjj0  V/(  /•), 

ou  bien,  puisque  Vr  =  td0, 

—  p  =  X(2a-i-c)  +  2  ,u/'  (  /•)  ; 

d'où  les  équations 

—  P,  =  \(-xa  -fcj+  2'j.a—  ?.\j.i\'xb  nappe  extérieure, 

—  P,  =  X("2«  -\-  c)-t-  2;jir/  —  i\x.br^  nappe  intérieure. 

Pour  les  hases,  on  a  n  =  k.  D'où  /iff=       es  el  V( //?')  =  --  c/. . 
<  )n  a  alors,  puisque  F  csi  une  traction, 

F  =X(îa  +  c)  +  2  fie. 
Ces  trois  équations  déterminent  a.  h.  c. 

181.  Équilibre  de  torsion  d'un  cylindre.  Étanl  donné  un  cylindre 
de  révolution  autour  de  OZ,  nous  supposons  <|u<'  mi  base  «^i  hxe 
dans  le   plan  îles  ./">'  et   nous  considérons   la   déformation   suivante 


181.    NOTIONS   SI  II    l.\    THÉORIE    DE    L'ÉLASTICITÉ.  36  ~> 

(  torsion  i.  L'axe  OZ  du  cylindre  reste  rectiligne  el  une  tranche  hori- 
zontale il  h  cylindre  tourne  autour  de  son  centre  sans  que  son  altitude 
change,  d'un  angle  ïï  proportionnel  à  la  distance  de  celle  tranche  à 
la  hase  fixe.  Nous  désignerons  par  II  le  rayon  du  cylindre,  |>;ir  ™0  "" 
vecteur  unité  radial  perpendiculaire  à  Taxe  el  nous  poserons 

cp=  th. 

t  étanl  une  constante. 

La  déformation  étanl  ainsi  donnée  nous  allons  chercher  les  forces 
moléculaires  qui  en  résultent.  C'esl  le  problème  inverse  des  pré- 
cédents. Il  peul  toujours  se  résoudre  car  il  n'exige  que  des  différen- 
tiations  (à  condition  bien  entendu  qu'il  n'y  ail  |>as  de  conditions 
surabondantes  ou  contradictoires).  Prenons  comme  axes  trois  axes 
rectangulaires,  OZ  étanl  dirigé  suivanl  l'axe  du  cylindre,  et  le 
plan  \()Z  passant  par  la  position  initiale  du  point  M  avant  la  défor- 
mation {fig.  65).  L'axe  (H   sera  perpendiculaire  aux  deux  premiers 

Fi-.  65. 


CM 


dans  la  direction  habituelle.  I)  après  I  hypothèse,  le  déplacement  -7  du 
point  AI  est  situe  dans  le  plan  i'WJ1,  el  l'on  a 

<..\1  ■+-  a  =  /.?/c70  =  (cosœ  4-  /«•  sin 'j  )/-ttt0. 

Mais  ©étanl  supposé  très  petit,  on  posera  coss  — i,  sino  =  es  el 
par  suite 

7  =  lrli\  Ato„. 


Soit  p  le  vecteur  du  poinl  M.  On  a 
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cl  par  suite 

7  =  thVfrp. 
(  )n  en  déduit  d'abord 

diva       /  dh  |  h  \  kp  i  =  ah  div  Vkp  -  S  VA  \  /,  ;  i. 

Mais  on  ;i 

VA  =  A         et         divVAp  =  SA  rotp  =  o: 
(I  où 

0  =  diva  =  o. 

La  déformation  a  lieu  sans  changement  de  volume. 

Calculons  la  tension  sur  un  plan  quelconque  au  point  M.  <  ):i  ;i  <  I*  i 

F  =  /.  n  di\ -7  —  ■>.  a  — il \  n  rot  7 

'    an        ' 

ou  bien,  puisque  diva  =  o, 

•  >  d9  « 

1     =   2  U  — : rr   '1  V  /*  l'Ot  CT. 

'    an 
11  1  m ii t  donc  calculer  roi  t.  (  )n  ;i 

l-^-  =  volh\kp  =  h  rotV/rp  —  V  VA  \  /.  a 

=  /i  f  A  div  p  —  (  k  V)p]  -  -  N'  A  N'  A p  [  n"  127,  (7)], 


car  on  a  VA  =  Vz  =  /«.  D'autre  part  divo  =•>  cl  (  /.  V)p  =       A. 
On  trou\  e  donc 

rot  7  =  ithk  —  tû->. 
où  1  on  pose 

m  —  rcTfl  =  /'t. 

Calculons  alors  I'  en  prenant  successivement  pour  n  les  vecteurs  t, 

/.  /..  On  a 

rfa  ,  dp 

-7-  =  thVk  V-  =  /A/. 

<-/./•  (te 

\  /  rot  7  —  —  j.t/i/. 
d'où 

IV  =0. 

Lc->  tensions  sur  des  plans  perpendiculaires  au  rayon  CM  -uni  donc 
nulles  et  il  u' existe  que  des  tensions  tangentielles. 
Calculons  >\r  même  P;  et  1'/,.  On  à 

—  —  th\  A  — -  =  —  /A'         et         \  /  roi  7       -2////  -+-  //A 
dy  oy  ■' 

et  pur  suite 

Py=  11///.. 
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(  )n  aura  de  même 

-=/\/,s    h  th  Yk  -J-  =  tri 

dz  '  Je  J 

cl 

\  /.  rot!T  =  —  //•Y/l77Tu=  —  //;/; 
(I  où 

fk=ptrj. 

Il  en  résulte  que  la  tension  est  tangentielle.  Elle  esl  représentée 
pour  une  direction  quelconque  n  parla  fonction  binôme  (n°  l(M)i  : 

P  =  —  \Ltr{kj  -*-jk)n. 
La  surface  des  dilatai ions 

S  n  cp  n  =  ±  t 

devienl  ici  <  ou  du  moins  une  surface  hombthétique) 

S(a?i  —  j'y  —  kz)(kj  -hjk)(xi -h yj  -+-  kz)  =  ±  r, 

mi  bien 

,    i 

^  =  -~ 

ci  se  réduil  à  deux  hyperboles  équilatères  situées  dans  le  plan  perpen- 
diculaire au  i;i\ on  \ ecteur. 

Quand  on  fait  varier  n  de  toutes  les  manières  possibles  autour  du 
point  M.  en  posant, 

n  =  xi  --  yj  -+-  -X         avec         ï  n  =  i , 

On  obtient 

P  =  <j./ri  '  ky  —  j  z). 

On  voil  que  cette  équation  représente  un  cercle  auquel  se  réduil 
l'ellipsoïde  des  tensions.  Ce  cercle  est  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  /cl  l'on  reconnaît  que  I*  est  symétrique  de  la  direction  t.r.y)  par 
rapport  à  la  diagonale  des  axes  y  À".  Suivant  celte  diagonale  (et  suivant 
celle  qui  lui  e^i  perpendiculaire)  P  coïncide  donc  en  direction  avec  n . 
<  )n  obtient  ainsi  les  directions  principales.  Ceci  concorde  avec  ce 
que  nous  venons  «le  voir  pour  la  surface  des  dilatations,  car  les 
directions  principales  doivent  être  les  axes  des  hyperboles  équilatères 
que  nous  m\ ons  i rou\ ées. 

Le    tableau  des  tensions  est  donc  le  sinxaiil   : 

Sur  un  plan  perpendiculaire  à  Or <>  o  o 

>)  »  à   Oy o  0  [J.  (  r 

»  à  O; .      0  [i.lr  0 

Il  esl  à  remarquer  que  la  tension  ne  dépend  pas  de  h. 


'.liS  |  HAPITRE   XV. 

Déterminons  maintenanl  le  couple  qui  doil  faire  équilibre  au* 
tensions  intérieures.  Nous  cherchons  pour  cela  le  moment  «lu  couple 
des  tensions  intérieures  par  rapporl  à  l  axe  «lu  cylindre.  La  seule 
force  intervenanl  esl  la  composante  'j./r  parallèle  à  Dy- 

La  force  it.tr  appliquée  au  petit  élément  de  volume  /•  <hz  dr  //:■ 
donne 

■j.  Ir  d\    =    j.tr-  dr  dz.  dz 

cl  son  moment  a  pour  valeu  r 

m  =  a//-'  dr  do  dz. 

La  somme  des  moments,  pour  tous  les  éléments  compris  dans  une 
petite  couronne  circulaire  de  hauteur  <•/-.  nous  donne 

/»!  =  i-\j.  //:f  dr  dz 

et  pour  lit  couche  entière  <ln  cylindre  de  hauteur  dz 

„r  _ 

y\=>.-'j.tdz    I      )■  di  =  -  -xt  dzK\ 

lî  restant  le  rayon  du  cylindre.  Le  momeni  total  pour  le  cylindre  est 

alor- 

C=  -  \i.thK*  —  \j.t\. 

I  étant  le  momeni  <l  inertie  ilu  cylindre  par  rapporl  à  I  axe.  (.  e^i  le 
couple  qu'il  faudra  appliquer  à  l'extrémité  «lu  cylindre  par  exemple 
ici  en  sens  inverse)  pour  obtenir  la  déformation  indiquée. 

182.   Application  aux  fluides.  Les  équations  de  1  équilibre  et 

du  mouvement  que  nous  avons  trouvées  précédemment  s'appliquent 
>an->  modification  à  un  fluide  supposé  pourvu  de  viscosité ^  <!<■  surir 
que  la  pression  en  un  poinl  n'esl  plus  indépendante  de  la  direction 
du  plan  sur  lequel  elle  -  c\mf.  Si  nous  désignons  par  c  la  densité 
du  fluide,  par  c?d\  la  force  directement  appliquée  à  l'élémenl  «le 
volume  t/\  .  par  btw  la  pression  en  un  poinl  sur  un  élément  de  surface 
dont  la  normale  esi  //.  ei  par  z  la  vitesse  au  point  considéré,  I  équation 
ou  mouvement  «lu  n"  l7o,  devient  ici 

dl  (ITT,  ,.  (>7V>i  ÔTBZ 

dl  J    '      Oj-  oy  oz 

el  I  équation  des  moments  i  n"  1()7  i 

(a)  N     irr,  r  —  Jtt,,  —  km. ,  =  0 
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qui  donne  de  la  même  manière 

(  3)  xsnn  =  nr„'tt, 

(•([liai ion  caractéristique  d'un  tenseur  <  théorème  de  Cauchy ). 

Mais  si  nous  supposons  que  le  liquide  ou  le  fluide  est  dénué  de 
frollenx ni  el  si  nous  admettons  dans  ces  conditions  comme  un  lait 
d'expérience  que  la  pression  en  un  point  est  indépendante  de  l'orien- 
talion  du  plan  sur  lequel  elle  s'exerce,  nous  pourrons  parler  de  la 
nression  en  un  point  et  nous  la  désignerons  par  p  en  la  rapportant 
à  l'unité  de  surface.  Cette  pression  esl  proportionnelle  à  la  surface  de 
l'élémenl  qui  lui  est  soumis  cl  dirigée  vers  l'intérieur  de  la  surface  à 
laquelle  appartient  cet  élément.  C'est  un  vecteur. 

Supposons  d'abord  le  fluide  en  repos.  On  a  e  =  o.  D'autre  part  en 
supposant  que  la  normale  unité  n  est  dirigée  vers  l'intérieur  d'un 
volume  découpé  dans  le  lluide,  on  a 

"  TO.r=  —  J/>,         xsy=  — j'p,        T7J-  =  —  kp 

et  par  conséquent  l'équation  d'équilibre  devient 

(4)  a—  -Vp  =  o. 

L'équation  des  moments  est  identiquement  satisfaite,  de  sorte  que 
les  équations  de  l'équilibré  hydrostatique  se  réduisent  à  la  seule 
équation  i  \  i. 

Si  les  forces  appliquées  admettent  un  potentiel  (cas  de  la  pesan- 
teur), on  a  7  =  V//  et  l'équation  devient 

dp  —  r  dit  =  o. 

Pour  un  lluide  pesant,  par  exemple,  l'axe  des  ;  étant  suppose  ver- 
tical el  dirigé  vers  le  haut,  on  a  u  =  a  z,  d'où  l'équation 

p=p0-  cgz. 

183.  Équations  du  mouvement.  —  Dans  le  cas  d'un  lluide  en  mou- 
vement, nous  aurons  l'équation  <l  équilibre 

ds  I 

el   l'équation  des   moments  est    identique,   en   supposonl   encore   un 
fluide  sans  frottement . 

Si   nous  désignons    par//,  c,  te   les   trois  composantes   de   la   vitesse 
L.  24 
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suivant  les  axes,  et  X,  Y,  Z  celles  de  la  force  appliquée,    l'équa- 
tion (1)  traduite  en  cartésien  s'écrit 

du  du  du  du       ..        \    dp 

dt  dx  dy  dz  C  dr 

et  deux  autres  analogues.  Ce  sont  les  équations  d'Euler. 

L'équation  (1)  ne  suffit  pas  à  déterminer  le  problème  car  elle  équi- 
vaut à  trois  équations  scalars,  et  nous  avons  quatre  inconnues  qui  sont 
les  composantes  de  la  vitesse  et  la  pression  p.  11  est  donc  nécessaire 
d'ajouter  une  équation  scalar  supplémentaire  pour  remplacer  l'équa- 
tion dtjs  moments.  Cette  condition  supplémentaire  s'exprime  par  une 
équation  dite  équation  de  continuité,  et  qui  exprime  le  changement 
de  masse  ou  de  densité  qui  se  produit  en  un  point  déterminé.  Pour 
le  volume  dV,  il  est  donné  pendant  le  temps  dt  par  c/V  —  dt  et  il 
doit  être  égal  à  la  variation  de  la  quantité  de  fluide  contenue  dans  cet 
élément  de  volume,  c'est-à-dire  à  la  différence  entre  le  fluide  qui 
entre  et  celui  qui  sort  du  volume  d\ .  Celle-ci  est  donnée  par 

JCE/i«fS  =    /  div ced\. 
s  -v 

On  a  donc  l'équation 

de 

(  2  )  h  n  1  v  c  e  =  o. 

ut 

Cette  équation  prend  une  autre  forme  en  introduisant  la   dérivée 

ôc 
totale  de  c  par  rapport  au  temps  au   lieu  de  la  dérivée  partielle  — . 

On  a  (n0^129) 

<!<'        de        ,    ~  de  _  de         ..  ,.       .    „  .,„    ,„ ... 

—  = (iV)c  = eVc  = hdivce  —  edive     n°  \±t,  (0)J 

dt        dt  dt  dt  n 

et,  par  suite,  l'équation  (2)  devient 

de  ,. 

(3,  2-+Cd.ve  =  o. 

De   même,   en  introduisant  dans  (1)  la   dérivée   partielle  —,  on   a 

x    '  '  dt 

par  |n°  12W,  (6)], 

(A)  Ve2  —  V  £  rot  £  =  t Vp. 

V4/  dt        2  c     r 

On  sait  d'ailleurs  [n°  132,  (2)]  qu'on  a 

rots  =  -».<i), 
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t.)  étanl  la  vitesse  angulaire  instantanée  de  rotation  du  fluide  regardé' 

comme  un  solide  tournant  autour  d'un  axe  instantané  passant  par 
l'origine  et  z  étant  la  vitesse  d'un  poinl  du  solide  (ou  du  fluide).  Si 
l'on  a  rote  =  o,  il  n'y  a  pas  rotation  et  les  particules  du  fluide  ne 
tourbillonnent  pas  <  n"  \'A"2  i.  Ce  fait  a  lieu  en  particulier  lorsque  t  est 
le  gradient  d'une  certaine  fonction  scalar  II,  car  on  a  rotVa  =o.  On 
dit  alors,  d'après  Helmholtz,  qu'il  existe  un  potentiel  des  vitesses. 

Cherchons  l'expression  de  —  dans  l'hypothèse  d'un  fluide  incom- 
pressible, c'est-à-dire  c  =  const.  L'équation  (4)  devient  alors 


Y  s.  rot  s  —  7  =  V     -  p  -\ —  tl  ) , 

Ot  \cr        i      j 


Opérons  par  rot.    Le   deuxième   membre   s'annule  et    il  vient   en 
remarquant  que 

di         d  àiii 

rot —  =  —  rote  =  2  —  » 
dt        dt  dt 

</co 

2  — : 2  roi  Y  £to  =  rot  7. 

dt 

Mais  on  a  [n"  127,  (3)], 

rot  Vécu  =  îdivwH-(£V)co  —  (u>  V)e  —  wdive. 

Le  fluide  étant  incompressible,  on  a  divç  =  o  [par  (3)|.  D'autre  part, 

i   .. 
ilivfo  =  -  «il v  rul£  =  o. 

2 

L'équation  devient  donc 

cito  _  _  I 

;eV)o)  +  IimV)î  =  -  roi  j. 

Ot  '  '  2 

ii  i  ^^      r\*     - 

La  somme  des  deux  premiers  termes  est  égale  a  —t-»  u  ou 

dix)  _s  i 

— -  =  -iwv    eh roi  a. 

dt  '  2 

Si  les  forces  directement  appliquées  admettent  un  potentiel,  on  a 


et  l'équation  se  réduit  à  la  suivante  : 

,  .  dm  — 

_=-(C,.Y.£. 


\->.  CHAPITRE    W 


On   voit    que  si    à    un  momenl   Momie    on  ;i   w  =  o,  w  reste  nul 
dt 


puisque  -     =  o.  On  en  déduit  Le 


Théorème   d'Helmhnltz.  Dans    un    liquide    sans    frottement 

soumis  à  «les  forces  naturelles,  une  molécule  qui  n'a  pas  de  mouve- 
ment tourbillonnaire  au  débul  du  mouvement  n'en  acquiert  pas.  Au 
contraire,  une  molécule  tourbillonnante  ne  perd  jamais  son  caractère 
tourbillonnaire. 

I8i.   Mouvement  stationnaire.  —  Lorsque  la  vitesse  en  un  point 
d'un  fluide  a  une  valeur  constante  (comme  module)  et  une  direc- 
tion indépendante  du  temps  on  dit  que  le  mouvement  est  station- 
naire. On  a  alors  —  =  o. 
dt 

Dans  ce  cas,  il  y  a  e\  idemment  un  potentiel  des  vitesses  car  rote  =  o 
et  si  les  forces  appliquées  sont  les  forces  naturelles  elles  admettent  un 
potentiel  V  de  sorte  que  l'équation  (4)  s'écrit 

e2  p 

hV  +  -  =  const., 

■i  c 

v  étant  le  module  de  la  vitesse. 

Si  la  force  agissante  se  réduit  à  la  pesanteur,  onaV=:^;et  alors 

p*  P 

h;  +  -=  const., 

ig  gc 

ce  qui  est  nue  forme  du  théorème  de  Bernoulli. 

185.  Exercices.  —  I.  En  appelant  cisaillement  simple  une  défor- 
mation dans  laquelle  le  déplacement  d'un  point  est  parallèle  à  un 
vecteur  donné  et  proportionnel  à  la  distance  du  point  à  un  plan 
donné  (a[3),  former  la  dyadique  qui  exprime  ce  cisaillement  quand 
on  l'emploie  comme  pré/acteur  (')  (Gibbs,  V.  A.,  n°  156).  On 
trouve 

.   «a'+pp'-t-cPY'     ou     1+cpY'    (c/.  n°109). 

II.  En  appelant  cisaillement  complexe  une  déformation  dans 
laquelle  le  mouvement  parallèle  à  y.  est  proportionnel  à  la  distance 
du  point  au  plan  (<xy)  et  le  mouvement   parallèle  à  bfi-\-cy.  est  pro- 


(')  Gibbs  distingue    le    cas   où    la    dyadique   sp   esi  employée   comme  préf acteur 
(c'est-à-dire  dans  le  produit  tpp)  du  cas  où  elle  est  employée  comme  postfacleur  (p?). 
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portionnel  à  la  distance  <lu  poinl  au  plan  (aj3),  trouver  la  dyadique 
qui  exprime  celle  déformation  quand  on  l'emploie  comme  préfacteur 
(Gibbs,  V.    L,  n"  157). 

On  trouve 

I  -+-6(a£'-H  PY')  +  caï'- 

111.  Equilibre  du  parallélipipède  élémentaire.  -  On  retrouve 
né-  facilement  les  équations  (2)  et  (3)  du  n°  167  en  cherchant  les 
conditions  d'équilibre  du  parallélipipède  élémentaire.  Considérons 
un  poinl  M  par  lequel  nous  faisons  passer  trois  axes  rectangu- 
laires i,  y,  k. 

La  tension  sur  la  face  PQRS  est  alors 

\  i  h —  a  — —  )  oc. 

1         OX  J 

La  tension  sur  la  face  P  ORS'  est 


p        l      dPt\ 

V i a  I  oc, 

1       ôx 


et  la  somme  pour  les  deux  faces 

ôl>,        dPi 

abc  =  — ■  ov. 

ôx         ôx 

En  opérant  de  même  pour  les  deux  autres  paires  de  faces,  on  voit 

Kig.  6G. 
A* 


que  la  Minime  des  tensions  sur  les  deux  faces  est 


(dIi 

\   ô.r 


ôy  ôz 


CHAPITBB    W.    —    I8S.    NOTIONS    Sl'H    LA    THÉORIE    OK    I.  ÉLASTICITÉ. 

En  ajoutant  la  force  extérieure  </r^d\  .  on  ;i  donc  la  première  équa- 
tion d'équilibre 

'  tir  dy  àz 

i  Le  signe  est  changé  parce  que  uous  avons  pris  ici  les  normales exté- 
i  ieun 

Appliquons  maintenant  l'équation  des  moments.  Le  moment  de  la 
foret-  appliqué  au  point  M   est  par  rapporl  au  point  M 


i  1    ox  ) 


ci  pour  l'aut  re  face 


dont  la  somme  est 


\   -aiiVj — 

■2        '  2    or  I 


bc 


On  a  donc  pour  le  moment  total 

V  (  i  P,  +  /  Vj  -+-  k  Pk  )  d\  =  o  ; 
d'où  l'équation 

V(iPi-+-jPj-hkPk)  =  o. 

Nous  avons  préféré  établir  ces  équations  an  moyen  du  tétraèdre, 
bien  que  le  procédé  --<ui  un  peu  moins  simple,  parce  qu'on  ne  peut 
p;is  en  général  décomposer  un  corps  en  parallélépipèdes  infiniment 
petits  tandis  qu'on  peut  toujours  le  décomposer  en  tétraèdres  sans 
ehanger  l'orientation  des  (déments  infiniment  petits  de  la  surface 
extérieure,  ce  qui  est  ici  indispensable. 


CHAPITRE  XVI. 

APPLICATION  A   LA  THÉORIE  ÉLECTROMAGNÉTIQUE 
DE  LA  LUMIÈRE. 


Nous  donnerons  dans  ce  Chapitre  une  application  de  la  méthode 
aux  plus  simples  éléments  de  la  théorie  électromagnétique  de  la 
lumière,  basée  sur  les  équations  de  Maxwell.  Nous  indiquerons  ci- 
dessous  la  signification  des  quantités  qui  y  entrent. 

186.  Considérons  un  champ  électrique  homogène  et  désignons 
par  C  l'intensité  de  ce  champ,  c'est-à-dire  la  densité  des  lignes  de 
forces  en  un  point,  ou  encore  la  grandeur  de  la  force  exercée  en  ce 
point  sur  l'unité  de  masse  positive.  Supposons  que  nous  introdui- 
sions dans  le  champ  un  isolant,  l'expérience  montre  que  si  nous 
désignons  par  (JD  l'intensité  du  champ  dans  l'isolant,  on  a  la  relation 

(0  =  kC, 

k  étant  un  coefficient  de  proportionnalité  appelé  constante  diélec- 
trique de  l'isolant.  Cette  constante  est  égale  à  l'unité  pour  le  vide. 
Pour  tout  autre  corps  elle  est  plus  grande  que  l'unité. 

La  grandeur  u)  s'appelle  la  polarisation  diélectrique.  Soit  de 
même  un  champ  magnétique  d'intensité  d<L  homogène.  Si  nous 
introduisons  dans  ce  champ  un  corps  quelconque,  la  densité  des 
lignes  de  force  dans  ce  corps  devient  U!>,  et  Ton  a  la  relation 

Mais  dans  ce  cas  u.  est  un  coefficient  qui  dépend  de  l'intensité  du 
champ  et  qui  peut  être  plus  petit  que  l'unité.  \\\\  s'appelle  Vi/iduc- 
tion  magnétique  et  u.  la  constante  magnétique  d'induction  ou  le 
coefficient  de  perméabilité  magnétique .  Ce  coefficient  n'est 
(railleurs  constant  que  si  le  champ  est  lui-même  d'intensité  cons- 
tante. 


i;!')  en  \ im  ru i    w  i. 

Ceci  posé,  désignons  par  \    la  vitesse  de  la  lumière,  les  équations 
de  Maxwell  s'écrivent 

(c)  ^  ^r  =c.irl3e  =  rot3C, 

V    dt 

rot  indiquant  la  fonction  d'espace  ordinaire  dépendant  uniquement 
des  coordonnées  du  point  considéré. 

1K7.    <  )n    tire    de  ces  équations,    en   différentiant   par  rapport   an 

temps, 

k  d*£        d      ,„a  f>[\  V 

■r-,  —r—  =  —  rotJC  =  roi —  =  —  —  rot2c 

V   dn        dt  dt  \x 

ou  bien  [n°  430,  (4)] 

£*   d-l±  =  _Vdi vC-V ■£ 
VV*i  ' 


niais  on  a  par  |  n"  186,  (  i  >| 

A    rf  , 

77  —r  flivc  =  <  1 1 v  rot  ,TC  =  o, 
V    a£ 

ce  qui  montre  que  div£  est  constant  par  rapport  au  temps.  Si  donc 
on  considère  un  isolant  qui  n'est  pas  électrisé  à  l'origine,  div£  reste 
nul  et  l'on  a  simplement 

un  calcul  analogue  nous  donnerait  l'équation 

188.  Propagation  par  ondes  planes.  Nous  supposons  dans  ce  qui 
suit  que  nous  avons  un  état  électrique  tel  qu'il  soit  le  même  pour 
tous  |,-s  point-  d'un  plan  a  chaque  instant,  c'est-à-dire  qu'il  varie  de 
la  même  manière  pour  tous  les  points  d'un  plan.  Ce  cas  correspond 
pratiquement  à  celui  où  l'on  considère  ce  qui  passe  dans  une  portion 
déterminée  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  propagation 
et  assez  éloigné  de  la  position  de  la  source  de  vibration  pour  qu'on 
puisse  \   confondre  la  petite  portion  de  surface  sphérique  où  l'onde 
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arrive  après   mi   temps   /  avec  son  plan  tangenl  au   poinl   considéré 
sur  l;i  direction  du  rayon.  Prenons  ce  plan  pour  plan  des  yz.  Nous 


aurons 


et,   par  Mille, 


dy        Oz 


rmt   -Vi-r-. 

OT 


L'équation  |  0  I8C>,  ( 2  )|  montre  donc  alors  que  -—  est  perpendicu- 
laire à  i  et  que,  par  suite,  le  mouvement  magnétique,  en  appelant 
ainsi  le  mouvement  de  l'extrémité  du  vecteur  de  champ  magnétique 
est  perpendiculaire  à  i  et,  par  suite,  à  la  direction  de  la  propagation 
des  ondes  planes  considérées. 

On  aura  de  même 

rot  X  =  Vt'-r 
dx 

dy 

et,  par  suite,  par  [i)  on  voit  que  —r-  est  perpendiculaire  à  i.  Il  résulte 

donc  de  là  que  les  deux  mouvements,  électrique  et  magnétique,  sont 
perpendiculaires  à  la  direction  de  propagation  de  l'onde  et  ont  lieu 
dans  le  plan  de  l'onde. 

Prenons  comme  axe  des  y  la  direction  suivant  laquelle  se  produit 
le  mouvement  électrique  dans  le  plan  de  l'onde.  D'après  nos  hypo- 
thèses, nous  pourrons  poser 

£=jy(x,  t), 
cp  étant  une  certaine  fonction  scalar.  On  a  alors 

J  dt  àx 

ce  qui  montre  par  [n°  180,  (2)]  que  — r—  est  perpendiculaire  à  C. 

On  obtient  donc  ce  résultat  important  que  dans  un  mouvement 
par  ondes  planes  tel  que  celui  dont  il  s'agit,  tout  mouvement  élec- 
trique est  accompagné  d'un  mouvement  magnétique  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, ces  deux  mouvements  étant  d'ailleurs  situés  dans  le 
plan  de  l'onde,  c'est-à-dire  perpendiculaires  à  la  direction  «le  propa- 
gal ion  «les  ondes. 

D'après  ce  qui  précède  les  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  aux 
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sun antes  : 

K  ;a  ç>»  Y  _  0'-  Y 
"V*"  "rfF  ~~  dar*' 

K;jl   d»Z,   _  rf«Z, 

en  appelant  X,  1 ,  Z  les  composantes  de  la  force  électrique  et  X, ,  ^  ,, 
Z,  celles  de  la  force  magnétique.  En  effet,  \  =  Z  =  X,  =  Y,  =  o. 

D'ailleurs  £  et  dt  ne  dépendent  que  de  x  et,  par  suite,  les  dérivées 
secondes  par  rapport  à  y  et  z  sont  nulles.  Ces  équations  sont  d'un 
type  bien  connu  et  l'on  peut  y  satisfaire  en  posant 

Y  =  <p(x  —  at)         ou  C  =  jy(x  —  at), 

Zl=ty(x  —  at)         ou         JC  =  k'\(x  —  at); 

a  étant  une  quantité  à  déterminer,  on  en  déduit 

-jf=  —  «/>'-  roiC  =  k<f'i 

d"X.  ,  , ,  _.  ... 

—r-=—  a/cl  ,         rot3C  =  —  jty. 


D'où  les  équations  (1)  et  (2) 


—  a«p  =  «/,  '.  ai  =  o 


et,  par  multiplication, 


kita* 
V 


/K  ix 


Mais  a  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  avec,  laquelle  l'étal  électrique 
se  propage  le  long  de  l'axe  des  x.  Pour  le  vide,  <»n  a 

K  =  (x  =  1 , 

d'où 

a  =  V. 

Il  suit  de  là  que  dans  le  vide,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
électriques  est  la  même  que  la  vitesse  de  la  lumière. 

Les  ondes  électromagnétiques  sont  donc  des  ondes  transversales, 
l'onde  électrique  est  perpendiculaire  à  l'onde  magiiétit/in'.  et 
toutes  deux  sont  perpendiculaires  à  la  direction  de  propagation  de 
l'onde  qui  se  propage  avec  la  vitesse  de  la  lumière  (dans  le  vide). 
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INI).  Mouvements  intérieurs  dans  un  milieu  isotrope.  —  Les  résul- 
liiis  (jin  précèdenl  sonl  en  concordance  avec  la  théorie  de  la  propa- 
gation d'un  ébranlement  dans  un  milieu  isotrope  déduite  des 
équations  que  nous  avons  établies  au  Chapitre  précédent  pour  le 
mouvement  dans  un  tel  milieu.  Nous  avons  trouvé  pour  équation 
indéfinie  du  mouvement  dans  ce  milieu  (n°  176),  l'équation  suivante  : 

(  X  -+-  ijl  )  V6  -  ;jl  V2  a  -+■  g  T7T  =  7   —  • 

Si  nous  considérons  comme  négligeables  les  forces  extérieures,  cette 
équation  s'écrit 


(0 


(  X  -+-  \x  )  VO  —  ;jl  V2 1  =  q-r-n 


Or,  un  vecteur  de  champ  peut  toujours  se  décomposer  en  une 
partie  solénoïdale  (ou  tourbillonnaire)  et  une  partie  non  tourbil- 
Lonnaire.  Pour  le  démontrer,  posons  avec  Stokes,  <y  étant  un  vecteur 
de  champ, 


(2) 


<j  =  a  -f-  ($, 


et  essayons  de  satisfaire  à  cette  équation  au  moyen  de  deux  vecteurs  a 
El  (3  satisfaisant  aux  conditions 


(3) 


div  a  =  o, 
rot  8  =  o. 


Pour  cela  nous  remarquons  que  les  conditions  (3)  seront   identi- 
quement satisfaites  si  nous  posons 


a  =  rot  y, 
3  =  Y//, 


et  il  s'agit  de  déterminer  y  et  u  de  manière  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion (2),  c'est-à-dire  de  manière  qu'on  ait  identiquement  dans  tout 
le  champ 


(4) 


7  =  V«  -h  rot-f. 


Soit  w  le  tourbillon  de  7  et  0  sa  divergence.  On  aura  donc 

w  =  rota  =  rot2  y. 

(  )r,  nous  saxons  (  n°  1 17  )  que  cette  équation  comporte  une  infinité 
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de  solutions  pour  y  et  que  nous  axons  la  solution  particulière 

I        (' '  W  d\ 


i      f'wdX 
= /  avec         <li\  V  =  o. 

4~J        r 


l'intégrale  se  rapportant   à    tout   le   champ.   Les   autres   valeurs   en 
nombre  infini  de  y  ne  diffèrent  de  cette  solution  particulière  que  par 
un  ternie  de  la  forme  Vf  où  t.  est  une  fonction  scalar. 
On  aura  de  même 

f)  =  divcr  =  JivVa  =  —  V-  u, 
équation  qui  admet  comme  solution  (n°  li6), 

«  =  -/— r- 


La  décomposition  annoncée  est  donc  ainsi  obtenue. 

On  peut  alors  considérer  deux  cas  particuliers  de  propagation  des 
ondes,  celui  dans  lequel  on  a  toujours 


Il  n'y  a  pas  de  rotation  et  la  dilatation  cubique  H  (n°  173)  est  seule 
variable;  et  celui  où  l'on  a,  au  contraire, 

0  =  o. 

la   dilatation  cubique   étant   toujours  nulle.    Les    ondes  qui    corres- 
pondent au  premier  cas  s'appellent  ondes  de  condensation,  celles 
qui  correspondent  au  second,  ondes  de  distorsion  (''). 
Examinons  d'abord  le  premier  cas.  On  a  alors 

j  =  Va. 
Portons  cette  valeur  de  a-  dans  l'équation  (i)  du  mouvement,  il  vient 

-  ,     _  m.  —  d*  Vu 

(  X  -f-  \x  )  V  di v  Vu  —  ;jl  V2  Vu  =  q         „    . 

mais  on  a  |  n"  134,  (XII)] 

V-  Vu  =  VVUi  =       Vli\  Vu. 

D'autre  part, 

u1  Vu  _      d1  u 

dt*-    ~     1r' 

(')  Bouassk,   Traité  de  Mécanique  physique,  Paris,  Delagràvé,  p.  77  et  suiv. 
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L'éaual  ion  <l<'\  ienl  donc 


-      •  .-  r-    'I      " 

Vi  /.       j-i±  |  V  u  =  (/  Y   — 


ou  bien 

en  posant 


d*u 


h-  Y2  //, 


L'équation  (  5  i  esl  celle  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  //.  (  îelle-ci 
étanl  connue  on  obtiendra  t  par  dérivation  au  moyen  île  V. 
Considérons  maintenant  le  second  cas,  c'est-à-dire 


on  a  alors 


0  =  ... 


3  =  roi-;. 


Substituons  n  dans  l'équation  (i),  il  vient 

d2  rot  y 


—  u  Y2  rot  y  ==  q 


,tf- 


mais  on  a  [  n"  1 3  i-,  (  \III  )], 

—  Y2  rot. y  =  rot  V2;. 

Par  suite,  on  a  L'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  y, 


en  posant 


*    =  b-  Y     '. 


6«=£, 


y  étant  connu,  on  aura  le  déplacement  par  l'expression 

s  =  rot  y- 

Or  nous  allons  montrer  maintenant  que  ces  deux  espèces  particu- 
lières d'ondes  sont  les  seules  qui  puissenl  se  propager  dan-  un 
milieu   isotrope  lorsque  !<■    mouvement   de   propagation    a    lieu    par 

(tndes  planes. 

190.   Ondes  planes.        On  appelle  mouvement  par  ondes  planes 
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un  mouvemenl  défini  par  une  équation  de  La  forme 
(i)  a  =  tj  ctfs(**-hyp —  ?  )  (  '  ), 

on  voit  que  ce  mouvemenl  es!  rectiligne. 

Soit  c  le  module  du  vecteur  y.  Si  p  es!  un  poinl  situé  dans  un  plan 
à  la  distance  d  de  l'origine,  on  a 

yP  =  —  C(t 

et  L'équation  devient 

(•>.)  (J  =  T,  COS(  St   —  CC? tp). 

On  voit  que  ions  Les  points  situés  à  la  même  distance  du  plan 
(P)  YP  =  o 

ont  même  déplacement  au  même  instant.   C'est   ce  qu'on  exprime   en 
disant  que  le  mouvement  a  lieu  par  ondes  planes. 

Le  mouvemenl  défini  par  |  i  )  est  périodique,  mais  de  plus  à  un 
instant  déterminé,  n  est  le  même  pour  toutes  les  valeurs  de  d  qui 
diffèrent  entre  elles  d'une  valeur  l  telle  que 

cl  =  multiple  de  i~ 
ou  d'un  multiple  de  la  longueur 

(  3  )  /=--—. 

c 

Cette  valeur  /  s'appelle  longueur  d'onde.  A  un  instant  donné  tous 
Les  points  situés  sur  une  même  normale  au  plan  (P)  et  dont  la  dis- 
tance est  un  multiple  de  la  longueur  d'onde,  ont  même  déplacement. 
En  un  point  donné,  les  valeurs  de  t  redeviennent  les  mêmes 
lorsque  t  s'accroît  d'une  quantité  ~  telle  que  s-  =  2~.  La  quantité 

(4)  -=>i 

s'appelle  durée  de  la  vibration  ou  simplement  période. 

Remarquons  de  plus  que  si  nous  avons  entre  \t  et  id  la  relation 

s  M      cirf  =  o, 

les  valeurs  de  t  restent  les  mêmes,  on  en  tire 

A</  _  s 

ÂF  ~"  c' 

(')  t  désigne  le  temps,  yp  est  mis  pour  Syp  et  »  est  un  anyle,  s  est  un  scalar. 
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cette  quantité 

s        l 
(  5  )  w  =  -  =  - 

C  X 

s'appelle  vitesse  de  propagation  de  l'onde. 

Avec  ces  notations  on  peut  écrire,   d  étant  la   distance   du   plan 
d'onde  à  l'origine, 

ot  =  iqcps  Uitf--  -jj  —  <p    • 

191.   Ceci    posé,    substituons    le    mouvement    (i)    dans    l'équa- 
tion [  n"  181,  (i)J-  Nous  avons  à  calculer 

V6,     V2a         et         -r-. 
dP 

Posons  pour  faciliter  le  calcul 

a  =  r,  cus'^  a  ver  ^  —  sl  ""•"  ÏP  —  ?  d'où  V'j/  =  —  y 

Nous  aurons 

0  =  diva  =  div(T)  costp)  ==  —  S tj  V  cos  ty  =  —  Stjy  sin<]>, 
V6  =  —  Stjy  V  sin^1  =  Y^Tf  cos^, 

on  a  ensuite 

V*a  =  rot2a  —  V  diva  =  rot2a  —  VO 

et 

rota  =  rot(7)  cos-]/ )  =  —  Vr,  V  cos'\i  =  —  Vtjy  sin'!>, 

rot2  a  =  V  V  yjy  V  si  n  ^  =  —  cos-j' V*y  Vy/-,  ; 

on  en  déduit  l'équation 

V2a  =  —  7jy!  cos<|>, 

on  a  donc  l'équation  obtenue  en  substituant  dans  [n"  189,  (i)], 

(l)  (X-H  |1)yStjy-»-  (^T)Y2=  —  qs*rr 

Opérons  par  Sy  et  remplaçons  y2  par  —  c-,  il  vient 

St)y[(  À  -+-  2[Jl)  c2 —  Çsi]  =  °- 

On  peut  donc  satisfaire  à  l'équation  de  deux   Tarons  ou  bien  en 
posant 

(a)  (X  -h  ■>. |jl)c2=  </s2 

ou  bien 

(P)  S.yjy  =  o. 
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Pbkmier  cas.  —  Ondes  de  condensation.  -     I  >;i 1 1 -  le  premier  cas, 
c  est-à-dire  celui  de  L'équation  (a),  on  a 


A  -I-  2. a 


u),  =  -  OU  '°i  —  l , 

pour  La  vitesse  de  propagation  des  ondes. 

Opérons  sur  (  i)  par  \  r,  nous  obtenons,  puisque  S»jy^o, 

\r,-;  =  o. 

La  vibration  esl  «loin   perpendiculaire  au  plan  de  l'onde.  On  dit 
que  Les  ondes  sont  Longitudinales.  Il  en  résulte  que 


Les  mules  son!  dune  des  ondes  de  condensation  se  propageant  avec  l;i 
vitesse 


/À  +  -i  u 


Second  cas.  —  Ondes  de  distorsion.  --  Dans  Le  second  cas  (f5), 
l'équation 

■'  Vf  =  o 
ou 

S  Y<I   =  O, 

exprime  que  la  vibration  s'effectue  dans  le  plan  de  Tonde,  on  a  alors 

e  =  o. 

Par  conséquent,  les  ondes  sont  des  ondes  de  distorsion.  On   les 
appelle  ondes  transversales.  Dans  ce  cas,  l'équation  (i)  se  réduit  à 

[J.C-  =   (JS-. 

et  la  vitesse  de  propagation  est 


■•Vf 


\\)"2.  Vibrations    harmoniques.  Les    résultats    qui     précèdent 

montrent  que  les  seuls  mouvements  par  ondes  planes  qui  puissent  se 
propager  dans  un  milieu  isotrope  sont  des  ondes  de  condensation  ou 
de  distorsion  el  que  le  mouvement  est  alors  toujours  rectiligne.  Le 
mouvement  dans  Le  e;is  des  ondes  de  condensation  a  une  direction 
déterminée  qui  est  celle  de  La  propagation.  (  )n  dit  qu'il  est  polarise. 
mais  Le  mouvement  dans  le  cas  des  ondes  de  distorsion  peut  avoir  une 
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direction  quelconque  dans  le  plan  de  l'onde,  car  il  n'est  assujetti  qu'à 
une  seule  condition,  c'est  d'être  perpendiculaire  à  la  direction  de  la 
propagation  de  l'onde. 

loutefois  les  équations  de  Maxwell  nous  ont  fourni  deux  mouve- 
ments polarisés  situés  dans  le  plan  de  l'onde,  et  perpendiculaires 
entre  eux,  l'un  parallèle  à  la  force  électrique,  l'autre  à  la  force  ma- 
gnétique. On  peut  concevoir  deux  théories  des  ondes  lumineuses 
transversales;  dans  la  première,  on  attribuera  les  phénomènes 
optiques  au  mouvement  électrique,  et  c'est  à 'cela  que  revient  l'hypo- 
thèse de  Fresnel. 

Dans  la  seconde,  au  contraire,  on  attribuera  les  phénomènes 
optiques  au  mouvement  magnétique  qui  a  lieu  dans  un  plan  perpen- 
diculaire au  premier.  C'est  la  théorie  de  Neumann.  On  penche 
plutôt  maintenant  d'une  manière  générale  pour  la  première  hypo- 
thèse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  désignons  actuellement  par  E  la  force  électrique 
et  par  M  la  force  magnétique  d'une  onde  plane  satisfaisant  aux  équa- 
tions de  Maxwell.  Puisque  nous  avons  pris  comme  axe  de  y  et  de  z 
respectivement  les  directions  de  ces  forces,  nous  avons 

(i)  £=/E>        0€  =  /cM, 

et  les  équations  (1)  et  (2)  (n°  186)  et  (3)  et  (4)  prennent  la  forme 


(»; 


(3) 


K  dE 

dM 

V  dt  "~ 

ôx 

Kjjl  d*E 

d*  E  _ 

m*  ~dF  ~ 

dx*' 

(JL     à  M 

àE 

V    dt   ~~  ' 

dx 

K|Ji  e)»M 

d*M 

"V^"    dt*    ~~ 

dx'2 

On  satisfait  à  l'équation  en  E  en  prenant 

(t       x 
X  l 

où  Ton  a 

/  /HT 

-  =  «  =  I  /  — —  =  vitesse  de  propagation. 

On  a  ainsi  en  un  point  déterminé  de  l'espace  une  force  électro- 
motrice qui  est  une  fonction  harmonique  du  temps.  Nous  avons 
ce  qu'on  appelle  une  vibration  électrique. 

L.  2  5 
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Les  équations  (2)   et  (3)   montrent    une   correspondance    intime 
entre  les  ondes  électriques  et  les  ondes  magnétiques.  Formons 


<Hi  AT.     .„         .  [t  X\ 

_=__h,)S,n27:  (=-7). 


il  suit  alors,  de  la  première  équation  (2), 


dM  K  -i-  _     .  /*        x\ 

__=__TE0s,n^(--7j, 


d'où,  par  intégration, 


K  /  It       x 

,Y1   =   —    -  L0  COS-2" j 

V    T  \X  i 

la  constante  d'intégration  étant  nulle  si,  comme  nous  l'admettons, 
il  n'existait  à  l'origine  aucune  force  magnétique. 
Nous  pouvons  poser 

K   /  I     _  M 

M0  étant  la  demi-amplitude  de  la'vibration  magnétique  et  k  nous 
voyons  alors  qu'il  existe  une  onde' magnétique  tout  à  fait  analogue 
à  l'onde[électrique.  La  vibration  magnétique  est  perpendiculaire  à  la 
vibration  électrique  et  elle  a  même  phase  et  même  période. 

La  vitesse  de  propagation  et  la  longueur  d'onde  sont  les  mêmes 
ainsi  que  d'ailleurs  cela  doit  être  puisque  les  deux  vibrations  se 
transportent  dans  une  même  onde  plane  avec  une  vitesse  commune. 

193.  Double  réfraction.  —  La  théorie  élémentaire  de  la  double 
réfraction,  à  laquelle  nous  allons  appliquer  les  considérations  qui 
précédent,  va  nous  offrir  un  exemple  de  la  manière  dont  les  fonc- 
tions linéaires  s'introduisent  en  physique  toutes  les  fois  qu'il  s'agit 
d'un  milieu  ne  possédant  pas  les  mêmes  propriétés  dans  toutes  les 
directions,  nous  en  avons  déjà  rencontré  Vin  exemple  dans  le  Cha- 
pitre précédent  où  nous  considérons  la  déformation  d'un  milieu. 
Le  milieu  était  bien  supposé  isotrope,  mais  la  déformation  n'étant 
pas  la  même  dans  toutes  les  directions,  de  sorte  que  les  fonctions 
linéaires  s'y  introduisaient  très  naturellement.  Le  même  fait  va  se 
présenter  dans  la  question  actuelle  où  nous  supposons  un  milieu 
non  isotrope. 

Dans  un  corps  non  isotrope,  la  constante  diélectrique  n'est  pas  la 
même  dans  toutes  les  directions.  Si  nous  nous  bornons,  par  exemple, 
au  cas  des  cristaux  à  un  axe,  ceux-ci  ont  la  propriété  que  dans  une 
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certaine  direction  la  constante  diélectrique  a  une  valeur  déter- 
minée K0  et  dans  toute  autre  direction  perpendiculaire  une  autre 
valeur  K,.  Nous  prendrons  la  constante  magnétique  égale  à  l'unité 
comme  c'est  le  cas  pour  les  cristaux  transparents.  Nous  placerons 
l'axe  des  x  dans  la  direction  qui  a  K0  pour  constante  diélectrique  et 

si  nous  posons 

E=  tX  H-/Y  -+-  kZ, 

nous  aurons 

C  =  K0i\  ■+■  K,(y'Y  -4-À*Z)=  oE 
en  posant 

(1)  <p  =  K0tï-+-  K,(yy'-+-  kk). 

La  première  équation  de  Maxwell  devient  donc 

1    dvE 
?^-  =  rot5C, 

et  la  deuxième  équation  de  Maxwell  est 

1  dW 
__=_rotE; 

nous  avons  d'ailleurs  (') 

^      ,^  .       2«t/        d\ 

E  =  E0  cos  0         en  posant         0  =  —  I  t I  > 

d  étant  la  distance  de  l'onde  à  l'origine;  d'où 

2-   .    ^ 
sino  cp  E0; 

2  71  ^ 

rotJC  =  rot(M0cosS)= sin  c  VM0po, 

en  appliquant  la  formule  qui  donne  rotw<x[i27,(7)],  o0  étant  le  vecteur 
unité  dirigé  suivant  la  ligne  de  propagation,  on  en  déduit  l'équation 

(2)  |<PEo=VMoPo. 

Opérons  sur  cette  équation  par  SM0  et  Sp0,  nous  avons 

SMofEo  =  o, 

S0CpE0  =   O. 


(')  E  est  ici  une   élongation   vectorielle  et   non  plus  scalaire.  De  même  E0  est  un 
vecteur. 


dt    ~  *  dt 

on  a,  d'autre  part, 
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Soient  X0,  Y0,  Z0  les  composantes  de  E0  et  a0,  fJ0,  y0  celles  deM0, 
ces  équations  s'écrivent 

(a)  K0'X0ao-l-K|(Y0p0-»-?oYo)  =  0 

et 

(b)  KoXo^-H  K,(Y0j-i-Zo3)  =  o. 

La  première  équation  où  K0  et  K,  dépendent  de  la  nature  du 
cristal,  tandis  que  les  X  et  les  a  ne  dépendent  que  de  la  nature  de 
la  lumière,  ne  peut  subsister  que  si  l'on  a  séparément 

X0a0  =  o,         Y„(î0-h  Z„7o  =  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  nous  donne,  soit 

X0  =  o, 
soit 


Si  X0  =  o,  les  vibrations  électriques  sont  perpendiculaires  à  Taxe 
des  a?,  c'est-à-dire  à  la  direction  suivant  laquelle  la  constante  diélec- 
trique est  KG.  Mais  elles  sont  aussi  perpendiculaires  à  la  direction 
de  propagation.  Elles  sont  donc  perpendiculaires  au  plan  déterminé 
par  l'axe  des  x  et  par  la  direction  dé  propagation.  On  désigne  ce 
plan  sous  le  nom  de  section  principale  du  cristal.  Dans  ce  cas,  les 
vibrations  magnétiques  ont  lieu  dans  le  plan  de  la  section  principale 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  aux  vibrations  électriques. 

Si  a0  =  o,  les  vibrations  magnétiques  sont  perpendiculaires  à  la 
section  principale  et  les  vibrations  électriques  sont  dans  ce  plan. 
Nous  obtenons  ainsi  ce  résultat  important,  que  dans  les  cristaux 
considérés  les  vibrations  électriques  et  magnétiques  ne  peuvent 
être  que  parallèles  ou  perpendiculaires  à  la  section  principale. 

Soient  maintenant  X,  u.,  v  les  angles  que  fait  la  direction  de  pro- 
pagation avec  les  axes.  L'équation  (6)  s'écrit 

(3  »  K0X0  cosX  -+-  Kt(  Y0cosfjt  +-  Zycosv)  =  o. 

194.  Considérons  d'abord  l'hypothèse  a„  =  o,  on  tire  de  l'équa- 
tion (2) 

V 

E0=  -  f   'VMopo. 

Portons  cette  valeur  dans  la  deuxième  équation  de  Maxwell,  il 
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vient 


mais  on  a  [109,  I  5  l] 


—  M0  =  Vp„cp->VM0p0, 


il  i  j.i-^kk 

Kn  Ki 


Remplaçons  M0  par  sa  valeur  J30y ' +  y0^"  et  po  Par 
i  cosX  -t-y  cos  \l  -+-  A"  cosv, 

nous  obtenons,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  y, 
par  exemple, 


Or,  on  a 

S/M„p„  = 


COSV  COsX 

v^  Po= g-   SiM0po-l--i 


V« 


K, 


i  o  o 

o  3o         Yo 

cosX       COSU      COS1 


SX-M0Po=  — 


O  O  I 

o  Po  To 

COS/       COS  fl       COSV 


d'où  l'équation 


rrr   =   -p-  (COS2[Jl  -+-  COS2v)-f-    — -  COS2  A, 
\  4       •  JV„  Kj 


ou  bien,  en  tenant  compte  de  la  relation 

COS2X  -+-  COS2  [X  -+-  cos2v  =  i 
sin2X        cos2X 


on  a 


a2  =  V2 


Ko 


K, 


Si  donc  nous  avons  eu  en  un  point  quelconque  du  cristal  une  exci- 
tation électromagnétique,  les  vibrations  électriques  qui  ont  lieu 
parallèlement  à  la  section  principale  se  propagent  avec  des  vitesses 
différentes  suivant  les  différentes  directions.  Chacune  des  ondes 
élémentaires  devient  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle 
à  l'axe  des  x  et  assez  analogue  à  un  ellipsoïde  de  révolution. 

195.   Considérons  maintenant  l'hypothèse  X0  =  o.  Les  vibrations 
électriques  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale. 
On  a  alors,  par  la  deuxième  équation  de  Maxwell, 

^Mo=-VPoEo(»). 


(')  En  opérant  sur  cette  équation  par  SE0,  on  obtient  <x,X0-+-  P,Y0-+-  y0Z,  et  en 
comparant  cettr  équation  avec  (a)  on  voit  qu'on  doit  avoir  X0a0  =  o,  poY0-+- yeZ,=  o, 
c'est-à-dire  le  résultat  donné  précédemment. 
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Portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  et  remarquant  que 

tpEo  =  y  Yo-+-  /<"Zp, 
nous  obtenons 

V  V  V 

-  (y'Y0H-^Z0)K1=—  -  Vp„Vp0E,=  -  K0, 

car  So0  E0  =  o 

V 

=  -  (/  Y0-+-  A-Z„); 
a 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  dey'  et  k, 

i       V'2  • 

c'est-à-dire  que  la  lumière  dont  les  vibrations  électriques  ont  lieu 
perpendiculairement  à  la  section  principale  se  propage  dans  notre 
cristal  comme  dans  un  corps  isotrope.  Les  ondes  élémentaires  de 
chaque  surface  d'onde  sont  sphériques. 

IF  suit  de  là  que  si  un  rayon  lumineux  tombe  sur  la  surface  d'un 
cristal  à  un  axe,  par  exemple  un  Spath,  il  n'existera  dans  le  cristal 
que  des  vibrations  perpendiculaires  et  parallèles  à  la  section  prin- 
cipale. Nous  devons  donc  décomposer  les  vibrations  du  rayon  inci- 
dent en  deux  composantes  correspondantes.  Celles-ci  ont  en  général 
une  vitesse  de  propagation  différente  et,  par  suite,  des  indices  de 
réfraction  différents.  Il  y  a  double  réfraction.  L'un  des  rayons, 
dont  les  surfaces  d'ondes  élémentaires  sont  des  sphères,  conserve 
le  même  indice,  on  l'appelle  le  rayon  ordinaire.  Ses  vibrations 
électriques  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale.  L'indice 
de  réfraction  du  second  rayon  dépend  de  la  position  du  rayon  inci- 
dent dans  la  section  principale.  Nous  l'appelons  rayon  extraor- 
dinaire. Ses  vibrations  électriques  ont  lieu  parallèlement  à  la  section 
principale.  Ses  ondes  élémentaires  forment  des  surfaces  de  révolu- 
tion compliquées  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 


FIN 
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Les  chiffres  se  rapportent  aux  numéros  des  articles. 


A. 


Absolu  (Mouvement),  81. 
Absolue  (  Définitions  de  V),  i3i. 
Accélération  relative,  81. 

—  absolue,  8> . 

—  d'entraînement,  81. 

—  complémentaire,  81. 

—  angulaire,  1 65. 
Acyclique  (Espace),  142. 

Addition  des  grandeurs  complexes,  3. 

—  des  vecteurs,  19. 

—  sphérique,  60. 

Aires  (Théorème  des),  82,  162. 
Alembert  (D),  161. 
Angle  d'un  quaternion,  56. 

—  de  torsion,  84. 

—  de  contingence,  83. 

—  de  contingence  géodésique,  88. 
Angles  d'Euler,  79. 
Antécédent  d'une  dyade,  98. 
Antisymétrique  (  Fonction  ),  io4- 
Appell,  22. 


Arc  représentatif  d'un  quaternion,  60. 
Associativité,  29. 

—  de     la     multiplication     des     quater- 

nions,  62. 
Asymptotiques  (Lignes),  90. 
Attraction  d'une  sphère,  107. 

—  des  ellipsoïdes,  i5g. 

—  newtonienne.  i55. 

—  (Calcul  de  I'),  157. 
Autoconjuguée  (  Fonction),  io4- 
Ausdehnungslehre.    Introduction,    2     et 

suivants. 
Axe  d'un  bivecteur,  3g,  49- 

—  central,  49- 

—  du  plan  osculateur,  83. 

—  du  déplacement  hélicoïdal  du  trièdre 

normal,  85. 
Axes  d'un  quaternion,  56. 

—  d'une  quadrique,  112. 

—  d'inertie,  160. 

1    —  (de  rotation,  Lieu  des),   166. 


Bail  (Coefficient  de),  5i,  (XX). 
Barycentre,  14. 

—  des  sommets  d'un  triangle,  16. 

—  des  sommets  d'un  tétraèdre,  16. 

—  du  périmètre  d'un  triangle,  16. 
Barycentrique  (Calcul),  i3  et  suiv. 
Barycentriques  (Coordonnées)  du  point, 

l5,    '\2. 

—  de  la  droite,  42. 

—  du  plan,  42. 

Base  du  calcul  des  quaternions,  7. 


Bfse  de  l'Ausdehnungslehre,  8. 

Bernoulli,  184. 

Binormale,  84. 

Bipoint,  22. 

Bipoints  (Somme  de),  4>i  (XIII), 

Bivecteur,  39. 

Bivecteurs  (Somme  de),  4't  (XIII). 

Bonnet  (Ossian),  88,  96. 

Bouasse,  167,  174,  189. 

Burali-Forti,  9,  io5,  1 25,  i53. 

Brianchon  (Théorème  de),  4*>- 
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Calcul  des  quatei  nions,  7.  5a  et  suiv. 

—  barycenlrique  (cf.  Barycentrique). 

Cauchy,  160,  16c,. 
Cayley,  5i,  (VI). 

Ceva  (Théorème  de).  20.  (10). 
Centre  de  gravité,  i'|. 

—  des  moments.  5o. 

—  instantané  de  rotation.  cj4- 

—  des  accélérations,  y4- 
Central  (Mouvement).  83. 

—  axe.    19. 

Cercle  oscillateur.  83. 
1  bamp  infini,  i36. 

—  de  vi'esses,  1 38- 

—  tourbillonna  ire,   i'i'i,   1 47  • 

—  vectoriel,  i38. 

—  électrique,  1  - 

—  potentiel.  i\~>.   i4^- 

—  lamellaire,  1  \à. 

—  linéaire,  '\~. 

—  ponctuel.   \- . 
Chasles.  '19,  9',. 

Cinématique.  37,  48,  -6  et  suiv..  94. 
Circulaires  (Sections).  116. 
Circulation  d'un  vecteur,  1 4a- 

—  (Théorème  de  la),  i43. 

—  d'un  scalar.  i4i- 

—  (Variation  «le  la),  i4y- 
Cisaillement  simple  ou  complexe,  i85. 
Cloisons,  142. 

Clairaul  (Th.  de).  96. 

Cotlinéarité,  i5, 

Commutativité  du  produit,  4°.  60. 

—  du  signe  d'avec  S,  V,  K,  69. 
Complément.   s8. 

—  (  DoHble 

—  diins  le  domaine  du  4"  degVé,  32. 

—  'lu  produit  de  deux  unités.  29,  33. 

—  du  prod.  ext.  de  deux  vecteurs,  39. 

—  d'un  vecteur,  39. 
Complexes  (Grandeurs).  Chap.  I. 
Composantes     d'un      vecteur,     21,     66, 

Compression  uniforme,  177. 
Cône  asymptote,  117. 
Configuration  de  Maclaurin,  47. 
Congruentes  (Grandeurs),  2,  4't 
Congruence  de  droites,  96. 
Conjugué  d'un  quaternion,  58. 


< '.' <n j u^ui-  d'un  scalar,  58. 

—  d'un  vecteur,  58. 

—  d'un  produit,  60. 

—  harmonique,  25  (Exercices). 
Conjuguée  (Fonction),  97. 
Conjuguées  (Directions),  87. 
Conjugués  (Bi  points),  23. 
Cône  du  2*  ordre,  47. 

—  circonscrit  à  la  sphère,  -b. 
Connexion  multiple,   142. 
Conséquent  d'une  dyade,  98. 
Constante  diélectrique,  186,  193. 
Contingence  (  Angle  de),  83. 
Continuité  (Equation  de),   i83. 
Contragradientes  (Formules),  96. 
Convergence  d'à  ne  intégrale  multiple,i36. 
Coordonnées    barycentriqucs    (cf.    Bary- 

centrique  j. 

—  pluckériennes  de  la  droite,  43. 

—  (  radiales).  74. 

—  (  axiales),  74. 

Coplanaires  (Grandeurs),  9-10  (Note). 

—  Points,  20. 

—  Vecteurs,  63. 
Coriolis,  81. 

Couche  spherique  (  Attraction  d'une).  107. 

—  (  Equilibre  d'une  ),  179. 
Cylindrique  (  Equilibre  d'une  couche), 180. 
Couple  de  bipoints,  \>. 

—  de  rotations,  48. 

—  de  forces,  48. 
Coupures,  142. 
Courbe  du  2'  ordre,  45. 

—  de  2e  classe,  46- 
Courbes  gauches,  83  et  suiv. 
Courbure  totale.  85. 

—  (Rayon  de),  83. 
-  (Lignes  de).  8g. 
Cristal  biréfringent,   ig3. 
Cubique  fondamentale,   106. 

—  (Transformation   de   la),  112  (Rem.). 
Curl.   126. 

—  (  Calcul  du  ),  127. 

—  (  Définition  absolue  du),   i3i. 

—  (Interprétation  du),  i32. 

—  (Théorème  du),  i4n 
Cyclique  (Forme),  116. 

—  (  Espace  ),   1  ]:>.. 

Cylindrique  (Equilibre  d'une  couche),  180. 
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D 


Darboux,  79. 

Décomposition  du  vecteur  du  champ,  189. 

—  d'un  vectPiir  suivant  3  directions.  21- 

66. 

—  d'un  vecteur  suivant  2  directions,  72, 

(6). 
Débit.  i3a-i46. 
Déformation,  172. 

—  pure,  172. 

—  élémentaire,  172. 

—  angulaire,   172. 
Degré  d'une  grandeur,  a. 

—  d'un  domaine,  5. 
Densité  superficielle,  i52  i58. 

—  du  feuillet,  i5g. 
Dépendance  numérique,  2. 
Déplacement  fini  d'un  solide,  76  et  suiv. 

—  instantané,  80. 

—  infinitésimal  du  trièdre  normal,  84- 

—  infinitésimal    du    trièdre    caractéris- 

tique, 88. 

—  d'un  système  de  points,  171. 

—  (Décomposition  du),  172. 
Dérivée  (Absence  de),  68. 

—  d'un  scalàr  dans  une  direction,  129. 

—  d'un  vecteur,  128. 

—  totale,  129. 

Désargues  (Théorème  de),  25,  (7). 
Déterminant  d'une  dyadique,  io3. 
Déterminants    (Multiplication    des),   67, 

(IV). 
Diamètres  conjugués  d'une  quadrique.i  12. 
Diaphragme,  142. 
Différence  de  deux  points,  17. 
Différentiation,  68  et  suiv. 
Différentielle    (Définition    par    Hamilton 

de  la  ),  72. 
Différentielles  usuelles,  70. 
Dilatation  linéaire,  172. 


Dilatation   principale,  172. 

—  cubique,  173. 
Dilatations  (Surface  des),  172. 
Directions  principales,  106-112. 

—  conjuguées  sur  une  surface,  87. 

—  conjuguées  d'une  quadriqne,  112 
Dirigées     (Grandeurs)     (cf.      Introduc- 
tion). 

Discontinuités,  i35,  i36,  i52. 
Distance  d'un  point  à  une  droite,  73. 

—  d'un  point  à  un  plan.  -'■>. 

—  (^Plus  courte)  de  2  droites,  73. 
Divergence,  io5,  126,  i52. 

—  (Calcul  de  la),   127. 

—  de  s?,  1 34 . 

—  définition  absolue,  i3i. 

—  interprétation,  i32. 

—  (Théorème  de  la),  i3g. 
Division  par  un  scalar,  4- 

—  des  vecteurs,  55. 
Domaine,  5. 

—  de  degré  n,  5. 

—  de  degré  nul,  5. 

—  du  3*  degré,  38  et  suiv. 

—  du  4e  degré,  3i  et  suiv. 

Double  produit  vectoriel,  4'>  (XIV),  64. 

—  (Règle  du),  4.,  (III). 

Droite  (Équation  vectorielle),  21,  73. 

—  rectifiante,  85. 

—  à  l'infini,   26. 

—  nulle.  5i,  (XIII). 
Du  pin,  87. 

Dyade,  dyadique,  98,  9;,. 
Dyadique  conjuguée,  99. 

—  inverse,  100. 

—  homologues,  102. 

—  autoconjuguée,  104. 

—  (Forme  normale  de  la),  108. 

—  (  Produit  de  la  ),  101. 


E. 


Effet  de  l'opérateur  p,  1 1 4- 
Égalité  des  nombres  complexes,  4- 

—  des  tétraèdres,   11. 

—  des  formes  F,,   12. 

—  des  vecteurs,  17. 

—  des  bipoints,  22. 

—  des  formes  F3,  22. 

—  des  formes  F,,  24. 


Eualité  des  tripoinls,   24. 

Elasticité,  167  et  suiv. 

Éléments  (cf.    quaternions,  introd.,    cf. 

aussi  Hamilton). 
Ellipsoïde  du  tenseur.   ii4- 

—  d'inertie,  160. 

—  central,  ifio. 

—  de  Poinsot,  162. 
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Ellipsoïde  des  forces  vives,  162. 

—  des  tensions,  168. 

—  d<>  dilatations,  172. 
Emanence  planaire,  47. 

—  spatiale,   \-. 

Entrainement  (Mouvement  d'),  81. 
Équation     \  )  d'Hamilton,  52,  61. 
Equations  entre  les  vecteurs  1,  j,  k,  52. 

—  du  pmduit  quatern ionien,  52. 

—  du  scalar  et  du  vecteur  d'un  produit. 

5a. 

—  de  Frenet,  8',. 

—  d'un  trièdre  caractéristique.  88. 

—  ,(L)  et  (M),  88. 

—  d'inversion  (  H  ),  106. 

—  cubique  fondamentale  (G),  106. 

—  vectorielle  du  i"  degré,  107. 

—  scalar  du  2"  degré,  ni. 

—  d'une  quadrique,  m. 

—  (  Forme  cyclique  ),   116. 

—  d'Euler  (  Mouv.),  161. 

—  d'Euler  (  Fluides),  i83. 

—  de  continuité,  1 83. 

—  de  Maxwell,  186. 
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Equation  vectorielle  de  la  droite,  20. 

—  vectorielle  du  plan,  20. 

—  barycentrique  de  la  droite,  i5. 

—  barycentrique  du  plan,  i5. 

—  scalar  du  plan,  7.3. 

Équilibre  intérieur  d'un  corps  isotrope, 

'-/>■ 

—  du  parallélépipède  élémentaire,  i85. 

—  de  torsion,   181. 

—  d'une  couche  sphérique,  179. 

—  d'une  couche  cylindrique,  181. 

—  du  tétraèdre  élémentaire,  169. 
Espace  comme  domaine  du  3e  degré,  38. 

—  comme  domaine  du  4*  degré,  3i. 

—  (  Fonctions  d' ),  119. 

—  cyclique,  1^2. 

—  acyclique,  142,  i^5. 
Euler  (Droites  d'),  25,  (25). 

—  (Angles  d'),  79. 

—  (Paramètres  d'),  79. 

—  (Equations  d')  (cf.  Equations). 
Exponentielle  (Notation),  57. 
Extension  longitudinale  d'un  prisme,  178. 


Facteur  moyen  (Règle  du),  fa. 

Faisceaux  de  droites  et  de  plans,  45,  47- 

Fehr  (Préface),  85. 

Feuillet,  109. 

Fluides  (Équilibre  des\  182. 

—  (Mouvement  des),  182  et  suiv. 
Fluide  hypothétique,  i32,  i38. 
Flux,  i38-i47. 

—  (Variation  du),  149. 

Fonction  linéaire,  97  (cf.  Linéaire). 

—  d'espace,  1 19. 

—  harmonique.  i5o,  192, 

—  régulière,  i5o. 
Foppl.  148,  r.'i. 

Forces  (Iutrod  ),  48  et  suiv. 

—  (Tube  de),  i38. 

—  (  Lignes  de),  i38. 
Force  vive,  i6a. 
Formes  F,,  12. 


Formes  F2,  22. 

—  Ps.  24. 

—  F4,  25. 

—  F,  de  masse  non  nulle,  i3  et  suiv. 

—  F,  de  masse  nulle,  17  et  suiv. 

—  F2  (Réduction  de  la),  23,  49- 

—  (Multiplication  alt«-rnée  des),  4o. 
Formules  générales  du  calcul,  62  et  suiv. 

—  fondamentales  i,  j,  k,  5a. 

—  fondamentales  trois  vecteurs,  63. 

—  fondamentales  double  produit,  64- 

—  contragradientes  9H. 

—  de  Green,  i5o-i5i. 

—  de  Laplace,  i55. 

—  de  Poisson,  146,  i56. 

—  (cf.  aussi  Équations). 
Frenet,  84. 

Fresnel,  192. 


Gauss,  i3g,  159. 
—  (Intégrale  de),  i5g. 
Géodésiques  (Lignes),  91. 
Gerbes  de  droites  de  plans,  47- 


G. 


Gibbs  (Préface),  98. 
Glissements  élémentaires,  172. 
Gradient,  121. 
—  (Définition  absolue  du),  i3i 
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Gradient  (Interprétation  du),  i.3j. 

—  (Théorème  du),  i4o. 

Grandeurs     (Dépendance     numérique), 
2. 

—  congruentes,  2. 

—  (Degré  des),  3. 

—  du  1"  degré,  3. 

—  (Addition,  soustraction  des),  3. 
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Grandeurs  (Multiplication  ou  division  par 
un  scalar),  4- 

—  (Multiplication  générale  des),  6. 

—  (  Complément  d'une),  28. 

—  incidentes  ou  unies,  36. 

—  simples,  £i. 

Grassmann  (Introd.),  8,  22,  29,  eic. 
Guiot,  74,  '53. 


Hadamard,  i55  (Note). 
Halphen,  78. 
Hamillon,  1,  17,  21,  etc. 

—  (Equation  cubique  G  d').  106. 

—  (Equation  H  d'),   106. 

—  (Équation  d'),  166. 

—  (Théorème  d').  77. 

—  Équation  A.  d'),  52,  61. 


Harmonique  (Fonction),  i5o,  ni>. 
Hélicoïdal  (Déplacement),  76,  85. 
Helmholtz,  i83. 
Hodographe,  82. 

Homofocales  (QuaHi  iques).  n5. 
Homologues    (Dyadiques),  102. 
Homothétiques  (  Quadriques  ),  ii3. 
Humbert,  i3.')  (Note). 


Idemfacteur,  1 10. 

Identité  de  deux  domaines,  5. 

Ignatowski,  1 3 1,  i32. 

Imaginaires,  1. 

Incidentes  (Grandeurs),  35. 

Incompressibilité  (Condition  d'),  i47 • 

Incompressibles  (Fluides),  i83. 

Index  d'un  bivecteur,  3q. 

Indice  de  réfraction,  ig5. 

Induction  magnétique,  18G. 

Inertie  (Moments  d'),  160. 

—  (Ellipsoïde  d'),  160. 

—  (Axes  principaux  d'),  160. 
Instantané  (Mouv.)  d'un  solide,  80. 
Intégrale  courbe,  i2'(. 


Intégrale  multiple,  i35. 

—  vectorielles  et  scalaires,  187. 
Intégration,  124. 

Intensité  du  champ,  186. 
Interprétation  de  V,  div.,  rot.,  i32. 
Invariant  du  produit  [ss],  ^9. 

—  de  la  dyadique,  99. 

—  de  la  transformation  linéaire,  io5. 
Inverse  de  la  dyadique.  100-101. 

—  (Quaternion)  (cf.  Réciproque). 
Inversion  de  la  fonction  9,  106. 
Isotrope  (Corps),  174,  189. 

—  (Équil.  et  mouv    înt. ),  176,  189. 
Isotropie  (Constantes  d'),  174. 


Jahnke,  25  (19  et  suiv.),  5i. 
Jaumann,  98,  99,  160,  i53. 


J. 


Jol\'  (Jaspar).  Introd. 


Kraft  (Introd.),  47- 


L. 


L  (Formules),  88. 
Lamé  (Paramètres  de),  17'}. 
Lagrange,  i6'j. 
Lamellaire  (  Champ),   i'i'i. 
Laplace,  i55,  i56. 


Laplacien,  i3o. 

Ligne  droite  (Équation  de  la),  i5.  73. 

Lignes  asymplotiques,  90. 

—  de  courbure,  89. 

—  géodésiques,  91,  96. 
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Lignes  de  forces,  i38. 
Linéaire  (  Fonction),  97  et  suiv. 
—  (Fonction)     autoconjuguée  (cf.  Ten- 
seur). 
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Linéaire     Transformation),   io'(. 

—  (Divergence  et  curl   de   la  fonction). 

i34,  (VII). 
Longueur  d'onde,  190. 


M. 


(M)  Formules,  88. 
Maclaurin  (Configuration  de),  4^. 
Marcolongo,  i55  (N'oie),  i5g  (Rem.). 
Masse  d'une  forme  F,,  12. 
Maxwell,  21,  186  et  suiv. 
Menelaus  (Théorème  de),  25,  (11). 
Meusnier  (Théorème  de),  88. 
Milieu  isotrope,  iSe,. 
Module  d'un  vecteur,  17. 

—  de  compression,  177. 

—  du  quaternion,  56. 
Moivre  (Formule  de),  57. 
Moment  d'un  couple,  48. 

—  d'une  force,  48- 

—  réciproque  de  deux  droites,  49- 

—  résultant,  5o. 

—  d'inertie,  160. 
Mouvement  absolu,  81. 

—  relatif,  81. 

—  d'entraînement,  81. 

—  instantané  d'un  solide,  80. 

—  d'un  solide  (Géométrie  du),  i65. 


Mouvement  au  tour  d'un  point  fixe,  161,  i65. 

—  central  d'un  point,  82. 

—  d'une  figure  plane  dans  son  plan,    94. 

—  d'un  point  à  la  surface  de  la  Terre,  164. 

—  intérieur  d'un  corps  isotrope,  176. 

—  intérieur  dans  un  milieu  isotrope,  189. 

—  des  fluides,  182. 

—  stationnaire,  184. 

Moyen  (Règle  du  facteur),  4i,  55. 
Mul'iplicaiion  des  grandeurs  complexes, 
6. 

—  par  un  scalar,  4- 

—  d'un  vecteur  par  un  scalar,  18. 

—  alternée,  27. 

—  dansledomainedu4c  degré,  3iet  suiv 

—  dans  le  domaine  du  3e  degré,  38  et  suiv. 

—  alternée  des  formes,  4o. 

—  générale,  6, 

—  dyadique,  98. 

—  quaternionienne,  02. 

—  scalaire  (cf.  Produit  scalaire). 

—  vectorielle  (cf.  Produit  vectoriel). 


N. 


Nabla  (Inlrod.),  119  et  suiv. 

—  considéré  comme  vecteur,   126, 

—  (Définition  absolue  du),  i3i. 

—  (Interprétation  du),  i32. 
Neumann,   192. 

Newton.  72,   ■  55,  157. 

—  (Théorème  de),  01,  (4). 
."Sewloniens  (Potentiels),  i55. 


i33. 


Nombres  complexes,  t. 

—  (Egalité  des),  \. 
Normal.  (  Plan),  83. 

—  principale,  84. 
Nonion  (Forme),  99. 
Notation  exponentielle,  67. 
Nutation,  i65. 


Olinde      Rodrigues      (Paramètres     d'), 

79- 
Ondes  planes,  189,  190. 

—  transversales,  188,  191. 

—  de  distorsion,  189,  191. 

—  de  condensation,  189,  191. 

—  (Longueur  d'),  190. 

—  (  Vitesse  d'),  190. 


Opérateur   d'Ilamilton    (Nabla),     119    et 
suivantes. 

—  de  rotation  conique,  57. 
Oscillateur  (Plan),  88. 

—  (Cercle),  83. 
Osculatrice  (Sphère),  83. 

Ossian  Bonnet  (Théorème  d' ),  8S,  96. 
Ostrogradsky  (Formule  d'),   139. 
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Parallélépipèfle  élémentaire,  i85. 
Parallélogramme  (  Règle  du  ),   19. 
Parallèles  (Facteurs),  37. 
Paramètres  d'Euler,  79. 

—  d'Olinde  Rodrigues,  79. 

—  quaternioiiiens,  79. 

—  de  Lamé,   174. 

—  de  réduction  K,   Jy, 
Pascal  (Théorème  de),  45. 
Peano,  9,  22. 

Période,  190,  192. 
Permanent  (Régime),  i38. 
Perméabilité  magnétique,   186. 
Perpendiculaire  à  la  droite,  7.3. 

—  au  plan,  73. 

—  commune,  73- 
Perspectivité,  45  et  suiv. 
Phase,  192. 

Plan  polaire,  70. 

—  f  Equation  vectorielle  du),  20. 

—  à  l'infini,  26. 

—  du  quaternion,  56. 

—  (Equation  scalaire  du),  73. 

—  (Coordonnées  du),  ~/\. 

—  nul,  5i. 

—  tangent  quadrique,   112. 

—  diamétral,  1 12. 

—  cyclique,  1 16. 

—  osculateur,  83. 

—  normal,  83. 

—  rectifiant,  85. 

—  radical,  75. 

Point  (Intr«d.),  9  et  suiv. 

—  multiple,  12-25,  (1). 

—  à  l'infini,  26. 

—  nul,  5i. 

Poisson,  80,  1  '(6,  i56. 
Poinsot,  4^,   162,  i65. 
Polarisation  diélectrique,  186. 
Polaire,  75. 

Pôle,  75. 

Poncelet  (Théorème  de),  25  ,  (7  ). 

Ponctuelle,  45,  I7. 

Position  d'une  droite,  26. 

Postfacteur      (Dyadique     comme), 

(Note). 
Potentiel,  i45,  1 4'»,  [  |8,  1 55. 


i85 


Potentiel  (Champ),  l'p. 

—  vectoriel,  148. 

—  newtonien,  i55. 

—  de  volume,  i55. 

—  de  surface,  i58 

—  de  double  couche,  i5g. 

—  de  vitesses,  i83. 
Précession,  i65. 

Préfacteur  (Dyadique  comme),  i85  (Note). 

Pression,  167,  182. 

Principe  du  calcul  des  quaternions,  7. 

—  de  l'Ansdehnungslehre,  8. 
Produit  général  de  deux  grandeurs,  6. 

—  (Commutativité  du),  44- 

—  des  formes,  26  et  suiv. 

—  extérieurs.  27,  3i. 

—  de  points,  3i. 

—  intérieur  ou  scalaire,  3o. 

—  vectoriel,  3g,  54- 

—  progressif,  29. 

—  régressif,  29,  35. 

—  relatif,  29,  36. 

—  dyadique,  98. 

—  planimétrique,  29,  36,  4i,  k'\,  4^- 

—  des  trois  côtés  d'un  triangle,  \\. 

—  de  trois  droites  concourantes,  41- 

—  stéréométrique,  29,  36,  37,  ')',  44t  kl- 

—  de  2  tripoints,  !\\. 

—  de  3  plans,  fo. 

—  de  4  plans,  4i- 

—  dans  l'espace,  44'  47- 

—  extérieur,  27. 

—  extérieur  de  points,  3i. 

—  d'un  point  et  d'un  vecteur,  37. 

—  de  2  vecteurs,  38. 

—  intérieur  de  2  vecteurs,  38. 

—  quaternion  de  2  vecteurs,  52. 

—  quaternions  de  3  vecteurs,  62  et  suiv. 

—  (Double),  4i,  (XIV)'. 

—  (Double)  (quaternion),  6^. 
Produit  relatif,  29,  36. 

—  de  dyadiques,  101. 
Projectivité,  45. 

Propagations  par  ondes  planes,  188. 
Puissance  d'un  feuillet,  159. 

—  d'un  point,  75. 
Puiseux,  95. 
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Quadiiques,  1 1 1 . 

—  homolhéliques,  ii3. 

—  homofocale,  1 1  5. 

Quantités  scalaires,  vectorielles  (cf.  In- 
trod.). 
Quantités  dirigées.  (Introd.). 

—  numériquement  dépendantes,  2. 
Quaternion,  52  et  suiv. 


Quaternion  comme  somme,  5a. 

—  comme  produit,  56. 

—  unitaire,  56. 

—  conjugué,  58. 

—  réciproque  ou  inverse,  5g. 
Quaternions  (Principe  du  calcul  des),  7. 
Quatei  nioniens  (Paramètres),  79. 
Quotient  de  2  vecteurs,  55. 


R. 


Radical  (Plan),  -p. 
Rapport  de  deux  spaths,  11, 

—  anharmonique,  25,  (12). 
Rayon  de  courbure,  83. 

—  de  torsion,  83. 

—  ordinaire,  ip5. 

—  extraordinaire,  195. 
Réciproque  d'un  vecteur,  55. 

—  (Quaternion),  5q. 

—  (Système),  66. 

—  d'un  produit,  60. 

—  (Transformation  par  rayons  ve\),  75 
Rectifiant  (  Plan),  85. 

Rectifiante  (  Droite),  85. 
Réduction  des  F„  23,  49- 
Réfraction  (Double),  ig3,  195. 
Régulière  (  Fonction),  i5o. 


Répressif  (cf.  Produit). 
Relatif  (Mouvement),  81. 

—  (Vitesse,  accélération),  81,  i65. 

—  Produit  (cf.  Produit). 
Relation  numérique,  1. 
Représentation   géométrique  du   quater- 
nion, 60. 

Résolution    de    l'équation   vectorielle  du 

1"  degré,  107. 
Retournements  concourants,  76. 

—  non  concourants,  76. 
Riemann,  i43. 

Rotation  instantanée,  48,  80,  i65. 

—  conique,  57. 

—  finie  autour  d'un  point  fixe,  79. 
Rationnel,  126  (cf.  Curl). 

Rotor  (cf.  Curl). 


S. 


Sarrau,  17,  167,  174. 
Scalar  (Introd.) 

—  du  produit  de  2  vecteurs,  52,  53. 
Scalaire  (cf.  Produit). 

Sections  circulaires  quadriques,  116. 

—  principales  d'un  cristal,  193. 
Solénoïdal  (Vecteur),  189. 

Somme  de  grandeurs  (cf.  Addition). 

—  de  points,  i3  et  suiv. 

—  de  vecteurs,  19. 

—  de  bipoints  (cf.  Réduction  des  F2). 

—  de  tripoints,  24. 

—  de  tétraèdres,  2.5. 

—  (Différentielle  d'une),  70. 


Somme  géométrique,  19. 

Sources,  i3a. 

Soustraction  des  nombres  complexes,  3. 

Spath,  10  et  suiv. 

Sphère,  75. 

—  osculalrice,  83. 
Sphérique  (Addition),  60. 

—  (Équilibre  d'une  couche),  179. 
Stationnaire  (Mouvement),  i84- 
Statique,  4^  et  suiv. 

Steiner,  160. 
Stokes,  i43,  189. 
Surfaces,  86. 

—  développables,  86,  95. 
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3<J9 


Surfaces  de  2*  ordre,   mi. 

—  homofocales,  n5. 

—  de  niveau,  132. 

—  liomothétiques,  1 1 3. 


Surfaces  réglées  du  2'  ordre,  \~. 
Symbole  V  applique  à  un  scalar,   1  m. 
—  appliqué  à  un  vecteur,  126. 
Symbolique  (V  coin  me  vecteur),  12G,  1 33, 


Tait  (  Introduction),   i33,  166. 
Tangente,  83,  84. 
Tannenherg  (de  ),  g3. 
Teneur,  10. 

—  du  quaternion,  56. 
Tenseur,  104  et  suiv.,  168,  182. 

—  (Forme  normale  du).   108,  109. 
Tension  élémentaire,  167. 

—  en  un  point,  167. 

—  tangentielle,  168. 
Tensions  (Ellipsoïde  des),  169. 

—  normales,   169. 

—  principales,  169. 

—  sur  un  plan,  175. 
Tétraèdre,  10  et  suiv. 

—  (Équilibre  du),  169. 
Théorème  des  aires,  82. 

—  de  Meusnier,  88. 

—  d'Ossian  Bonnet,  88. 

—  de  la  divergence,  i3g. 

—  du  gradient,  i4o. 

—  du  Curl,  \!\\ . 

—  d'HelmhoItz,  i83, 

—  de  Bernoulli,  184. 


Théorème  d'Hamilton  (Axes  coniques), 

—  de  Stokes,  1 43. 

—  de  Cauchy  (Flast.),  169,  182. 

—  d'Halphen,  78. 
Toupie,  i63. 

Tourbillon.  i32,  147  (cf.  Curl). 
Tourbillonnement,  l'ii. 
Torsion  (Angle  de),  83. 

—  (Hayon  de),  83. 

—  d'un  cylindre,  181. 
Transformation  linéaire,   io3. 

—  autoconjuguée,  104  (cf.  Tenseur). 

—  antisymélriqne,  104. 
Transformée  par  rayons  vecteurs  réoi p.,  75. 
Translation,  4^,  i65. 

Triédre  i,  j,  k,  ai. 

—  normal  en  un  point  d'une  courbe,  84. 

—  Caractéristique,  88. 
Trigonométrie  sphérique  (  Formules  de), 

72. 
Tripoint,  24. 
Trivecteur,  3g  (Note). 
Tube  de  forces,  i38. 


U 


Unies  (Grandeurs),  36  (Note). 
Unités  primitives,  2. 

—  absolue,  2. 

—  relatives,  2. 


Unités  (Système  d'),  2. 

—  dans  le  domaine  du  4e  degré,  36. 

—  dans  le  domaine  du  3"  degré,  38. 


Variation  de  la  circulation,  149. 

—  du  flux,  1 49* 

—  locale  d'un  vecteur,  129. 

—  totale.  129. 

—  d'un  segment  mobile,  93. 
Vecteur  (Introd.),  10,  17. 

—  unité,  17. 


Vecteur  (Module  du),  17. 

—  multiplication  par  un  scalar,  18. 

—  Addition,  ig. 

—  localisé,  22. 

—  conjugué,  58. 

—  parallèles,   18. 

—  du  quaternion,  52,  54. 


',()() 
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Vecteur  d'espace,  1 1 < »  «t  suiv. 

—  Décomposition  en  3  directions,  ti,66. 
Décomposition  en  2  directions,  67. 
symbolique  V,  126,  i33. 

—  de  proximité.  112,  n3. 

—  (Produit  de  deux),  .">2. 

—  il'un  produit,  Vj.    >'i- 
Vectorielle  (Fonction)  {cf.  Linéaire). 

—  (Équation)  de   la   droite  et  du   plan, 

20,  yi, 
Véronnet,  i53. 
Verseur,  56,  108. 


Vibration,   190. 

—  harmonique,  192. 

—  électrique,  192,  ig3. 

—  magnétique,  192,  iq3. 

Vilesse  de  propagation  de  l'onde,  190,  191. 

—  de  translation,-/^. 

—  relative-absolue,  81. 

—  (Formule  fondamentale),  80,  t<>^. 

—  (Curl  de  la  ),  i3a. 

—  angulaire,    1*. 
Vis,   '(((  (Note). 
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